Limitations in Formal Systems and Languages

Abstract

This thesis has two major aims. The first is to demonstrate the
centrality of Cantor’s diagonal argument in the proofs of the classi-
cal limitation results concerning formal languages and systems—the
second is to generalize these results into a framework of more general
languages and systems. The point of generalizing the classical limi-
tation results is to prove that these results are in some way essential
and not only results bound to languages or systems of a very restricted
type. Our concept of formal language is defined such as to allow for
instance sentences with direct self-reference and “poetical sentences”
that are neither true nor false. The main result of the thesis is a version
of Godel’s Incompleteness Theorem valid for these kind of languages
equipped with a suitable notion of proof. Two smaller limitation re-
sults concerning formal languages are obtained by a transformation of
the classical semantical paradoxes of Grelling and Epimenides into the
framework of formal languages. In these transformations the close con-
nection between the semantical paradoxes and the diagonal argument
is revealed.
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1 Generel introduktion

Denne afhandling bestar af to dele. Den fgrste del omhandler formelle sprog
og begraensningsresultater for disse sprog, den anden del omhandler formelle
systemer og begraensningsresultater for disse systemer. Hovedresultatet i
den forste del er Tarskis Teorem og hovedresultatet i den anden del er en
generalisering af Godels Ufuldstaendighedsteorem. Der er forsggt at tilfgje
lidt nyt til emnet, men dette er naturligvis vanskeligt at opna i forbindelse
med resultater som har haft besgg af s mange prominente matematikere i
en sa lang arrackke som disse resultater af Godel og Tarski.

Et centralt og gennemgaende tema i afhandlingen er Cantors diagonalar-
gument. Samtlige af de begraensningsresultater vi beviser, opstar ved en
anvendelse af diagonalargumentet. Vi demonstrerer desuden den naere sam-
menhaeng som eksisterer imellem diagonalargumentet og de klassiske para-
dokser i naturlige sprog, og til slut i athandlingen beviser vi et resultat som
viser at diagonalargumentet under meget generelle forudssetninger kan ses
som et universelt veerktgj til at bevise begraensningsresultater. Da Cantors
diagonalargumentet saledes er meget centralt har vi valgt at vie nogle sider
i afhandlingens begyndelse til at se pa dets historiske rgdder. Efter dette
gives en generel formulering af diagonalargumentet, og denne formulering
benyttes som grundlaget for en diskussion af Russells paradoks.

I kglvandet pa diskussionen af Russells paradoks fglger definitionen af
det sprogbegreb som resten af afhandlingen benytter sig af. En del energi
er brugt pa at angive motivationerne bag den fremkomne definition. Det
definerede sprogbegreb er en generalisering og en abstraktion af de formelle
sprog man sadvanligvis mg@der i matematisk logik. Da vi i denne afhand-
lings sprogbegreb ikke binder sprogenes semantik op til modelbegrebet, far
vi abnet muligheden for blandt andet at konstruere sprog som inkorporerer
direkte selvreference, idet vi kan operere med udtryk som “denne ssetning”
med en konteksafhaengig betydning. Samtidig tillader vi i vores sprogbegreb
at et sprog kan indeholde ssetninger som hverken er sande eller falske. Dette
giver mulighed for i sprogene at handtere kritiske semantiske begreber som
begrebet “heterologisk” og begrebet “sandhed” uden at der opstar paradok-
ser, idet vi da blot kan tillade den selvrefererende ssetning som producerer
paradokset hverken at veere sand eller falsk i sproget. Efter indfgrslen af
sprogbegrebet fortssetter afhandlingen med en detaljeret behandling af Grel-
lings og Epimenides’ paradokser i rammen af det nye sprogbegreb. Forste
del af athandlingen afsluttes derefter med en abstraheret udgave af Tarskis
Teorem og en anvendelse af dette teorem pa formel praedikatlogisk aritmetik,
hvilket giver os det klassiske Tarski-teorem.

Anden halvdel af afhandlingen starter med at definere begrebet formelt
system som et formelt sprog udstyret med et bevisbarhedsbegreb for spro-
get. Derefter diskuteres hvilke egenskaber et bevisbarhedsbegreb i et formelt
system skal have for at kunne stemme overens med vores intuition om hvad



beviser er. Vi nar frem til at hvis et bevis skal vaere noget endegyldigt og
uomtvisteligt, og ikke blot et “overbevis”, da ma enhver kandidat til et be-
vis pa systematisk, mekanisk made kunne checkes for fejl. At noget kan
udfgres pa systematisk, mekanisk made vaelger vi at preecisere ved kravet
om at det kan udfgres pa en computer. Dette preeciseres dernsest videre ved
at indfgre programmeringssproget while. I afsnittet “Godels Ufuldsteendig-
hedsteorem” vises det at sproget for formel praedikatlogisk aritmetik inde-
holder sande satninger som ikke kan bevises, dvs. er ufuldstendigt, hvis
det er udstyret med et bevisbarhedsbegreb som opfylder ovennaevnte krav
om mekanisk “bevis-checkbarhed”. Dette begraensningsresultat baserer sig
blandt andet pa Tarskis Teorem. I afhandlingens sidste afsnit generaliseres
ufuldsteendighedsresultatet og der ses neermere pa hvor og hvordan ufuld-
staendigheden viser sig i de ufuldsteendige formelle systemer.

Af den tid der er brugt pa at skrive afhandlingen er i neerheden af halvde-
len af tiden brugt pa at finde de rette definitioner. I denne type matematik,
der er rettet mod grundlagsmatematiske og filosofiske problemstillinger, er
det ikke altid definitionerne byder sig til pa lige sa oplagt made som i visse
andre dele af matematikken. Veerdien af de opnaede resultater star natur-
ligvis og falder med det intuitivt naturlige i definitionerne, men ofte kan det
vise sig at de definitioner som forekommer intuitivt naturlige giver anled-
ning til veesentligt mere kompliceret notation og tekniske beviser end andre
tilneermede definitioner, der er skabt for at fa matematikken til at glide sa
glat som muligt, men hvor det intuitive i definitionerne er sveerere at fa
gje pa. Der er saledes ofte et trade-off imellem det intuitive i en definition
og definitionens handterbarhed, og dette trade-off har vi i denne athandling
med stort besveer forsggt at balancere sa godt som muligt. De i athandlingen
indfgrte begreber er forsggt defineret sa generelt som muligt for at opna de
mest generelle resultater. Prisen for dette er en lidt mere tung notation og
lidt mere tekniske beviser end det man ellers kunne have klaret sig med.
Belgnningen er sa til gengeeld at man ser at de viste begraensningsresultater
holder under meget generelle forudssetninger, og ikke kun er resultater bun-
det til meget specialiserede typer af sprog og systemer (som for eksempel 1.
ordens systemer, som er det klassiske tilfaelde).

I den forste del af afhandlingen forekommer der kun meget lidt teknisk
matematik. Veegten er her ikke lagt pa det tekniske men pa diskussionerne
og det forstaelsesmeessige. Disse dele bgr leeses med et mere filosofisk end
matematisk blik. Senere i afhandlingen begynder den matematiske sveer-
hedsgrad at stige—dels fordi de viste resultater vokser i kompleksitet og
dels fordi graden af detaljerigdom i beviserne bevidst er gjort aftagende
igennem afhandlingen.

Efter hvert afsnit i afhandlingen er der en paragraf kaldet “Bemaerk-
ninger og referencer”. I denne paragraf star der blandt andet i hvilken grad
afsnittets resultater og overvejelser er lante eller mine egne. De beviste resul-
tater er i overvejende grad varianter eller generaliseringer af allerede kendte



resultater, men ingen er helt identiske med formuleringer i den af forfat-
teren kendte del af litteraturen. Alle beviser er forfatterens egne, hvor de
grundlaeggende idéer kan veere lante, men hvor den konkrete gennemfgrsel
af beviserne, detaljerne, er forfatterens. Et enkelt stgrre resultat hen imod
slutningen af athandlingen (Teorem 78) er sa vidt vides (af forfatteren og
logik-miljget i Oslo) ikke tidligere kendst.



2 Matematisk introduktion

Den generelle matematiske ramme vi i det folgende skal arbejde indenfor
er ZF, Zermelo-Fraenkels aksiomatiske maengdelaere. Vi vil ikke forsgge at
ga rent formelt til vaerks nar vi konstruerer beviser—dette har vi valgt for
at ggre beviserne mere elegante og lsesbare, men i princippet burde der
kunne gives formelle varianter af alle beviserne. Vi antager altsa at alt bliver
bygget op fra Zermelo-Fraenkels aksiomer, og alle objekter vi matte gnske
at definere skal veere maengder i ZF-forstand. Resten af dette afsnit vil vi
benytte til i ZF at introducere de fundamentale begreber, som ligger til
grund for denne afhandling.

Pa seedvanlig made i ZF lader vi maengden af naturlige tal, N, veere den
mindste graenseordinal. N bliver saledes meengden

N=1{0,1,2,3,...}
hvor 0 = 0,1 = {0},2 ={0,1},3 = {0,1,2}, ...

(nsker vi i en formel at kvantificere over meengden af naturlige tal skriver
vi Vo € N eller 3z € N mens Vx og dx betyder at vi kvantificerer over alle
maengder.

Vi indfgrer begrebet endelig fglge. En endelig folge har et antal ele-
menter n € N. Den eneste endelige fglge med 0 elementer er den tomme
mengde ). Vi skriver ogsa () for denne folge. En endelig folge med 1 element
(z1) defineres ganske simpelt som elementet z; selv. En endelig fglge med 2
elementer (x1,z2) defineres som maengden {{z1}, {z1,22}}. En sadan folge
kaldes ogsa et par. En endelig fglge med n > 2 elementer (z1,z2,... ,2y)
defineres som mangden af par

{(0,21),(1,22),... ,(n—1,2p)}.

Hvis o er givet at vaere en endelig folge, vil vi i resten af athandlingen lade
udtryk af typen x € o betyde x = x; for en i € {1,... ,n} hvor ¢ =
(x1,...,2pn). Hvis 0 = (x1,... ,25) 0g T = (y1,... ,Yn) er to endelige folger
vil vi tilsvarende tillade os at benytte udtrykket o C 7 som en betegnelse
for egenskaben

{z1,..., 20} CH{y1,- - s Un}-

Udtrykket o7 benytter vi til at betegne den endelige falge

(T1ye e s Ty YLy - ey Yn)

og for alle i = 1,... ,n lader vi o; betegne det i’te element i o, dvs. g; = z;.

En n-plads relation er er en maengde af endelige fglger, alle med n ele-
menter. Bemezerk at som vi har defineret begrebet endelig folge med 1 element
bliver begrebet 1-plads relation identisk med begrebet maengde. Hvis R er



en n-plads relation skriver vi ofte R(z1, ... ,x,) istedet for (x1,... ,z,) € R.
Lad Mjy,..., M, veere meengder. Vi definerer My X --- x M, som n-plads
relationen

My x -+ xX My ={(z1,...,2,) | z; € M; for allei € {1,... ,n}}

Hvis M = My = My = --- = M, skriver vi ogsa M™ for denne relation.
MO er 0-plads relationen {()}. Hvis der for en n-plads relation R gaelder
R C My x---x M,, kalder vi R for en n-plads relation pa M; x --- x M,,.
Hyvis der for en n-plads relation R geelder R C M™ kalder vi R for en n-plads
relation over M. Enhver (n+1)-plads relation har en definitionsmaengde

dom(R) = {(x1,... ,xpn) | Fy (z1,... ,2n,y) € R)}
og en billedmaengde

ran(R) ={y | Jz1,... ,xn ((x1... ,2pn,y) € R)}

En (n+ 1)-plads relation f kaldes en funktion eller en afbildning hvis der
geelder

V(z1,...,2,) € dom(f)3ly € ran(f)((z1,...,Tn,y) € f).

Vi benytter skrivemaden f : A — B til at angive at f er en afbildning med
dom(f) = A og ran(f) C B. Lad f vere en afbildning og lad (z1,...,z,) €
dom(f). Vi benytter udtrykket f(xi,...,x,) til at betegne den entydige
y € ran(f) som opfylder (z1,...,x,,y) € f. Der geelder saledes

flxy,...,xn) =y < (x1,... ,Zn,y) € f.

Da vi som neevnt ofte vil benytte skrivemaden f(xy,...,z,,y) fremfor at
skrive (z1,...,x,,y) € f ma man vaere forsigtig med ikke at forveksle ud-

trykkene f(z1,...,zy) og f(x1,... ,2n,y).
En maengde

{(0,21),(1,22),... ,(n—1,2,)}

er per definition bade en endelig folge med n elementer og en funktion
med definitionsmeengde n = {0,1,... ,n —1}. En funktion f med defini-
tionsmaengde N kaldes ogsa en uendelig fglge og vi benytter skrivemaden
f = (z1,22,23,...) til at betegne at f(i) = z;. Lad f : A — B vaere en
afbildning og lad C vaere en maengde. Ved restriktionen af f til C forstar
vi afbildningen f | C givet ved

Vach((x,y) eflCeoxzelCA(x,y) € f).
Vi har altsa

dom(f | C) =dom(f)NC.



Et n-plads preedikat P er et par P = (A, B) hvor A og B er n-plads
relationer med B O A. Et n-plads praedikat over M er et n-plads praedikat
P = (A, B) hvor A og B begge er n-plads relationer over M. Maengden af
n-plads praedikater over en meengde M betegnes M. Givet et n-plads
preedikat P = (A, B) definerer vi E(P) = A og M(P) = B. E(P) kaldes
praedikatets ekstension og M (P) kaldes dets meningsomrade. Hvis P =

(A, B) siger vi ogsa at P er relationen A udstyret med meningsomrade
B.

Eksempel 1. Mazngden af primtal udggr en 1-plads relation A. A kan ud-
styres med meningsomrade N hvorved vi far et 1-plads praedikat P = (A, N).
P er et 1-plads praedikat over N. Vi gnsker at benytte praedikater til at
betegne egenskaber. I dette tilfzelde betegner praedikatet P egenskaben at
veere et primtal. Meningsomradet benyttes til at angive for hvilke maengder
egenskaben “giver mening”’. Egenskaben at veere et primtal giver i klassisk
forstand kun mening for de naturlige tal. Derfor lader vi M (P) = N.

De her naevnte ting udger den underliggende intuition for brugen af n-
plads praedikater i det fglgende.

Lad A og B veere to maengder. Mangdedifferensen imellem A og
B betegnes A — B. Ved den symmetriske differens af A og B forstas
meengden A & B givet ved

ASB=(A-B)U(B-A).

A6 B bestar altsa af de elementer som er indeholdt i netop én af maengderne
A, B.

En maengde A kaldes endelig hvis der eksisterer en injektion A — N
men ingen bijektion A — N. A kaldes taellelig hvis der eksisterer en bijek-
tion A — N.! A kaldes overtzellelig hvis der eksisterer en injektion N — A
men ingen bijektion N — A. Heraf fglger det at en teellelig maengde hver-
ken kan bringes i bijektiv korrespondance med nogen endelig eller nogen
overteellelig maengde. En maengde kaldes hgjst teellelig hvis den enten er
endelig eller teellelig. En maengde kaldes uendelig hvis den enten er teellelig
eller overteellelig.

Bemerkninger og referencer De fgrste definitioner i dette afsnit er ta-
get fra [Kun80|. Jeg har bevidst undgaet at benytte kardinalitetsbegrebet
til at definere begreberne endelig, teellelig og overtellelig meengde, da jeg
saledes undgar at bringe udvalgsaksiomet pa banen. Udvalgsaksiomet er ikke
ngdvendigt for de “maegtigheds”-betragtning vi far brug for i det fglgende.
Begrebet praedikat er mit eget, som senere skal benyttes i forbindelse med
mit sprogbegreb til semantisk at handtere seetninger hvori et begreb benyt-
tes udenfor dets naturlige meningsomrade.

T en del andre fremstillinger kaldes en maengde A teellelig blot der eksisterer en injek-
tion A — N.



3 Cantors diagonalargument

Alt vi skal beskaftige os med i det folgende tager udgangspunkt i et ar-
gument som Georg Cantor (1845-1918) oprindelig benyttede for at bevise
eksistensen af overtallelige maengder. Dette argument er i dag kendt un-
der navnet Cantors diagonalargument. Argumentet optreeder forste gang i
“Jahresbericht der Deutsch. Math. Vereing.” fra 1891 ([Can32]). Allerede
i 1874 beviste Cantor eksistensen af en overteellelig maengde ved at bevise
overteelleligheden af de reelle tal, men det i den forbindelse benyttede bevis
er ungdigt kompliceret og angiver ikke umiddelbart en universel metode som
diagonalargumentet ggr. Diagonalargumentet er hjertet i alle de begraens-
ningsresultater som vi senere i denne afhandling skal have pa banen. I Gédels
Ufuldsteendighedsteorem fra 1931 er diagonalargumentet fra 1891 en af be-
visets stgrste “geniale idéer”, mens en stor del af beviset blot bestar af mere
eller mindre trivielle, omend dog ganske omstaendelige, tekniske pillerier. Vi
skal senere gennemfgre forskellige beviser for Godels Ufuldstzendighedsteo-
rem, hvor dette vil blive tydeligt.

Da diagonalargumentet er centralt for alt i det fglgende vil vi bruge en del
energi pa at fremstille det i detaljer. Vi vil begynde med at angive Cantors
oprindelige diagonalargument, som det sa ud i “Jahresbericht der Deutsch.
Math. Vereing.”, hvorefter vi vil prgve at oversatte beviset til moderne
notation og give en variant som er passende for de senere anvendelser i
denne athandling.

Sind ... m und w irgend zwei einander ausschliefende Cha-
raktere, so betrachten wir einen Inbegriff?> M von Elementen

E:(xlax%'" )J;’Ua"')>

welche von unendlich vielen Koordinaten x1,x2,... ,2,,... ab-
hangen, wo jede dieser Koordinaten entweder m oder w ist. M
sei die Gesamtheit aller Elemente F.

Zu den Elementen von M gehoren beispielsweise die folgen-
den drei:

Bl = (m,m,m,m,...),
F = (w,w,w,w,...),
E = (m,w,m,w,...).
Ich behaupte nun, daf} eine solche Mannigfaltigkeit M nicht die

Maéchtigkeit der Reihe 1,2,... ,v,... hat.
Dies geht aus folgendem Satze hervor:

2En af Cantors betegnelser for det vi i dag kalder en maengde.



“Ist E1, Fs,...,FE,,... irgendeine einfach unendliche Reihe
von Elementen der Mannigfaltigkeit® M, so gibt es stets ein Ele-
ment Fy von M, welches mit keinem FE,, iibereinstimmt.”

Zum Beweise sei

E, = (a11,a12,...,01,0,...),
E2 = (a271,a272,... ,CL27V,...).
By = (ap1,au2, Vs -

Hier sind a, , in bestimmter Weise m oder w. Es werde nun eine
Reihe b1,bo,... ,b,,..., so definiert, daf} b, auch nur gleich m
oder w und von a,,, verschieden sei.

Ist also a,, = m, so ist b, = w, und ist a,, = w, so ist
by, = m.

Betrachten wir alsdann das Element

EO == (bl,b27b3, .o .)
von M, so sieht man ohne weiteres, dafy die Gleichung
Ey=E,

fiir keinen positiven ganzzahligen Wert von p erfiillt sein kann,
da sonst fiir das betreffende p und fiir alle ganzzahligen Werte
von v

b, = Qv

also auch im besondern

by = aup

wére, was durch die Definition von b, ausgeschlossen ist. Aus di-
esem Satze folgt unmittelbar, dafl die Gesamtheit aller Elemente
von M sich nicht in die Reihenform: E1, Es,... ,E,,... bringen
la88t, da wir sonst vor dem Widerspruch stehen wiirden, daf ein
Ding Ey sowohl Element von M, wie auch nicht Element von M
wiire.4

Cantor beviser ovenfor at meengden M af uendelige folger pa en maengde
{m,w} er overteellelig, dvs. ikke lader sig bringe i bijektiv korrespondance
med de naturlige tal. Han beviser dette ved at vise

3Endnu en af Cantors betegnelser for det vi i dag kalder en maengde.
4[Can32], s. 278-279.
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Lemma 2. For enhver uendelig folge (E*, E%,... |EY,...) af elementer fra
M eksisterer der et element E° € M som ikke er med i den uendelige folge.

Deraf fglger at M ikke kan veere teellelig, for ellers kunne vi putte alle
elementerne fra M ind i den uendelige folge (via en bijektiv afbildning N —
M), og da ville der ikke kunne eksistere en E° € M som ikke var element i
fglgen.

Lad os bevise lemmaet.

Bewvis Vi definerer fgrst en inverteringsafbildning = : {m,w} — {m,w}
som afbilder m pa w og omvendt, dvs.

. m  hvis o =w
0’:

w hviso=m

Hvis E betegner en uendelig folge og v € N — {0} vil vi pa seedvanlig made
lade E, betegne det v’te element i E. Vi ser da pa fglgende skema

E'' = ( B}, EY ..., EL ... )
E* = ( F}, FE% ..., E2 ... ).
EY = ( EY, EY, ..., EY ... ).

Det er fra dette skema at navnet diagonal-argument opstar, for det vi nu
skal se pa er diagonalen i skemaet, dvs. folgen (B, E2,... ,EY,...). Hvis vi
inverterer alle elementerne i denne fglge far vi en fglge som vi vil kalde for
antidiagonalen og som vi her betegner E?. E? er altsa folgen

E°=(ELEZ,.. . EY,...)

Antag nu at E° er med i folgen (E', E2, ...  EY,...), dvs. antag E° = E#
for en positiv 4 € N. Da vil specielt gaelde

0 _
ES = Bt

med dette er i modstrid med vores definition af E° ifglge hvilken Eg =El, #
El. O

Pointen med EY ovenfor er at dens v’te element vha. inverteringsafbild-
ningen defineres til at veere forskellig fra E”’s v'te element. Dermed kan E°
ikke veere lig nogen af EV’erne, da E° for et hvilket som helst givet positivt
v vil afvige fra E¥ pa de to fglgers v'te plads.

I resten af athandlingen vil vi fokusere pa maengder fremfor pa fglger, sa
vi vil nu konstruere en maengdevariant af ovenstaende lemma. Dette ligger
lige for, idet vi har fglgende oplagte isomorfi o : M — P(N — {0}) imellem
mangden af uendelige folger pa {m,w} og delmaengderne af N — {0}:

o(E)={v| E, =m}
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Det er let at se at o saledes defineret er en bijektion. Via o far vi nu udfra
Lemma 2 et bevis for fglgende resultat

Lemma 3. Lad E vere en tellelig delmengde af P(N—{0}). Da findes der
et element i P(N —{0}) som ikke er med i E.

Bevis Da E er tellelig eksisterer der en bijektion I : (N — {0}) — E.
Definér nu for alle v € N — {0} en uendelig folge E¥ ved

EY =0 YI(v))

(E',E?,...) er en tellelig folge af elementer fra M, og har derfor en anti-
diagonal

som ikke er med i fglgen F, ifglge beviset for Lemma 2. Ser vi nu pa an-
tidiagonalens billede under isomorfien o fas, idet vi undervejs benytter at
o(E") ={i| EY =m} og dermed i € o(E") & EY =m,

o(E°) =0 ((BLE3,...)) = {v | By =m} = {v | B #m}
= (v |vgoE)}y = {v|vgIw)}.

o(EY) kalder vi af gode grunde ogsi for en antidiagonal, da det blot er
en maengdeparallel til antidiagonalen for fglger, som opstar igennem den
kanoniske isomorfi 0. Men det er let at se at denne antidiagonal ikke er med
i E. Antager vi nemlig at o(EY) = I(u) for en u € N — {0} fas

pel(p) = peo(E) & ugl(n)

hvilket klart er en modstrid. O

At vi ovenfor ser pa delmaengder af N— {0} fremfor delmaengder af N er
blot et valg foretaget for at fa den simplest mulige isomorfi o imellem falger
og meengder. Hvis vi lader p : (N—{0}) — N betegne bijektionen n+1 ~ n
og i ovenstaende bevis overalt erstatter afbildningen o med afbildningen poo
far vi istedet et bevis geeldende for delmaengder af N.

Et oplagt korollar af lemmaet er at meengden P(N) ikke er tellelig.

At bevise at maengden {v | v € I(v)} ikke er med i ran([/) ses af ovensta-
ende at veere ganske let at ggre, og vi behgver slet ikke at ga via folger for
at gennemfgre beviset for ovenstaende lemma. Men det vi har opnaet ved
umagen er at fa knyttet en historisk kontakt tilbage til Cantors oprinde-
lige diagonalargument—vi har set hvordan idéen til at konstruere maengden
{v|v¢&I(v)} er opstaet, og vi har faet forklaret navnet antidiagonalen pa
denne meengde.

Vi far senere i athandlingen brug for fglgende lidt generaliserede version
af ovenstaende lemma.
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Lemma 4. Lad der vere givet to mengder A C B og en afbildning I : A —
P(B). Da indeholder mangden P(A) — I(A) folgende element

Ar={recA|lxgI(x)}.

Bewvis Nu kan vi komme med et fint og meget enkelt diagonalargument.
Antag Aj € I(A), dvs. antag A; = I(e) for en e € A. Da fas

eclle)secAreedgle)

hvilket er en modstrid. Derfor gaelder A; ¢ I(A), og det er samtidig trivielt
at Ay € P(A). O
Dette generaliserede lemma giver forrige lemma ved at lade

A=B=N-0

og som for lade I veere en bijektion I : (N — {0}) — E. Da giver det gene-
raliserede lemma at

P(A)—I(A)=P(N-0)—-FE

er ikke-tom.
I det folgende vil vi med udtrykket “antidiagonalen mht. I” altid forsta
meengden A; defineret ved

Ar={xcdom(l) |z & I(zx)}.

Tilsvarende benytter vi udtrykket “diagonalen mht. I” for meengden Ay
defineret ved

Ar={z edom(I) |z € I(x)}.

De to maengder A; og Aj er tydeligvis hinandens komplementzere i dom([),
som ogsa valget af symboler antyder.

Nu har vi faet vandret rigeligt rundt i diagonalargumentet, og kan ga
videre med anvendelserne.

Bemerkninger og referencer At uddraget i begyndelsen af afsnittet er litte-
raturens forste diagonalargument bliver haevdet i [Mes67], hvor det i gvrigt
ogsa bliver bemeerket at dette er det eneste sted i Cantors samlede veer-
ker at et diagonalargument optraeder. Bortset fra uddraget er alle detaljer i
dette afsnit mine egne. Jeg kender ikke til at andre benytter udtrykket “an-
tidiagonal”, men det giver nogenlunde sig selv hvad dette udtryk deekker
over.
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4 Russells paradoks

I dette afsnit vil vi se naermere pa en historisk set central anvendelse af
diagonalargumentet. Her, som i de fglgende afsnit, vil en anvendelse af dia-
gonalargumentet betyde en anvendelse af Lemma 4, som er vores generelle
formulering af hvad der kommer ud af et diagonalargument.

Med diagonalargumentet fik Cantor intetanende lagt en bombe under
sit eget maengdebegreb, og dermed under hele det arbejde han havde prae-
steret indenfor sin meengdelaere. Bomben fik lov at ligge ubemeerket i 12 ar,
indtil Bertrand Russell (1872-1970) i 1903 bragte den til spreengning med
sit bergmte paradoks. Vi vil i det fglgende se pa hvordan Russells paradoks
opstar, men fgrst ma vi definere et par begreber.

I forbindelse med indfgrslen af ordinaltal i meengdelseren definerer man
begrebet “transitiv maengde”. En maengde M kaldes transitiv hvis ethvert
element i M er en delmaengde af M, dvs. hvis

Ve(xe M —x C M).

For en transitiv maengde geelder altsa M C P(M). Eksempler pa transitive
mengder er 0, {0} og {0,{0}}. Er A en transitiv mengde kan vi som en
afbildning af typen A — P(A) vaelge inklusionsafbildningen C4: A — P(A)
givet ved C 4 (z) = . Da far vi af Lemma 4, ved at lade I =Cy4, at

Ac, € P(A)—Ca(A).

Da C4(A) = A far vi heraf
Ac, g A
hvor
Be,={rcAlagcs(@)={zrcAlvga}.

Vi har nu bevist fglgende
Lemma 5. For enhver transitiv mengde A er delmaengden af A givet ved

Ac,={reAlz ¢z}
ikke element i A.

Vi vil nu vise at ovenstaende lemma er inkonsistent med Cantors maeng-
debegreb (naiv maengdeleere). Som man kunne se af uddraget i Afsnit 3’s
begyndelse benyttede Cantor i sine tidlige skrifter flere forskellige betegnel-
ser for begrebet maengde. Disse betegnelser havde et intuitivt indhold, men
var pa dette tidspunkt ikke givet nogen definition. Forst i 1895 (Math. An-
nalen Bd. 46, s. 481-512. Se [Can32]) gav Cantor fglgende “definition” pa
maengdebegrebet:
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Unter einer “Menge” verstehen wir jede Zusammenfassung M
von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unsrer Ans-
chauung oder unseres Denkens (welche die “Elemente” von M
gennant werden) zu einem Ganzen.

Lad os nu se pa “Zusammenfassung” ’en af alle meengder. Denne samling
udger i sig selv en maengde A, hvis vi fglger det af Cantor intenderede
meengdebegreb.® Det er klart at A saledes defineret méa veere transitiv, og
dermed far vi ifslge ovenstaende lemma at maengden

Ac,={z|z ¢z}

ikke er element i A, hvilket er i modstrid med at A bestar af alle meengder.
Mangden A, er Russell-mangden: “meaengden af alle meengder som ikke
indeholder sig selv”. Denne mangde har vi nu faet udtrykt som antidiagona-
len mht. inklusionsafbildningen pa mengden af alle maengder—og som vi ser
leder eksistensen af denne maengde til et paradoks i Cantors maengdelaere.

Opdagelsen af Russells paradoks var naturligvis et hardt slag for mate-
matikken—noget som pludselig gjorde det klart at matematikken ikke var
opbygget pa et sa solidt og ufejlbarligt grundlag som man maske pa det
pagaldende tidspunkt troede. Pa grund af paradokset matte man forsgge at
genopbygge maengdeleeren pa et fastere grundlag end den naive meengdelaere
var. Dette resulterede i en eksplosiv udvikling af den matematiske logik i
forsgget pa at formalisere maengdelaeren. Pointen var at konstruere en formel
teori for maengdeleeren som sa vidt muligt skulle stemme overens med den
naive maengdelzere, men som samtidig matte veere konsistent, dvs. ikke give
anledning til eksistensen af en Russell-mangde.

Der blev konstrueret en del formelle teorier som pa forskellig made kla-
rede at unddrage sig Russells paradoks. En af disse teorier var Russells
type-teori, som blev lagt til grund for Russell og Whiteheads mammutvaerk
“Principia Mathematica” (1910-1913). I Principia Mathematica blev en god
del af den allerede kendte matematik overfort til den formelle type-teoretiske
ramme. Det endegyldige mal var at fa hele den kendte matematik overfort
til den formelle ramme, og at alle fremtidige matematiske resultater skulle
formuleres i denne ramme og bevises formelt deri. Dette skulle da give den
ngdvendige paradoksfrie genopbygning af matematikken.

Det kom ikke helt til at ga med Principia Mathematica-projektet som
man havde habet. I 1931 offentliggjorde Kurt Godel (1906-1978) et resul-
tat som viste at alle formelle systemer som er mindst lige sa ambitigse som
Russells typeteori vil vaere mangelfulde, i den forstand at de enten vil veere
inkonsistente eller kunne udtrykke saetninger som hverken kan bevises eller
modbevises, dvs. er uafggrbare, indenfor teorien. Dette resultat viste at der

At Cantor virkeligt med det her givne maengdebegreb gnskede at samlingen af alle
maengder i sig selv skulle udggre en meengde, kan vi blandt andet se af den bekymring
Cantor i breve udtrykte overfor Russells paradoks, da det kom frem.
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ikke eksisterer nogen konsistent formel teori som kan bevise alle “sande”
matematiske teoremer, og dermed konkluderede man at habet om at kunne
genopbygge hele matematikken i en formel teori matte opgives. Denne for-
holdsvis vidtgaende konklusion pa basis af Godels opdagelse blev draget,
da det pa det pageeldende tidspunkt syntes oplagt at alle sande matema-
tiske udsagn maéatte kunne bevises pa en eller anden made, men altsa ikke
igennem formelle beviser. I dag kan vi maske bedre forestille os at der kan
eksistere nogle klasser af problemer som er essentielt uafggrbare, dvs. ikke
lader sig afggre (bevises eller modbevises) i nogen som helst sund ramme,
hverken en formel ramme eller rammen af ssedvanlig matematisk praksis. I
dette tilfeelde giver Godels resultat i sig selv ingen grund til at forlade for-
melle teorier, da en hvilken som helst sund fremgangsmade da vil besidde
den paviste begraensning.

Resultatet Godel beviste kaldes for Godels Ufuldsteendighedsteorem eller
Godels Uafggrbarhedsteorem. I beviset for dette teorem var det igen en
anvendelse af diagonalargumentet som var pa spil. I hjertet af beviset 1a
konstruktionen af en antidiagonal A; og en tilhgrende formel ¢x,(x) som
blev bevist at have en uafggrbar instans. Vi skal se nsermere pa detaljerne
for dette bevis i afsnit 8.2.

Historien om de fgrste 40 ar af diagonalargumentets liv er altsa folgende:
Diagonalargumentet bliver fgdt i 1891, hvor det af Cantor bliver benyttet
til at bevise eksistensen af overtellelige maengder. 12 ar senere bliver det
benyttet til at skabe Russells paradoks, som viser at der er alvorlige mang-
ler i Cantors meengdebegreb. Russell forsgger at redde maengdelaeren ved at
flytte hele teorien til en formel ramme, men pludselig dukker diagonalar-
gumentet op igen, og denne gang bliver det af Godel benyttet til at bevise
alvorlige mangler i Russells formelle teori. Moralen synes at veere, at den
som pa et tidspunkt i sin matematiske karriere tillader sig at anvende dia-
gonalargumentet vil til slut selv fa nedbrudt sine opbyggede resultater ved
en anden anvendelse af samme argument!

Diagonalargumentet viser i sine anvendelser altid at der er “‘noget’ uden-
for ‘noget andet’” ( A; ¢ ran(I) ), og som sadan giver dets anvendelser
altid en eller anden form for begraensning—en begraensning i universaliteten
af meengden ran(/). I denne athandling vil alle de begraensninger vi paviser
opsta af diagonalargumentet. Diagonalargumentet har vist sig at vaere et
universalveerktgj til at bevise den type begransningsresultater som opstar
indenfor matematisk logik.

Tilbage til Russells paradoks. Russell gav selv en simplificeret parallel til
sit paradoks i paradokset om barberen. Vi forestiller os at vi befinder os i en
lille unavngiven by (eller Sevilla?); i denne by lader vi barbaren, b, veere den
som barberer alle der ikke barberer sig selv (sammenlign med “lad M vaere
mangden af alle meengder som ikke indeholder sig selv”). Det synes at vaere
rationelt at “definere” en barber saledes, i hvert fald hvis vi befinder os i en
by med udelukkende maend, og hvis alle disse mand enten barberer sig selv
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eller bliver barberet af barberen. Problemet er dog at den givne definition
af hvem b barberer ogsa angar b selv. Som b er defineret far vi

b barberer b hvis og kun hvis b ikke barberer b

hvilket er et paradoks. Dette paradoks bygger som det ovenfor behandlede
maengdeteoretiske paradoks pa diagonalargumentet. Lad A betegne maeng-
den af indbyggere i byen. Lad I : A — P(A) veere afbildningen der til enhver
indbygger © € A knytter maengden af indbyggere I(x) som x barberer. Hvis
vi definerer b som ovenfor har vi da

I(b) = {z € A | x barberer ikke sig selv}
= {z € A| z barberer ikke z}

={zeA|lxzgI(z)} =Ar

Men ifglge Lemma 4 er er A; & I(A), og vi far da I(b) & I(A), hvilket er i
modstrid med at b er en indbygger i byen.

Problemet her ses at veere definitionen af I(b). I(b) defineres udfra hele
afbildningen I, dvs. I(b) defineres rekursivt (i ordets mest generelle betyd-
ning), og sadanne rekursive definitioner leder ikke helt generelt til hverken
eksistensen eller til entydigheden af de objekter som forsgges defineret. Alle
ligninger af typen

z = f(x)

hvor f er givet, kan ses som sadanne generelle rekursive definitioner, hvor vi
forsgger at definere = ved udtrykket f(x). Men vi ved ogsa at hvis f f.eks.
er en funktion R — R givet ved f(z) = 22 + 1, da definerer udtrykket

z = f(x)
)

r=a2+1

ingen z, mens hvis f(z) = 22 — 1 definerer udtrykket x = f(x) to forskellige
r € R, og hvis f(x) = 22 definerer udtrykket netop én = € R. Dette viser os
at vi ikke generelt kan forvente at en rekursiv definant (et rekursivt define-
rende udtryk) har et tilhgrende definandum (et objekt som bliver defineret
ved definanten), og vi har derfor ingen umiddelbar grund til at tage det for
givet at I(b) defineret rekursivt som ovenfor skulle give os en veldefineret
maengde. Dermed oplgses paradokset, idet problemet viser sig at veaere at
barberen med det rekursivt definerede job slet ikke eksisterer, fordi hans job
saledes defineret ikke er veldefineret.

Problemet der giver anledning barberens paradoks er det samme som
gar igen i Russells meengdeteoretiske paradoks. Forskellen er blot at i det
maengdeteoretiske paradoks bliver afbildningen I defineret som inklusionsaf-
bildningen C 4, og dermed bliver problemet flyttet fra en rekursiv definition
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af en veerdi I(b) ved I selv, til en rekursiv definition af en maengde M
(Russell-meengden) ved maengden af alle maengder selv. M defineres ved at
lade x veere element i M hvis og kun hvis x ikke er element i meengden =x.
Dette er en rekursiv definition af en enkelt meengde, M, udfra meengden af
alle meengder—og heri ligger problemet. Ifglge ovenstaende diskussion har
vi ingen umiddelbar grund til at mene at der skulle eksistere en maengde M
saledes defineret. Men ifplge Cantors definition af meengdebegrebet (eller i
hvert fald sadan som vi fortolker hans lidt vage definition) ma M eksistere.
Problemet ma altsa ligge i Cantors definition, og vi bgr derfor prgve at se
nermere pa denne. Selvom det er godt skjult, gar det efterhanden op for
én at selve denne definition af maengdebegrebet besidder samme problem
som definitionen af I(b) ved I og definitionen af M ved maengden af alle
meengder: en maengde kan ifslge denne definition af meengdebegrebet veere
en hvilken som helst samling af objekter, herunder inkluderet samlingen
af alle objekter defineret ved maengdebegrebet selv. Cantors definition er
altsa ogsa en rekursiv definition af den type som ikke generelt er garante-
ret eksistensen af et definandum—og som “paradokset” viser har vi netop i
dette tilfzelde intet definandum, intet meengdebegreb som opfylder Cantors
definition.

Bemarkninger og referencer Jeg har brugt matematikleksikonet EDM2
([It693]) og Politikens Filosofileksikon ([Liib83]) til at sikre mig at mine
faktuelle oplysninger er korrekte. Bortset fra dette er afsnittet baseret pa
egne overvejelser.
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5 Formelle sprog

5.1 Introduktion til sprogbegrebet

I det fglgende skal vi studere sprog. Vi vil vise at sprog har visse essentielle
begraensninger som skyldes den grundleggende struktur et sprog har. De
sprog vi skal studere er skriftsprog og de begraensninger vi skal pavise er
begraensninger i meengden af begreber som pé fornuftig made kan udtryk-
kes i sprogene. Fgrst skal vi have defineret begrebet “sprog”. Vi definerer et
sprog som en matematisk struktur af en bestemt type. Vi forsgger at definere
en sadan matematisk struktur sa bredt som muligt, sa vi far resultaterne
til at geelde sa generelt som muligt. I definitionen tager vi udgangspunkt
i vores intuition om hvad der er feelles for alle (skrift-)sprog, inkluderende
bade matematiske og naturlige sprog. Vi definerer sprogbegrebet i trin, star-
tende med en definition af begrebet alfabet, for derefter én for én at tilfgje
definitioner for de forskellige elementer vi mener et sprog som mindstekrav
ma indeholde. Denne trinvise opbygning af et begrebs definition forekom-
mer at veere en mere paedagogisk fremgangsmade end fra begyndelsen at
servere en feerdigformuleret definition af sprogbegrebet, som kan forekomme
umotiveret.

Et sprog bygger fgrst og fremmest pa et alfabet, hvis elementer, bog-
staverne, udggr atomerne i sprogets syntaks. Vi definerer et alfabet som
en endelig folge®, hvis elementer vi kalder for symboler. Et alfabets sym-
boler vil i almindelighed vaere symboler i sseedvanlig matematisk forstand,
dvs. bogstaver eller tegn (men da vi arbejder indenfor ZF vil bogstaver og
tegn i sig selv blot veere betegnelser for maengder). Det vi i ssedvanlige sprog
kalder for saetninger er fglger af symboler over sprogets alfabet. Lad ¥ veere
et alfabet. Da definerer vi ¥* som maengden af endelige folger over X, dvs.

Y ={(ou,...,an) | n€Nq; € X}
En fglge
(o1, 9,...,a,) € X"
kalder vi ogsa for en streng over X, og vi benytter den forkortede skrivemade
a1 ...y

nar X er af en sadan skabning at dette kan ggres uden at lede til flerty-
dighed. Et sprogs ssetninger er en delmangde S af >* hvor X er sprogets
alfabet. I naturlige sprog mgder vi mange forskellige typer ssetninger med
vidt forskellige typer funktioner, som f.eks. moralske ytringer

5P4 dette punkt i athandlingen kunne vi lige sa godt have defineret et alfabet som en
endelig mengde, men senere vil det vise sig praktisk at vi har en raeekkefglge pa elementerne
i alfabetet.
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Du ma ikke sla ihjel.
udrab
Dg!
metaforiske satninger
Du er den sol der varmer mit hjerte.
og pastandsfremsaettende seetninger
Jorden roterer omkring solen.

En pastandsfremsaettende ssetning er en sstning som altid vil veere enten
sand eller falsk, da det er en ssetning som udtrykker en mulig kendsger-
ning som enten kan foreligge eller ej i den virkelighed sproget teenkes at
udtrykke sig om. En pastandsfremseettende seetning er altsa sand hvis dens
pastand stemmer overens med den givne virkelighed, ellers falsk. Hvad det
neermere vil sige at en seetning udtrykker en mulig kendsgerning og hvad
det vil sige at en mulig kendsgerning foreligger vil vi ikke interessere os
for i vores sprogbegreb—vi er blot interesseret i den konsekvens dette har:
at der for ethvert sprog ma eksistere en opdeling af sprogets ssetninger i
pastandsfremsattende og ikke-pastandsfremsaettende saetninger, og at der
igen ma eksistere en opdeling af de pastandsfremsaettende ssetninger i sande
og falske satninger. Nar vi senere snakker om hvad en sstning udtrykker,
er det da blot for at holde fast i intuitionen bag det hele, men det define-
rede sprogbegreb kommer ikke til at indeholde nogen egentlig formalisering
af dette. Alle ikke-pastandsfremseettende saetninger placeres i samme kate-
gori, da det i denne afthandling er sprogets “evne” til at udtrykke mulige
kendsgerninger vi er interesseret i, og ingen interesse har i at kunne skelne
mellem f.eks. moralske ytringer og udrab, som begge er typer af sstninger
der ikke “pastar noget”. De ikke-pastandsfremsaettende saetninger kalder vi
i det folgende for poetiske seetninger. I ethvert sprog med en meengde af
ssetninger S ma vi altsa have defineret en delmeengde Po C S af poetiske
saetninger, og resten af saetningerne, S — Po, ma veere delt op i en maengde
T C S — Po af sande satninger og en maengde F' C S — Po af falske
saetninger. Vi kraever at TN F = (), dvs. at ingen saetninger bade kan veere
sande og falske, selvom de altsa godt kan veere hverken eller, idet de kan
vaere poetiske.

Ethvert sprog udtrykker sig i og om en eller anden afgreenset virkelighed
eller teenkt virkelighed. Vi antager at enhver sadan virkelighed bestar af ting
(her forstaet som det i den pageeldende virkelighed veerende i bredeste for-
stand), egenskaber ved ting og relationer” mellem ting. En del af disse ting

"Ordet relation benyttes her i betydningen “forbindelse”, “forhold” eller “sammen-
haeng”, men ikke i den strikte matematiske betydning.
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har navne i sproget, som f.eks. “min cykel” i dansk og “5” i matematikken.
Navnet pa en ting i et sprog kaldes et konstantnavn. Konstantnavne er
som saetninger strenge over sprogets alfabet, dvs. elementer i ¥*. Maengden
af konstantnavne i et sprog betegner vi med K. En del egenskaber har li-
geledes navne i et sprog, som f.eks. “er gul” og “er et primtal”’. Et navn pa
en egenskab i et sprog kaldes for et 1-plads praedikatnavn. 1-plads praedi-
katnavne er ogsa strenge over sprogets alfabet, og vi betegner maengden af
1-plads praedikatnavne i et sprog med Pr(1). Givet et 1-plads praedikatnavn
som “er gul” og et konstantnavn som “min cykel” kan vi danne en saetning
som tilleegger tingen betegnet ved konstantnavnet (i dette tilfselde min cy-
kel) egenskaben betegnet ved preaedikatnavnet (i dette tilfzelde egenskaben at
vaere gul), dvs. vi kan danne szetningen “min cykel er gul”. I ethvert sprog
ma vi i overensstemmelse med dette have en operation, som til ethvert kon-
stantnavn og ethvert 1-plads preedikatnavn giver en sztning udtrykkende at
tingen angivet ved konstantnavnet opfylder egenskaben angivet ved preedi-
katnavnet. En sadan operation kunne se saledes ud

O:Pr) x K — 8.
Med ovenstaende eksempel ville vi da fa
O(“er gul”, “min cykel”) = “min cykel er gul”.

Givet en egenskab, kan vi danne meengden af ting som egenskaben holder
for. Denne mangde kaldes egenskabens ekstension. Tilsvarende kan vi for et
1-plads praedikatnavn danne maengden af konstantnavne, som betegner ting
som egenskaben betegnet af praedikatnavnet holder for. Dette kalder vi for
praedikatnavnets ekstension. Den tilsigtede mening af operationen O er som
naevnt at hvis p € Pr) og k € K s er ssetningen O(p, k) sand netop hvis
egenskaben som p betegner holder for tingen som k betegner. Ekstensionen
af et 1-plads praedikatnavn p € Pr(Y) ma derfor vaere defineret ved

{ke K|O(p,k)eT}.
Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 6. Vi vil definere et sprog som er en abstraktion af en ret sa
beskeden del af det danske sprog. Vi lader alfabetet ¥ besta af det danske
alfabet skrevet i fed skrift plus mellemrumstegn. Konstantnavnene i sproget
lader vi veere

K = {min cykel, hovedpine, citronen}
og 1-plads praedikatnavnene gives som

prt) = {er gul,er rgd, er en darlig folelse} .
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Vi gnsker at definere operationen O fgr vi definerer maengden af satninger
S. Dette gores ved forst at definere en O : Pril) x K — ¥* og sa lade
S = O(Pr(l) x K). I sproget vi her definerer bliver alle seetninger saledes
seetninger af den type der udtrykker at en given ting har en given egenskab
(subjekt-praedikat seetninger). Vi lader O veere folgende trivielle injektion

Op,k) =k p
Det betyder at vi f.eks. har
O(er gul, citronen) = citronen er gul.

De sande ssetninger i sproget lader vi veere

T = {min cykel er gul, citronen er gul,

hovedpine er en darlig fglelse} .

Ekstensionen af er gul bliver saledes

{ke K|O(er gul,k)eT} ={ke€ K |ker gule T}

= {min cykel, citronen}.

Vi har endnu ikke defineret de falske szetninger i sproget. Da min cykel
er gul og ikke rod (i virkeligheden) vil vi lade min cykel er rgd veare en
falsk satning. Men hvad med f.eks. s@tningerne

O(er gul, hovedpine) = hovedpine er gul

0g
O(er en darlig fglelse, min cykel) = min cykel er en darlig fglelse.

Disse saetninger vil vi i standardfortolkningen af det danske skriftsprog ikke
opfatte som hverken sande eller falske. De er poetiske og ikke pastands-
fremseettende seetninger, for selvom de har form som pastandsfremseettende
seetninger udtrykker de ikke en mulig kendsgerning. Det er satninger som
disse der er den egentlige grund til at vi i vores sprogbegreb ikke kraever
S = T U F. Vi opfatter problemet med en sstning som hovedpine er
gul at vaere at den benzevnte ting (hovedpine) ligger udenfor det naturlige
meningsomrade af den bensevnte egenskab (egenskaben at vaere gul). Kun
legemer med fysisk udstraskning kan have farver, og dermed giver det ikke pa
naturlig made mening at pasta hverken at hovedpine er gul eller at hovedpine
ikke er gul. Dette inspirerer os til at definere et 1-plads preedikatnavn p’s
meningsomrade som mangden

{ke K|O(p,k) e TUF}
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I sproget vi her definerer gnsker vi at meningsomraderne for 1-plads praedi-
katnavnene er gul og er rgd bliver

{citronen, min cykel}
og meningsomradet for preedikatnavnet er en darlig felelse bliver
{hovedpine}

Vi kan nu definere maengden af falske ssetninger, F, som maengden af sat-
ninger O(p,k) € S hvor k er i meningsomradet for p men O(p, k) ¢ T
(seetningen O(p, k) er ikke sand).

Vi har indfgrt navne for ting og egenskaber i vores sprogbegreb, men
endnu har vi ikke behandlet relationer. Navne for relationer er ngdvendige
i et sprog for at kunne udtrykke sammenhange mellem to eller flere ting.
En relation som relaterer to ting til hinanden kaldes for en 2-plads relation.
I almindelighed kaldes en relation som relaterer n ting til hinanden for en
n-plads relation. Udtrykket “hjeelper mod” betegner en 2-plads relation.
Det kan benyttes til at udtrykke fglgende sammenhaeng mellem de to ting
“hovedpine” og “panodiler”:

Panodiler hjelper mod hovedpine.

Et navn pa en n-plads relation i et sprog kaldes for et n-plads praedikat-
navn. Mzngden af n-plads preedikatnavne i et sprog betegner vi med Pr(™.
Vi kraever i overensstemmelse med det foregaende at Pr(® C ¥*.

I nogle sprog opererer man ogsa med universelle egenskaber, som ikke
udtrykker en egenskab ved en enkelt ting eller en relation mellem et en-
deligt antal ting. Dette mgder vi blandt andet i forbindelse med 1. ordens
praedikatlogik, hvor vi f.eks. har en seetning som

Vedy(y > )

der ikke pa naturlig made i en 1. ordens sammenhaeng kan dekomponeres i et
preedikatnavn et antal konstantnavne. For at kunne handtere sddanne saet-
ninger pa lige fod med de saetninger vi hidtil har set eksempler pa, indfgrer
vi begrebet 0-plads preedikatnavn. Et 0-plads preedikatnavn er er et navn pa
en egenskab af den den netop naevnte type. Et 0-plads praedikatnavn giver
for sig selv anledning til en ssetning, uden at blive tilknyttet et antal kon-
stantnavne. Vi betegner maengden af 0-plads praedikatnavne i et sprog med
Pr© og kreever Pr® C v*.

For at inkorporere brugen af n-plads preedikatnavne for alle n € N i vores
sprogbegreb andrer vi typen af operationen O fra O : Pr x K — S til

o0
O: U <PT(”) X K”) — S.
n=0
O er altsa en afbildning som til ethvert n-plads praedikatnavn og enhver
fglge af n konstantnavne giver en ssetning.
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Eksempel 7. Udvider vi sproget i eksemplet ovenfor (Eksempel 6) med
konstantnavnet panodiler og 2-plads praedikatnavnet hjselper mod, og
udvider vi operationen O med fglgende definition

Hvis p € Pr® og ki, ky € K s O (p, (k1, ko)) = k1 p ko

da har vi f.eks.

O (hjeelper mod, (panodiler, hovedpine))

= panodiler hjselper mod hovedpine
0g

O (hj=lper mod, (min cykel, citronen))

= min cykel hj=lper mod citronen

hvor det ville vaere naturligt at definere den fgrste seetning som sand og den
anden som poetisk.

Bemerkninger og referencer Overvejelserne i dette afsnit er ikke baseret
pa en enkelt, bestemt inspirationskilde. Den sprogopfattelse som jeg her
giver udtryk for er en opfattelse jeg har faet opbygget efterhanden igennem
mine studier af logik og sprogfilosofi. Jeg har benyttet [Liib83] for at sikre
mig at min terminologi er i nogenlunde overensstemmelse med den gaengse.
Begrebet “poetisk seetning” er dog mit eget, og det er det sprogbegreb jeg
nar frem til ogsa.
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5.2 Definition af formelle sprog

Nu har vi introduceret en del elementer som vi mener er falles for alle
(skrift-)sprog og som definerer hvad vi i det fglgende vil opfatte som sprog.
De saledes definerede sprog vil vi i det fglgende kalde for formelle sprog. Lad
os opsumere definitionen.

Definition 8. Et formelt sprog o bestar af folgende 7 elementer
e En endelig folge ¥, kaldet alfabetet.

o En mengde S, C ¥} af setninger.

e En mengde T, C S, af sande setninger.

En mengde F, C S, — T, af falske satninger.

En mengde K, C ¥}, af konstantnavne.

For alle n € N en mangde Pr((,n) C ¥’ af n-plads predikatnavne.

En afbildning Oy : ;2 (Pr((,") % KQ) =S,

Vi har ikke defineret maengden af poetiske ssetninger Po, eksplicit da den
er givet ved maengderne S,, T, og F, som Po, = S, — (T, UF,). For ethvert
sprog o lader vi Pr, = J,2, Prc(,n). Pr, er altsd maengden af samtlige
preedikatnavne i o.

Vi kunne selvfglgelig have defineret vores sprogbegreb anderledes, men
i det ovenstaende har vi forsggt at give motivation for alle de definerede
elementer, og skulle man vare uenig i det universelle eller intuitivt naturlige
i nogle af definitionerne er det ikke sa vanskeligt at ga ind og pille ved dem og

begrunde sendringerne med udgangspunkt i de ovenfor angivne motivationer.

Eksempel 9 (Formel Aritmetik). Vi definerer i dette eksempel et for-
melt sprog for aritmetiske udsagn. Vi betegner sproget FA. Alfabetet for
sproget er

ZFA:(07x7+7/7'7[7]7:737_‘7/\)/\)
og maengden af konstantnavne Kpgq er
Kpra = {0,00,000,0000,...}.

Vi vil oftest benytte den forkortede skrivemade 7 for elementet 00 ...0 med
(n + 1) nuller. Vi benyttes saledes f.eks. 4 som en forkortelse for 00000 €
Kpga. For vi definerer resten af elementerne i FA indfgrer vi en maengde af
variabelnavne, Vg4, og meengder Atpsa og Ltps af henholdsvis abne og
lukkede termer i FA. Maengden af variabelnavne lader vi vaere

/ " n
Via = {2’z 2"z, 2"z, ... }.
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Vi vil oftest benytte den forkortede skrivemade x,, for elementet "'z med
n apostroffer. n kaldes for variabelnavnet z,’s indeks. Maengden Atpy de-
fineres nu rekursivt ved

(i Hvis k € Kpy sa k € Atpy.

)

(13) Hvis v € Vg sa v € Atpa.

(7i1) Hvis tq,ty € Atpa sa [t1 + ta] € Atpa

(1v) Hvis tq,ty € Atpy sa [ty - tao] € Atpa.
(v) Hvis t1,to € Atpa s [t1 " ta] € Atpa.

Mengden Ltps defineres som maengden af strenge Atpg der ikke indeholder
variabelnavne, dvs. ikke indeholder symbolet z. Som eksempler pa abne og
lukkede termer i FA har vi

[[00 + 000] - 0000] € Ltz
og [[00 + 2'x] - 0000] € Atpa

der ved brug af de forkortede skrivemader kan skrives

[T+2]-3]

og [[14 z1]-3].

Praedikatnavnene i FA defineres ved forst at angive maengden af samtlige
preedikatnavne Prpy og dernaest angive en opsplitning af Prgy i meengderne
PT‘E;Z). Prpy defineres rekursivt ved

(i) Hvis ty,ty € Atpg sa t1 = to € Prpy.

(13) Hvis p € Prps og v € Vg sa Ju[p| € Prpa.

)
(z3t) Hvis p1,p2 € Prpa sa [p1 Ap2] € Prpa.
)

(tv) Hvis p1 € Prgs sa —[p1] € Prpa.

Fgr vi kan definere opsplitningen af Prpgs i maengderne PT‘;?A) definerer vi

et par nye begreber. En fri forekomst af et variabelnavn v € Vg i et
praedikatnavn p € Prpy er en forekomst af delstrengen v i strengen p som
ikke ligger indenfor en anden delstreng Jv[q] € Prgy af p. En forekomst som
ikke er fri kaldes en bunden forekomst. Mangden af frie variabelnavne
ip € Prps er mengden af variabelnavne som har frie forekomster i p. Hvis

de frie variabelnavne i p er x;,, ... ,x;, ordnet efter voksende indeks, skriver
vi ofte p(zj,,...,x;,) istedet for blot p. Hvis t1,... ,t, € Atga lader vi
p(tl, e ,tn)
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betegne praedikatnavnet som opstar ved i p at erstatte alle frie forekomster
af z;, med t. Nar vi erstatter x;, med t;, gnsker vi at undga at eventuelle frie
forekomster af variabelnavne i ¢ bliver til bundne forekomster i p(t1, ... , tp).
Dette kan undgas ved for vi erstatter z; med ¢ at erstatte alle bundne
forekomster i p af ethvert variabelnavn v som ogsa forekommer i ¢; med et
nyt variabelnavn v’ som hverken forekommer i nogen af ¢;’erne eller i p. Nar
vi skriver p(t1,... ,t) vil vi antage at denne omdgbning af variabelnavnene
i p er foretaget for vi erstatter x;, med ;. Hvis f.eks. p(x1) = xo[z1 = x9]
vil p(z2) da ikke betegne preedikatet Jzo[ze = x2] men et af preedikaterne
3wy xe = x1) hvor k # 2.8

Vi kan nu definere maengderne prim

FA*

P’I“E;LA) = {p € Prgx | p indeholder netop n forskellige frie variabelnavne} .
Vi lader

SEa = Prg
og definerer Opy ved
Ora(p(xiyy - s xiy), (k1y .. kn)) =p(k1, ..., kn).

Maengden Tra defineres rekursivt ved

(i) Hvis s = t1=t2 € Spa sa

s€Tra < I(ty) = 1(t2)

hvor I : Ltpy — N defineres rekursivt ved

o,

(
(i7) Hvis s = Ju[p] € Spa hvor v ikke forekommer frit i p sa
s €Ty <=>pETFA.
Hvis s = Ju[p(v)] € Spa sa

s €Trpa <:>p(k') €Ty foren k € Kpy.

8Valget af k giver en flertydighed i udtrykket p(z2), men denne flertydighed har ingen
semantiske konsekvenser, sa vi kan tillade os at se bort fra dette.
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(i4i) Hvis s = [p1 A p2] € Spa sa
s€Tps <= p1€Tpaogpe €Tra
(iv) Hvis s = —[p] € Spa sa
s€Tpyr < pdgTra.
Dette afslutter definitionen af Try. Vi definerer Fry ved

Frg = Spa — Tra.

For at lette overblikket og forstaelsen nar vi opskriver elementer fra Prgq
vil vi benytte fglgende forkortelser

’ udtrykket ‘ er en forkortelse for ‘

[p1 — p2] =[p1 A =[p2]]

[p1 < p2] | [[p1 — p2] A [p2 — p1]]

[p1V pa] =[=[p1] A =[pa2]]
Vo(p] —[Fv[=[p1]]]

Vi vil desuden undlade en del parenteser ved at lade —, Jv og Vv binde
staerkere end V og A, som igen binder steerkere end —. Tilsvarende vil vi pa
seedvanlig made lade " binde steerkere end -, som igen binder steerkere end
+.

Vi praeciserer og udvider nu begreberne ekstension og meningsomrade,
som vi introducerede i foregaende afsnit.

Definition 10. Lad o vere et formelt sprog. Horende til o definerer vi eks-
tensionsafbildningen E, : | J,-, (Pr‘(,") — KZ}) 9 som til ethvert n-plads

predikatnavn p € Pr((,n) giver predikatnavnets ekstension

Eo(p) = {(k1, .- 1 kn) € K2 | O (p, (1, k) € Ty}

Definition 11. Lad o vere et formelt sprog. Ethvert n-plads predikatnavn
p i o har et meningsomrade M, (p) defineret ved

My(p) = {(k1,... . kn) € K} | Og (p, (k1,... ,kn)) € T, UF,}.

Det stgrste meningsomrade et predikatnavn p € PT((;-n) kan have er M, (p) =
KJ. Vi siger da at p er et predikatnavn med universelt meningsomrade.

9At afbildningen E, har typen [J2°, (Prf,") — Kf}) betyder at det er en uendelig

union af afbildninger af typen Pri K7 hvor n gennemlgber N.
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Givet et praedikatnavn p i et sprog o danner p’s ekstension sammen med
dets meningsomrade et par (Eq(p), Ms(p)), som er et preedikat over K.
(Es(p), Ms(p)) er preedikatet som p “udtrykker” eller er et “navn for” i o.
Vi definerer

Definition 12. Lad o vere et formelt sprog. Horende til o definerer vi en
navngivningsafbildning

1 (et gl
Ng.nL:JO <Pr0 Ka>

som til ethvert n-plads predikatnavn p € Pr[(,n) giver n-plads predikatet

No(p) = (Es(p), Mo (p)) -

Vi siger at predikatnavnet p er mavn for predikatet N,(p). Et n-plads
predikat P over X% siges at have navn i o hvis P € ran(N,), dvs. hvis der
eksisterer et n-plads predikatnavn p € Pry med N,(p) = P. Hvis Ny(p) = P
stges P at have navnet p i o.

Hvis p er et navn for P i o geelder

Ny(p) =P
N8
(Es(p), My(p)) = (E(P), M(P))

dvs. p og P har samme ekstension og samme meningsomrade. Omvendt,
hvis p € Pr((,n) og P e Ez[n] er et praedikatnavn og et praedikat med samme
ekstension og meningsomrade, da er p navn for P. Bemsark at et formelt
sprog o kun kan have navn for et praedikat P € s hvis M (P) C K7, idet
der for ethvert n-plads preedikatnavn p i o geelder M, (p) C K7, og hvis et
sadant p skulle veere navn for P matte gaelde M (P) = M,(p) C K.

Begreberne “navn for” og “have navn” kan ogsa benyttes i forbindelse
med relationer over 3% (herunder specielt delmengder af 37%):

Definition 13. En n-plads relation R over ¥, siges at have navn © o hvis
R e ran(Ey), dvs. hvis R kan udstyres med et meningsomrade saledes at det
herved fremkomne praedikat har navn i o. p siges at vere navn for R i o
hvis E5(p) = R. I dette tilfelde siges R at have navnet p i o.

Definition 14. Lad s1 og sy vere setninger i et formelt sprog o. Vi siger
at s1 og sy er eekvivalente 1 o hvis de begge er i indeholdt i den samme
af mengderne T,, F, eller Po,. Akvivalens mellem s1 og so i o skrives
81 ~o 52

Definition 15. Et formelt sprog o kaldes enkelttypet hvis
ran(O,) C Ty U F,.

Et formelt sprog som ikke er enkelttypet kaldes flertypet.
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Bemaerk at et formelt sprog et enkelttypet hvis og kun hvis alle n-plads
preedikatnavne i sproget for alle n har universelt meningsomrade.

Eksempel 16. Mangden L = {(ﬁl,ﬁg) € K%A | ny < nz} har navn i FA.
Dette fglger af folgende sekvivalens

(ﬁl,ﬁg)GL
= ng < n9
S ng=ny+n3+1forenngeN

= ng[ﬁg =n1+x3+ T] € Ty

& Opa(Fxz[ro = 21 + 23 + 1], (71,72)) € Tra
= (ﬁl,ﬁQ) € Epy (E|$3[.T2 =1 +x3 —i—ﬂ) .

Akvivalensen viser at preedikatet

31'3[172 =1 +x3+ ]

er navn for L. Vi skal senere benytte det at L har navn i FA som vaerktgj
til at bevise at andre, mere komplicerede, relationer har navne i FA.

Bemarkninger og referencer Jeg kender ikke til noget andet sprogbegreb
i litteraturen som er akvivalent med det her givne. Det her givne sprog-
begreb er en abstraktion og en generalisering af de sprog man ssedvanligvis
mgder i matematisk logik—det omfatter pa naturlig made f.eks. bade forste-
ordens sprog med deres forste-ordens strukturer, hgjere-ordens sprog med
deres hgjere ordens strukturer og modal-logikker med deres muligverdens
semantikker. Det konkrete formelle sprog FA er defineret i overenstemmelse
med litteraturen, blot har jeg valgt at repraesentere konstanter og variable
paa en lidt anden form end den almindelige. Konstantnavnene er valgt pa
formen 00...0 for at simplificere det senere arbejde med sammenhsengene
imellem FA og while-programmering. Variabelnavnene er valgt pa formen
2"z istedet for f.eks. formen z”/ for at undga de problemer og flertydig-
heder der kan opsta nar et variabelnavn kan forekomme som agte delstreng
af et andet variabelnavn. Begreberne “enkelttypet” og “flertypet” sprog er
mine egne, men distinktionen synes at vaere rimelig naturlig og oplagt.

30



5.3 Syntaks, semantik og normalsprog

Sprogene i det ovenfor definerede sprogbegreb bestar bade af en syntaks og
en semantik. Et sprogs syntaks er reglerne for hvordan sprogets satninger
formeres, uafhengigt af deres betydningsmaessige aspekter. De syntaktiske
elementer i et formelt sprog o er elementerne X, Sy, Ky, Pry 0og O,. 1 et
sprogs semantik knyttes betydninger til de sproglige elementer, og sat-
ningerne far tildelt sandhedsveerdier. De semantiske elementer i et formelt
sprog o er maengderne T, og F,. Bemzaerk at det at angive en semantik for et
sprog blot ved at angive maengden af sande og maengden af falske seetninger
i sproget er en del mere generelt end den made en semantik defineres pa i
de sprog vi seedvanligvis mgder i matematisk logik (1. ordens sprog, 0.s.v.).
Som vi senere skal se giver denne generalisering nogle nye muligheder, f.eks.
muligheden for at have sprog med direkte selvreference.

Definition 17. En formel syntaks o, bestar af folgende elementer
o En endelig folge X, kaldet alfabetet.
o En mengde S, C X}, af setninger.
o En mengde K, C ¥ af konstantnavne.

e For allen € N en mengde Prc(,n) C ¥’ af n-plads predikatnavne.

o En afbildning O, : |22, (P o) x Kg) = S

En formel semantik o. horende til en formel syntaks o, bestdar af folgende
elementer

e En mengde T, C S, af sande setninger.
e En mengde F, C S, — T, af falske setninger.

I overenstemmelse med den tidligere definition bestar et formelt sprog o
af en formel syntaks o, med en tilhgrende formel semantik o.. Lad der vere
givet et formelt sprog o. Ved syntaksen for sproget o og semantikken
for sproget o forstas henholdsvis den formelle syntaks o, og den formelle
semantik o, som tilsammen udgor o.

Vi vil definere en speciel type formelle sprog, som skal anvendes til at gare
en del af de senere resultater og betragtninger lidt mindre omstaendelige.

Definition 18. En formel syntaks oy, kaldes en mormalsyntaks hvis der
geelder

(1) Xo indeholder symbolerne [ , ] og ;.
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(1) Og (p, (k1,... ,kn)) = plk1;... ; kn)
for allen € N, alle p € Pn(,n) og alle (ki,... ,kn) € K2

(791) Sy =ran(O,)

(iv) I enhver af strengene i K, er forekomsterne af symbolerne | og | ba-
lancerede som sedvanlige paranteser, og symbolet ; forekommer kun
indenfor et par af [ og ].

Et formelt sprog som bestar af en normalsyntaks med tilhgrende formel se-
mantik kaldes et normalsprog.

I det fplgende vil vi oftest nar vi gnsker at definere en normalsyntaks
oy ngjes med at angive meengderne Y,, K, og Pr((,n), da meengden S, og
afbildningen O, er givet entydigt udfra disse ved kravet om at o, er en
normalsyntaks. Oftest vil vi ogsa undlade at medtage symbolerne [ , | og ;
nar vi definerer et alfabet X, for en normalsyntaks, og blot lade det veere
implicit givet at disse hgrer med til alfabetet. Kravet (iv) ovenfor sikrer at
O, bliver injektiv, idet det sikrer at

plki; ... kn) =Pk k] =
p=p ,m=nogk, =k, foralleie {1,... ,n}.
Lemma 19. Lad oy vere en normalsyntaks og lad der vere givet en afbild-
ning

N [jo (Prf,”> - K},”l) .

Der eksisterer en entydig formel semantik o. saledes at navngivningsafbild-
ningen N, for sproget bestaende af o og 0. er identisk med N.

Bevis o, skal defineres sa N(p) for alle p € Pr((,n) er det praedikat p er

navn for i sproget bestaende af o, og 0. Det vil sige T}, og F;, skal defineres
sa

(k1,... ko) € E(N(p)) < plh1s... ska] € 15 (1)
og
(K1, .. k) € M(N(p)) < plki;... ko] € Ty UF, 2)

2

for alle p € Prs’. Da o, er en normalsyntaks geelder

Sy =ran(0,) = {p[k‘l; ikn) | p€ Pri (ki,... kn) € KZ}}
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Af dette fas at T, og F, kan veelges pa én og bare én made sa (1) og (2)
bliver opfyldte—nemlig ved at lade

T, = {plk1;... k] | (k1,... ,kn) € E(N(p))}
0g
Fy = {plkr;... ikn] | (k1,... . kn) € M(N(p))} — Ty

hvor betingelsen (iv) i Definition 18 sikrer at dette giver to veldefinerede
maengder. Det gnskede er hermed vist. O

Ovenstaende lemma viser at nar vi gnsker at definere en formel semantik
for et normalsprog, kan vi ngjes med at angive en navngivningsafbildning,
hvoraf den formelle semantik bliver induceret pa entydig made. Benytter vi
desuden bemerkningen efter Definition 18, far vi saledes at vi kun behgver at
angive elementerne ¥, K, Pr((,n) og N, for at have defineret et normalsprog
o pa entydig made.

Lemma 20. For ethvert formelt sprog o hvor S, N{[, ], ;} = 0 eksisterer
der et normalsprog T med

N; = N,.

Bevis Lad o veere givet. Ma&engderne ¥, K, og Prgn) i o inducerer en
normalsyntaks 7,. Afbildningen N, giver ifplge Lemma 19 pa entydig made
en tilhgrende formel semantik 7., saledes at der i sproget 7 bestaende af 7,

og T. geelder
N, = N,.

Hermed er det gnskede vist. O

Ovenstaende lemma viser at sa lzenge de aspekter af formelle sprog vi er
interesseret i kun er hvilke praedikater sprogene har navne for, da kan vi lige
sa godt se pa de specielle normalsprog som pa formelle sprog i almindelighed.

Bemerkninger og referencer Den distinktion jeg her foretager imellem et
formelt sprogs syntaks og dets semantik burde veere konsistent med tilsva-
rende distinktioner i forbindelse med andre sproghbegreber. Begrebet “nor-
malsprog” er ikke en indskrzenkning af mit sprogbegreb som egentlig er
essentielt ngdvendig at have for at kunne bevise resultaterne i det fglgende,
men vi vil alligevel i nogle af de kommende resultater indskreenke os til kun
at se pa normalsprog, da det i disse resultater vil ggre livet en del lettere at
have denne begraensning.
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6 Begreensninger i formelle sprog

6.1 Introduktion

De begreensninger vi gnsker at pavise er som tidligere neevnt begraensninger i
maengden af begreber som kan udtrykkes i sprogene. Vi kan indenfor rammen
af formelle sprog nu preecisere hvad vi hermed mener. Det indenfor rammen
af formelle sprog preaeciserede modstykke til begrebet “begreb” er begrebet
“preedikat”. Modstykket til at sige: “begrebet kan udtrykkes i sproget” er i
rammen af formelle sprog at sige: “praedikatet har navn i det formelle sprog”.
De begrzensninger vi gnsker at pavise er altsd begraensninger i maengden af
praedikater som kan have navne i de forskellige formelle sprog.

Vi giver forst en version af diagonalargumentet tilpasset rammen af for-
melle sprog.

Lemma 21. Lad o vere et formelt sprog. Lad n € N—{0} og lad A C K.
Lad der veere givet en afbildning I : A — P(K}) med ran(l) D EU(P’I“[(;n)).
Da har maengden At ikke navn i o.

Bevis lIfglge Lemma 4 gaclder

A€ P(A) —ran(I) C P(K?) —ran(I) C P(K?) — E,(Pri).

[

Det betyder at A; er en n-plads relation over K, (idet A; € P(K?D)),
som ikke er ekstensionen af noget m-plads preedikatnavn i o (idet A; ¢

E,(Pri)). O

Teorem 22 (Fgrste begraensning). Huvis o er et formelt sprog med uen-
delig mange konstantnavne eksisterer der for ethvert n > 0 et n-plads pree-
dikat over K, som ikke har navn i o.

Bevis Lad n > 0 veere givet. Da K} er tallelig og Pr((,") er hgjst teellelig

eksisterer der en injektion J : pri - K}. Lad I : ran(J) — P(K}) vaere
givet ved I = E, o J~!. Da der nu geelder

ran(l) = I(ran(J)) = E, o J ' (ran(J)) = E(,(Prg"))

giver ovenstaende lemma umiddelbart det gnskede. O
Vi kunne have bevist ovenstaende med endnu faerre armbevaegelser:
P(K]) er overteellelig fordi K er uendelig, og da Pr, er hgjst teellelig er
der dermed flere praedikater over K, end der er praedikatnavne i o, og derfor
kan ikke alle preedikaterne have navne i dette sprog. Dette kortere bevis er
naturligvis dybest set det samme som ovenstaende, da det er diagonalargu-
mentet som giver os at P(K}') er overtellelig nar K er uendelig.
Resultatet opfattes som et generelt begraensningsresultat, da det siger at
ethvert formelt sprog ¢ altid vil have mindst én af fglgende to begraensninger
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e Der er kun endeligt mange konstantnavne i o.
e Der eksisterer preedikater over K, som ikke har navn i o.

Et sprog som kun har endeligt mange konstantnavne er naturligvis begraen-
set idet at der s& kun er endeligt mange ting som kan betegnes i sproget. Et
sadant sprog vil f.eks. ikke kunne have konstantnavne for alle naturlige tal.
Den beviste begreensning er maske ikke saerlig interessant, da praedikaterne
vi beviser ikke at have navne i o er konstruerede netop med det formal at
de ikke skulle have navne i 0. Dermed er de maske ikke praedikater som vi i
noget praktisk forekommende sprog kunne veere interesseret i at have navne
for. I det folgende vil vi se pa nogle mere alvorlige begrzensninger. Vi starter
med at komme med et par nye definitioner.

Givet et formelt sprog o og et preedikat P over K, kan vi altid udvide o
til et sprog med navn for P. En lidt svagere version af dette ligger i folgende
definition.

Definition 23. Lad der veere givet et normalsprog o. Lad ¥ O Y, vere en
endelig folge (et alfabet), lad p € ¥* — Pr, og lad P vere et n-plads predikat
over K,. Ved

udvid(o, P, p)
forstas mormalsproget T med normalsyntaksen

Y, =% U{aeX|aeretsymbol i p}

K. =K,
prli) — Pr((,zi) fori#£mn
i pridu {p} fori=n

og navngivningsafbildningen

N.(z) = Ny,(z) forx € Pr,
T P forz=mp

Af definitionen af navngivningsafbildningen N ovenfor ses det at
ran(N;) = ran(N,) U {P}

dvs. 7 = udvid(o, P,p) er et sprog som har navn for P samt for alle prae-
dikaterne som har navn i o. udvid(o, P,p) er en simpel udvidelse af o der,
hvis K, 2 M(P), blot afviger fra o ved at indeholde preedikatnavnet p
som navn for P. Hvis K, 2 M(P) er udvid(o, P,p) desuden udvidet med
konstantnavne for alle elementerne i P’s meningsomrade.

Ovenstaende definition giver indtryk af at formelle sprog ikke indeholder
nogen essentielle begraensninger i de begreber som kan udtrykkes i sprogene,
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idet ethvert begreb som vi pa et givet tidspunkt matte gnske at udtrykke
i et givet sprog blot kan tilfgjes til sproget som et nyt preedikatnavn med
den gnskede ekstension og det gnskede meningsomrade. Men dette er kun
tilfzeldet sa leenge de begreber vi gnsker at indfgre i sproget er eksterne
i forhold til sproget selv, dvs. er begreber som handler om noget udenfor
sproget, f.eks. begrebet rgd eller egenskaben at veere en darlig fglelse. Nar
vi gar over til et sprogs interne begreber, dvs. begreber som handler om
sproget selv, f.eks. sprogets sandhedsbegreb, er det ikke leengere givet at
der eksisterer et sprog som kan udtrykke begrebet. For at se nsermere pa
dette, preeciserer vi forst hvad vi vil forsta ved et internt begreb i rammen
af formelle sprog.

Definition 24. Lad n € N. En afbildning som til ethvert formelt sprog o
giver et n-plads predikat over X% kaldes et internt n-plads predikat.

Definition 25. Lad o vere et formelt sprog. Et internt n-plads predikat P
siges at have mavn i o hvis P(o) har navn i o. Et navn p for P(o) i o
kaldes et navn for P i o.

Eksempel 26. Sandhed kan ses som et internt preedikat der til ethvert
formelt sprog o giver preedikatet med ekstension T}, og meningsomrade S, .
Vi definerer

Definition 27. SAND er det interne predikat givet ved
SAND(o) = (T,,55).
Tilsvarende kan vi definere
Definition 28. FALSK er det interne preedikat givet ved
FALSK (0) = (Fy, Sy).

Hvis et formelt sprog o skal have navn for SAND bliver der ngdt til at
geelde Ky O M(SAND(0)), dvs. K, O S,. Hvis vi antager at o er et formelt
sprog hvor 1-plads praedikatnavnet er sand er navn for praedikatet SAND,
da vil for alle s € S, geelde

O, (er sand,s) € T, & s € E,(er sand) < s € E(SAND(0)) & s €1,
og

O, (er sand,s) € F, & s € M,(er sand) — E,(er sand)
< s€ M(SAND(o)) — E(SAND(0)) & s€ S, — T, & s € F, U Po,.

Den fgrste af de to sekvivalenser

O,(er sand,s) € T, & s € T,
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genkendes som en udgave af Tarskis Skema T, der af Tarski ([Tar94]) benyt-
tedes til at angive en ngdvendig og tilstraekkelig betingelse for at er sand
kunne veaere en betegnelse for sandhedsbegrebet (et navn for sandhedsprae-
dikatet).

Interne praedikater kan ikke altid som almindelige (eksterne) praedikater
blot indfgres med navn i et vilkarligt formelt sprog. Hvis vi er givet et
normalsprog o, et n-plads preedikat P over X% og et n-plads preedikatnavn
pE Pn(,”) er udvid(o, P,p) et sprog med navn for P, men hvis P i stedet er
et internt n-plads preedikat er udvid(o, P(o),p) ikke ngdvendigvis et sprog

med navn for P—dette folger af fglgende argument:

Lad 7 = udvid(o, P(0),p). T er et sprog med navn for P(c), men
for at veere et sprog med navn for P skal det veaere et sprog med
navn for P(7), og der gaelder ikke ngdvendigvis P(7) = P(0).

Vi skal se en del eksempler pa dette feenomen i de fglgende afsnit. Konklu-
sionen er at interne praedikater, i modsatning til de ssedvanlige (eksterne),
ikke trivielt kan finde plads i ethvert tilstreekkelig rigt formelt sprog.

En pointe som vi vil forsgge at drage frem i det fglgende er at alle de
klassiske paradokser i naturlige sprog bygger pa at man i sproget anvender
et internt preedikat som kan vises slet ikke at have navn i den type sprog som
paradokset formuleres i. I stedet for at se pa paradokser i naturlige sprog som
“genuine paradokser”, kan vi transformere paradokserne til beviser for at de
indgaende interne praedikater ikke kan have navne i sprogene. Paradokserne
oplgses dermed som byggende pa en implicit, fejlagtig antagelse om de i
paradokserne indgaende begrebers mulighed for i det hele taget at kunne
udtrykkes i sprogene. Vi ser fgrst pa Grellings paradoks, som er emnet for
det nzeste afsnit.

Bemerkninger og referencer Distinktionen imellem interne og eksterne be-
greber er min egen. I de folgende afsnit skal vi se pa nogle interne praedikater
som ikke har navn i noget formelt sprog. Samtidig skal vi benytte Defini-
tion 23 til at vise at det er nok at fjerne ét element fra disse praedikaters
meningsomrade og ekstension for igen at have et preedikat som kan have
navn i et formelt sprog.
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6.2 Grellings paradoks

I et formelt sprog o kan vi have Pr, C K,. Det betyder at vi blandt tingene
som sprogets virkelighed omhandler inkluderer alle sprogets egne praedikater.
Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 29. Vitager udgangspunkt i sproget o fra Eksempel 7. Vi gnsker
at udvide dette sprog til et sprog 7 med Pr, C K,. Dette kan ggres uden
problemer ved at lade

Pr; = Pr,

og
K, =K,U Pr,.

Da et praedikatnavn nu i en seetning bade kan indtage rollen som navnet pa
en ting og som betegnelse for en egenskab, vil vii 7 sendre lidt pa operationen
O sa det bliver lettere at overskue hvornar et praedikatnavn spiller den ene
og hvornar det spiller den anden rolle. Dette kan ggres ved at lade 7 veere
et normalsprog, hvor vi sa kraever

Or (p, (K1, ... kn)) = plk1;. .. skl
for alle p € Pr&n) og alle kq,... ,k, € K;. Blandt de nye sztninger som 7
giver anledning til er

er gul [er gul] (3)
hjzlper mod [hovedpine;er rgd] (4)

(3) udtrykker at er gul er en gul egenskab! Det giver ssedvanligvis ikke
mening at tillaegge en egenskab en farve, sa denne szetning ma (i en stan-
dardsemantik) veere poetisk. Umiddelbart ser det ud til at vi ved at tillade
Pr; C K; blot far givet anledning til en masse ny poesi (flere poetiske
setninger), men ikke nye sande eller falske saetninger. Det skyldes dog blot
at de egenskaber vi indtil videre har forsggt at udtrykke i vores sprog (at
vaere gul, osv.) ikke er egenskaber som indeholder andre egenskaber i deres
naturlige meningsomrade. Men vi kunne f.eks. udvide sproget 7 til at om-
fatte 1-plads preedikatnavnene er n-plads presedikatnavn for alle n € N
og udvide definitionen af N, tilsvarende med

N.(er n-plads praedikatnavn) = (Pr&"), P?”T)
hvilket er muligt da Pr, C K. Da ville geelde

er 1-plads praedikatnavnler gul] € T
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0g
er 2-plads preedikatnavn|hjselper mod| € 7;.
Mere eksotisk ville vi have
er 1-plads praedikatnavnler 1-plads praedikatnavn| € T
0g
er 2-plads praedikatnavnler 2-plads praedikatnavn| € F.
Inspireret af de to sidste saetninger kan vi indfgre folgende definition.

Definition 30. Lad o vere et formelt sprog med Pr((yl) C K,. Et 1-plads

predikatnavn p € Pr((,l) siges at vere homologisk hvis

Oa(pap) €Ty
og heterologisk hvis

Os(p,p) & Ty

Intuitionen bag de to begreber homologisk og heterologisk er at et 1-
plads praedikatnavn kaldes homologisk hvis det selv har den egenskab det
udtrykker,og ellers kaldes det heterologisk. I ovenstaende eksempel er

er 1-plads prsedikatnavn
et eksempel pa et homologisk praedikatnavn, mens
er gul og er 2-plads praedikatnavn

er heterologiske praedikatnavne. De to sidstnzevnte er heterologiske af lidt
forskellige arsager. er gul er heterologisk fordi

O; (er gul,er gul)

er poetisk, dvs. da er gul ikke er med i er gul’s meningsomrade, mens er
2-plads praedikatnavn er heterologisk fordi

O; (er 2-plads praedikatnavn,er 2-plads pradikatnavn)

er falsk. Bemaerk at egenskaben at vaere et homologisk praedikatnavn og
egenskaben at veere et heterologisk praedikatnavn kun giver mening for for-

melle sprog ¢ med Pr((fl) C K,,da O,(p, p) ikke er veldefineret for eventuelle

pE Prgl) - K,.
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Definition 31. Vi definerer et internt predikat HOM ved
HOM (o) = ({p e PriV |per homologisk} ,Pr((,l))
= ({p e PrY | O, (p,p) € Tg} ,Pr((,l))
= ({peprripe B, m}, PriV)
og et internt predikat HET ved

HET(o) = ({p e PriV | per heterologisk} ,Pr(l))

— ({p € Pr((jl) Ipé Ea(P)} ,Prg1)> _

HOM er altsa det interne praedikat som i sit meningsomrade har alle
1-plads preedikatnavne og som sin ekstension har alle homologiske praedi-
katnavne. Det betyder at hvis er homologisk antages at veere et navn for
HOM i et normalsprog o, da vil gaelde

er homologisk[p| € T,, < p er et homologisk 1-plads preedikatnavn i o.
er homologisk[p] € F, < p er et heterologisk 1-plads praedikatnavn i o.

Hvis vi i en udvidelse v af sproget 7 fra Eksempel 29 havde navnet er
homologisk for praedikatet HOM, ville saledes f.eks. gaelde

er homologisk[er 1-plads praedikatnavn] € 7.
er homologisk[er 2-plads praedikatnavn| € F,,.

Noget tilsvarende kan siges om det interne praedikat HET. Men vi har
fglgende resultat.

Teorem 32 (Anden begraensning). Der eksisterer ikke noget formelt
sprog med navn for HET.

Bevis Vibenytter Lemma 21, dvs. igen essentielt et diagonalargument.
Antag at o er et sprog med navn for HET. Da ma gealde Prc(,l) C K,
idet Pri" er meningsomradet for HET (o). I Lemma 21 kan vi da lade
A= Prc(,l) og lade I : A — P(K,) veere afbildningen E, | Prc(,l). Der
geelder da ran(l) = EU(PT((,D). Vi har nu

Ar=A

g = {z € PV |0 ¢ By(@)} = E(HET(0))

og derfor kan HET (o) ikke have navn i o ifplge Lemma 21. O

Begreberne homologisk og heterologisk praedikat er hentet fra Grellings
paradoks (1908). Paradokset har ngjagtig det samme strukturelle indhold
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som barberens paradoks. Paradokset oplgses af ovenstaende Teorem, da den
“fejl” der bliver begaet i paradokset er en stiltiende antagelse af at det in-
terne begreb at veere heterologisk, her formaliseret som det interne praedikat
HET, ngdvendigvis ma have navn i sproget. Hvis vi antog at het var et 1-
plads praedikatnavn for preedikatet HET i et formelt sprog o ville vi have

E,(het) = E(HET (o)) = {p € Pr{) | p & Eo(p)}

og dermed

het € E,(het)

0 (5)
het ¢ E,(het).

Dette er Grellings paradoks, oversat til den ramme af formelle sprog vi i
denne afhandling arbejder indenfor.!® Problemet kan helt analogt til barbe-
rens paradoks opfattes at veere det at praedikatet heterologisk defineres ved
en antidiagonal ZE(, Pyl 08 hvis dette preedikat skulle have et navn het i
o ville E,(het) vaere defineret ved

E,(het) = AEU Pr)
hvilket er en rekursiv definition af en veerdi af E, ved E, selv, og denne
rekursive definition har, som vi ser af ovenstaende Teorem, intet definandum.

I Eksempel 29 bemarkede vi at kravet Pr, C K, giver anledning til
at et preedikatnavn i en saetning bade kan indtage rollen som navnet pa en
ting og som betegnelse for en egenskab. Specielt kan vi have satninger hvori
samme praedikatnavn optraeder i begge roller, som det er tilfaeldet med alle
seetninger af typen

Os(p,p)

hvor p € Prgl). En setning af denne type vil vi i det folgende kalde for

en diagonalsaetning. Det er en diagonalszetning som frembringer Grellings
paradoks, hvilket ses af fplgende omskrivning af (5):

O, (het, het) € T,

)
Oy (het, het) & T,

Saetningen O, (het, het) udtrykker at egenskaben at veere heterologisk
selv er en heterologisk egenskab. Egentlig ville det vil veere rimeligt hvis en

10V har faktisk hermed givet et endnu enklere bevis for Teorem 32, men vi veelger alli-
gevel det lidt mere besvaerlige—omend dybest set identiske—bevis, da vi som en pointe for
senere gnsker at vise at preedikatet heterologisk, HET, kan udtrykkes som en antidiagonal
Ay ved passende valg af I.
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sadan seetning blev opfattet som poetisk i det pagseldende sprog, som vi
f.eks. har gjort det med diagonalszetningen O, (er gul,er gul). Vi far ikke
umiddelbart problemer ved at opfatte alle saetninger

Oy (het, k)

som pastandsfremsaettende ssetninger sa leenge k #£ het—kun med k = het
far vi en lidt patologisk ssetning. Men som praedikatet heterologisk er defi-
neret er O, (het, het) tvunget til at veere en pastandsfremsaettende saetning.
Lad os se nzermere pa dette. Lad o veere et normalsprog med Pr, C K,.
Hvis vi gnsker at udvide o til et normalsprog 7 med navn for HET' (1), bliver
7 ngdt til at veere et sprog med Pr,; C K, og derfor ma vi egentlig udvide
sproget med to navne: dels preedikatnavnet het og samtidig konstantnavnet
het. Vi definerer altsa

K. = Ky; U {het}
Prt) = PriV U {het}

og lader Pr&”) = Prc(,n) for n > 2, hvorved

Pr. = PryU{het} C K, U {het} = K.

Dermed gives navnet het mulighed for at optreede pa to niveauer, dels pa
preedikatnavnsniveau og dels pa konstantnavnsniveau. “Paradokset” opstar
nar het benyttes pa begge niveauer i samme satning. De to niveauer, pree-
dikatnavnsniveau og konstantnavnsniveau, er betydningsmaessigt knyttet
sammen via navngivningsafbildningen, men praedikatet heterologisk define-
res netop sa det bryder med denne betydningsmeaessige sammenknytning,
og derved opstar et “paradoks”. O; (het,het) er tvunget til at veere en
pastandsfremsaettende seetning da M (HET (7)) = PrY. Problemet er at
vi ved at indfgre preedikatnavnet het ogsa samtidigt udvider maengden af
konstanter med konstantnavnet het, og dette konstantnavn udvider praedi-
katnavnet het’s meningsomrade—selvom konstantnavnet het ligger udenfor
det meningsomrade vi egentlig tilsigtede praedikatnavnet het skulle have.
Ser vii 7 pa HET (o) istedet for HET (1) far vi folgende positive resultat.

Teorem 33. Lad o vere et normalsprog med Pr, C K,. o kan udvides til
et normalsprog T med Pr; C K, og navn for HET (o).

Bewvis Vikan uden indskraenkning antage at X% — Pr, er ikke-tom (hvis
dette ikke er tilfeeldet kan vi starte med at udvide ¢’s alfabet med et nyt
symbol, hvilket vil resultere i at den pageeldende maengde bliver ikke-tom).
Lad het betegne et element i ¥} — Pr,. Lad

v = udvid(o, HET (o), het).
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v er nu et normalsprog med navn for HET (o), og hvis vi udvider v med
konstantnavnet het uden at sendre pa semantikken for sproget, far vi et
sprog T hvor

Pr. = Pr, = ProU{het} C K, U {het} = K, U{het} = K,

som gnsket. O
Bemszerk at vi i sproget 7 som konstrueres ovenfor har

M(HET (7)) = Pr®Y = Pr(Y U {het} = M(HET (o)) U {het}
og, idet het ¢ E(HET (o)) = E,(het),
E(HET(r) = {p € Pri" | p & E.(p)}

{pePrDUhety |p ¢ B-(n)}

~{pePrp¢ B,(p)} U {het}
— BE(HET(0)) U {het}

Den eneste forskel pa preedikaterne HET (1) og HET (o) er altsa at het ikke
er med i HET (0)’s meningsomrade. Dette betyder at 7 “nsesten” indeholder
et navn for HET: det eneste der gor at het ikke er navn for HET(7) i T er
at Or(het, het) er poetisk i stedet for at veere enten sand eller falsk. het er
altsa navn for en selv-ekskluderende variant af HET, som lader O (het, het)
veere poetisk men ellers opfylder det gnskede, nemlig at vi for alle 1-plads
praedikatnavne p (# het) i 7 har

O;(het,p) € T < p er et heterologisk 1-plads preedikatnavn i 7.

Vi kan saledes omformulere Teorem 33 til folgende resultat, som bgr sam-
menholdes med resultatet i Teorem 32.

Teorem 34. Lad o veere et normalsprog med Pr, C K, og het € ¥% — Pr,.
o kan udvides til et normalsprog = med Pr. C K., hvor het er et navn for
HET™ defineret ved

M(HET™) = M(HET(7)) — {het}
E(HET™) = E(HET(7)) — {het}

Bevis Lad 7 veere defineret udfra o som i beviset for Teorem 33. Da
har 7 navn for HET (o), og ifslge ovenstaende gaelder

M(HET(r)) = M(HET(5)) U {het}
E(HET(r)) = E(HET(0))) U { het}
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og heraf

M(HET (o)) = M(HET(r)) — {het}
E(HET(0)) = E(HET(7))) — {het}

der viser at HET (o) netop er praedikatet HET ™ som vi gnskede at give navn
iT. O

Bemerkninger og referencer Indholdet af dette afsnit er baseret pa egne
overvejelser.
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6.3 Epimenides’ paradoks

Grellings paradoks, som vi har diskuteret ovenfor, falder ind under en klasse
af paradokser i naturlige sprog der kaldes de semantiske paradokser. De
semantiske paradokser bygger alle pa satninger hvori et eller andet internt
semantisk begreb indgar. Ved et internt semantisk begreb forstas et begreb
som er en del af sprogets semantik eller et heraf afledt begreb. I forbindelse
med formelle sprog er begreberne sandhed og falskhed begreber som hver
iseer udgger en del af sprogets semantik, og begrebet “navn for” er et eksempel
pa et heraf afledt begreb. Alle disse tre begreber gar saledes ind under det
vi kalder for interne semantiske begreber. Det mest kendte af de semantiske
paradokser er Epimenides’ paradoks, som allerede var kendt i antikken. Pa-
radokset kaldes ogsa for lggnerparadokset. Lognerparadokset kan formuleres
pa mange forskellige mader, f.eks. som ssetningen

Denne saetning er falsk.

Hvis vi antager at ssetningen er pastandsfremsaettende, bliver vi ledt til et
paradoks pa fglgende made: antag fgrst at seetningen er sand. Da ma den
mulige kendsgerning som seetningen udtrykker faktisk foreligge, og denne
kendsgerning er at sesetningen er falsk. Antag da i stedet at seetningen er
falsk. Da foreligger den kendsgerning som ssetningen udtrykker ikke, dvs.
det er ikke tilfeeldet at seetningen er falsk, og derfor ma den vare sand.
Ligegyldigt om vi antager at seetningen er sand eller falsk bliver vi altsa
ledt til en modstrid. Men dette gaelder kun hvis vi antager at ssetningen
ngdvendigvis ma veere pastandsfremstaettende. Hvis vi giver slip pa denne
antagelse giver ovenstaende argument ikke et paradoks, men derimod et
bevis for at ssetningen er poetisk, idet argumentet viser at bade under anta-
gelsen af at ssetningen er sand og under antagelsen af at den er falsk far vi en
modstrid. At opfatte seetningen “denne saetning er falsk” som en ssetning der
giver anledning til et paradoks, er altsd kun en opfattelse vi kan fastholde
hvis vi kan komme med en (meget) god grund til at ssetningen ma vaere
pastandsfremsaettende. For at diskutere dette pa et fornuftigt grundlag flyt-
ter vi os igen til rammen af formelle sprog. Vi begrzenser os i denne omgang
til at se pa formelle sprog hvor alle preedikatnavne er 1-plads preedikatnavne.
Alle definitioner og resultater vil uden videre kunne generaliseres til sprog
hvor dette ikke er tilfeeldet, men dette ville ggre fremstillingen vaesentlig
mere teknisk snavset.

Seetningen “denne saetning er falsk” bestar af de to udtryk “denne saet-
ning” og “er falsk”. Udtrykket “denne saetning” er navnet pa en ting, nemlig
den pageaeldende saetning selv, og udtrykket “er falsk” er navnet pa en egen-
skab, nemlig egenskaben at veere falsk. I et formelt sprog ville udtrykket
“denne seetning” saledes veere det vi kalder et konstantnavn og udtrykket
“er falsk” ville veere det vi kalder et 1-plads praedikatnavn. I et formelt sprog
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o ville seetningen “denne s@tning er falsk” séledes fa et udseende i stil med
O, (“er falsk”, “denne saetning”) .

I en standardsemantik skal konstantnavnet “denne seetning” i enhver saet-
ning s € S, hvori det indgar betegne sasetningen s selv. Dette konstantnavn
er grundlaeggende forskelligt fra de konstantnavne vi i eksempler hidtil har
set pa, idet at dette konstantnavn ikke skal benyttes til at betegne en enkel
fast ting, men betegne forskellige ting (forskellige saetninger) afhaengigt af
den saetning hvori konstantnavnet indgar. Vi kunne kalde konstantnavnet
for et kontekstafhengigt konstantnavn. Bemaerk at vi i de sprog man saed-
vanligvis mgder i matematisk logik (1. ordens sprog, 0.s.v.), hvor en saetnings
sandhedsveerdi bliver fastlagt udfra uathsengige fortolkninger af seetningens
bestanddele, ikke har muligheden for at operere med kontekstathaengige kon-

stantnavne. Lad p € Pr((,l). Vi gnsker at seetningen

O, (p, “denne saetning”)

skal udtrykke at den selv har egenskaben betegnet af p, dvs. vi gnsker at der
skal geelde

O, (p, “denne se@tning”) ~, O, (p, O, (p, “denne szetning”)) .

For at sikre at dette giver mening kreever vi S, C K,. Vi praeciserer

Definition 35. Lad o vere et formelt sprog med S, C K, 09 Pr, = Pr((,l).

o kaldes et sprog med direkte selvreference hvis der eksisterer et konstant-
navn d i sproget opfyldende

OO’ (pa d) ~o OO’ (p, Oa (p’ d))

for alle p € Prc(rl).

Lad s = O, (p,d) ogt = O, (p, Oy (p,d)), hvor p og d er som i definitionen
ovenfor. Bemeerk at ¢t = O, (p, s), dvs. t fremkommer af s ved at erstatte d i
s med s selv. Betingelsen i ovenstaende definition kan derfor reformuleres pa
folgende made: enhver seetning s = O, (p, d) er ekvivalent med ssetningen ¢
der opstar ved i s at erstatte d med s. Vi kan altsa opfatte d i setningen
s = O4(p, d) som et navn for eller en forkortelse for ssetningen s selv. Dette
betyder at seetningen s igennem konstantnavnet d opnéar at referere til sig
selv, hvilket forklarer at vi benytter betegnelsen selvreference for feenomenet.

Fglgende lemma viser at i et sprog med direkte selvreference vil ethvert
1-plads preedikatnavn som har alle sprogets satninger i sit meningsomrade
ogsa have konstantnavnet d i sit meningsomrade.

Lemma 36. Lad o vere et formelt sprog med Sy, C K, og Pr, = Pr((yl),

hvor d € K, opfylder betingelsen for direkte selvreference. Hvis p € Pr((,l)

med M,(p) 2 So sa gelder d € M,(p).
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Bevis Da O,(p,d) € Sy og My(p) O S, ma geelde
Os (p,Os(p,d)) € T, U F,.
Ifglge betingelsen for direkte selvreference fas da
O,(p,d) € T, UF,

og hermed d € M, (p). O

I en standardsemantik gnsker vi at praedikatnavnet “er falsk” som sin
ekstension har meengen af falske ssetninger i det pageeldende sprog (Fy i
sproget o). Samtidig ville det vaere naturligt at teenke pa “er falsk” som et
praedikatnavn hvis meningsomrade er meengden af alle seetningerne i sproget
(S5 i sproget o). Men som ovenstaende lemma viser, er dette ikke muligt i et
sprog med direkte selvreference. Hvis vi i et sprog med direkte selvreference
vil have alle sprogets satninger med i “er falsk” ’s meningsomrade, er vi
tvunget til ogsa at have d med i dette meningsomrade, og dermed bliver

O, (“er falsk”, “denne saetning”)

hvor d = “denne sztning” tvunget til at veere en pastandsfremssettende
seetning. Men som vi har set leder dette til et paradoks. “Paradokset” kan
reformuleres pa fglgende made.

Teorem 37 (Tredje begrensning). Lad o vere et formelt sprog med

S, C K, Pr, = Prgl) og direkte selvreference. Der eksisterer ikke noget
predikatnavn i o med ekstension F, og meningsomrade O S,.

Bewvis Vi fgrer beviset indirekte. Antag at o er et formelt sprog med
et 1-plads konstantnavn denne setning opfyldende betingelsen for direkte
selvreference og et 1-plads praedikatnavn er falsk med ekstension F, og me-
ningsomrade O S,. Da fas

O, (er falsk, denne setning) € T,
ifglge definitionen
af denne setning ﬂ
O, (er falsk, Oy (er falsk, denne setning)) € Ty

)

ifglge definitionen
af er falsk

Oy (er falsk, denne setning) € Eq(er falsk)

O, (er falsk, denne setning) € F.

Men idet M, (er falsk) O S, har vi samtidig ifslge ovenstaende lemma at
denne setning € My (er falsk), dvs.

O, (er falsk, denne setning) € Ty U Fy
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hvilket er i modstrid med den netop viste sekvivalens. O

Vi har altsa vist at i sprog ¢ med direkte selvreference kan vi ikke
udtrykke maengden af falske seetninger. Beviset baseres pa det argument, at
hvis et sadan sprog eksisterede matte saetningen

O, (er falsk, denne setning)

veere pastandsfremsaettende, idet udtrykket denne setning betegner en saet-
ning (saetningen selv)—men hvis vi regner den nsevnte ssetning som pa-
standsfremsaettende, vil det veere en seetning som “modsiger sig selv” ved
at den pastar sin egen falskhed, og derfor vil veere falsk netop néar den er
sand, altsa en modstrid. Men da en ssetning som modsiger sig selv natur-
ligvis er ganske patologisk, kan vi maske godt forsvare at udelukke denne
type satning fra “er falsk” ’s meningsomrade og sa opfatte seetningen som
poetisk, hvorved selvmodsigelsen forsvinder. Epimenides’ paradoks opstar
fordi vi synes at enhver sztning

Oy (er falsk, s)

hvor s € S, ma vaere pastandsfremseettende, men dette giver anledning til
nogle uventede sygeligheder i sprog med direkte selvreference. Denne erfa-
ring rigere, kan vi ikke laengere lade det veere oplagt at O (er falsk, s) er
pastandsfremsaettende, nar vi samtidig har mulighed for direkte selvrefe-
rence. I sprog med direkte selvreference bgr er falsk have et meningsomrade
som ekskluderer konstantnavnet

denne setning
Men idet
O, (er falsk, denne satning) ~q Oy (er falsk, Oq(er falsk, denne setning))
ma vi dermed ogsa ekskludere seetningen
Oy (er falsk, denne setning)

fra er falsk’s meningsomrade. Fglgende teorem viser at dette er en realiserbar
made at “undgd paradokset” pa.

Teorem 38. Lad o vere et normalsprog med S, C K,, Pro, = PT((,U og
direkte selvreference. o kan udvides til et sprog T med S; C K., direkte
selvreference og navn for predikatet falsk i o, FALSK (o).

Bevis FALSK (o) er ifglge Definition 28 givet som

FALSK (0) = (F,, Sy)
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Som tidligere kan vi uden indskreenkning antage at X7 — Pn(,l) er ikke-tom.

Vi udveelger et element f i denne meengde og lader
v = udvid(o, FALSK (o), f).

v er da et normalsprog med navn for FALSK (¢). v udvides til et sprog 7
hvor K, defineres rekursivt ved

(1) Hvisk € K, sa k € K.
(1) Hvis p € Pr, og k € K, sa plk| € K.

Resten af elementerne i 7 lader vi veere som i v. Nu fas

S =ran(O,) = {plk] | p € Pr; og k € K;}
= {plk] |p € Pr, og k € K;} C K,

som gnsket. Vi mangler blot at vise at 7 er et sprog med direkte selvreference.
Lad d betegne et konstantnavn i K, som opfylder betingelsen for direkte

selvreference i . Vi har da for alle p € Pr((,l)

pld] ~o plpld]]

og da M;(p) = M, (p) = Ms(p) og E-(p) = Ey(p) = Ey(p) geelder
pld] ~7 plp[d]]

for alle p € Prgl). Da Pr; = Pr, = Pr, U{f} mangler vi blot at vise

fld] ~- ff[d]-

Da f i 7 er navn for FALSK (o) har vi E.(f) = F, og M.(f) = S,.
Idet d € S, har vi d & M,(f), dvs. f[d] € Po;,, og idet f[d] ¢ S, har vi
fIf[d]] € Po;. Da bade f[d] og f[f[d]] saledes er elementer i maengden Po,
er de &kvivalente i 7. 7 er hermed vist at opfylde det gnskede. O
I ovenstaende teorem er f’s meningsomrade defineret som S,, der er

lig maengden af seetninger i S; hvori f ikke indgar (idet S, C K, hvor alle
elementer i K er opbygget af elementer i K, og Pr,U{f}). f betegner altsa
en egenskab—egenskaben at veere en falsk ssetning—som kun meningsfyldt
kan tillegges ssetninger hvori praedikatnavnet f ikke selv indgar. Og som
Teorem 37 viser er denne begraensning ngdvendig, i hvert fald i sprog med
direkte selvreference.

Vi kan foretage en omformulering af Teorem 38 i stil med hvad vi gjorde
i Teorem 34.
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Teorem 39. Lad o vere et normalsprog med S, C Ky, Pr, = Prg—l), fe
¥ — Pry og direkte selvreference. o kan udvides til et sprog T med S; C K,
og direkte selvreference, hvor f er navn for predikatet FALSK™ givet ved

M(FALSK™) = S: —{s € S; | predikatnavnet f indgar i s}
E(FALSK™) = F; — {s € F; | predikatnavnet f indgar i s}
Bevis Lad 7 veere defineret udfra o som i beviset for Teorem 38. Da

har 7 navn for FALSK (o), og det ses let pa samme made som i beviset for
Teorem 34 at der geelder

FALSK (o) = FALSK~

hvorved det gnskede er vist. O
Teorem 38 og Teorem 39 giver kun brugbare resultater hvis vi kan vise
at der eksisterer normalsprog ¢ med S, C K,, Pr, = Pr((,-l) og direkte

selvreference. Derfor giver vi nu et eksempel pa et sadant sprog.

Eksempel 40. Lad 7 vaere normalsproget fra Eksempel 29 fraregnet hjasel-
per mod som er et 2-plads praedikatnavn. Vi gnsker at udvide 7 til et
normalsprog v med direkte selvreference. Vi definerer fgrst en normalsyn-
taks for v. Pr, lader vi veere Pr, udvidet med 1-plads praedikatnavnene er
szetning og er selvrefererende. K, defineres rekursivt ved

(i) denne seetning € K.
(19) Hvis k € K, sa k € K,,.
(t3i) Hvis p € Pr, og k € K, sa plk] € K,.
Bemeerk at vi med denne definition far
S, =ran(0,) = {p[kz] ‘ pePriVogke K,,}
= K, — (K; U{denne sztning})

hvilket sikrer at S, C K,. Til den givne normalsyntaks gnsker vi at knytte
en tilhgrende navngivningsafbildning NV, saledes at det fremkomne normal-
sprog bliver et sprog hvori konstantnavnet denne ssetning opfylder betin-
gelsen for direkte selvreference. Vi lader N, (p) = N;(p) for alle p € Pr, C
Pr,. Vi lader

N, (er szetning) = (S, U {denne szetning}, K,).

Dermed fas f.eks.

(=2}

~— — ~— —

er sztningler gul| € F),
[
[
[

er sztningler szetning[denne szetning]] € T,

EN|

er sztningler guller gul]] € T,

er setning[denne satning] € T,

A~~~ I~/
O 0o
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Vi lader praedikatet N, (er selvrefererende) have meningsomradet
M, (er selvrefererende) = E, (er seetning) = S, U {denne szetning}

og lader ekstensionen E, (er selvrefererende) veere defineret rekursivt ved
(i) denne sztning € E, (er selvreferende).

(13) Hvis p € Pr, og k € E,(er selvreferende) sa
plk] € E, (er selvreferende).

Hermed fas f.eks.

er selvrefererendeler guller gul]] € F), (10)
er selvrefererendeler en darlig fglelse[denne satning]| € 7, (11)
er selvrefererende|denne szetning| € 7, (12)
er selvrefererendeler selvrefererende[denne szetning]| € 7,, (13)

For at bevise at det fremkomne sprog er et sprog med direkte selvreference
skal vi pavise at der for alle p € Pr, geelder

O,(p,denne szetning) ~, O,(p,O,(p,denne sztning)). (14)
For p € Pr; har vi
M, (p) = M;(p) C K; = K, — (S, U {denne szetning})
hvorfor
O,(p,denne szetning) € Po,
og
O.(p,s) € Po, for alle s € S,,.

Ved at lade s = O,(p, denne saetning) viser de to ovenstaende formler at
ackvivalensen (14) holder for alle p € Pr;. For p = er ssetning bevises
ackvivalensen af (8) og (9) ovenfor, og for p = er selvrefererende bevises
sekvivalensen af (12) og (13). Dette viser at sekvivalensen er opfyldt for alle
p € Pr,, og v er hermed vist at veere et sprog med direkte selvreference.

Bemerkninger og referencer Indholdet af dette afsnit er baseret pa egne
overvejelser.
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6.4 Tarskis Teorem

Ovenfor viser vi at det interne preedikat FALSK som introduceret i De-
finition 28 ikke har navn i noget formelt sprog med direkte selvreference.
Umiddelbart kan det virke som om denne begraensning haenger mere pa pro-
blemer med at handtere selvreference pa en fornuftig made i et sprog end
problemer med at have navn for et internt begreb som falskhed i et sprog.
I dette afsnit skal vi dog vise at det ikke forholder sig helt sadan, idet vi
skal vise at kravet om direkte selvreference i Teorem 37 kan erstattes med
forudseetninger som forekommer vaesentligt mindre kritiske og som er for-
udseetninger der typisk vil veere opfyldte i formelle sprog formaliserende dele
af matematikken.

Definition 41. Lad o vere et formelt sprog og lad R vere en (m+1)-plads
relation over mengden af relationer over K,. o siges at vere lukket under
R hvis der for alle relationer Py, ..., Py, Q over K, gelder

Py, ..., Py eran(Es) A (P1,... ,Pn,Q) € R= Q €ran(E,)

dvs. hvis Py, ..., Py, alle har navne i o og (P1,...,Py,Q) € R sd har Q
0gsa mavn i o.

Teorem 42. Lad o vere et formelt sprog med Pr, US, C K,. Lad 0, =
O, | PriV og lad d, : K, — K2 vere givet ved dy(x) = (x,z). Hvis o er
lukket under afbildningerne
oyt P(S,) — P(PrY x K,)
09
d;':P(K2) — P(K,)
har F, (og dermed FALSK ) ikke navn i o.

Bevis Antag maengden F, har navn i 0. Da o er lukket under o, ! har
maengden A = o, !(F,) sa ligeledes navn i o. Denne maengde kan skrives

A= 07" (Fy) = {(p.k) € Pl x K, | O5p,k) € Fy |

Idet o er lukket under d;! har maengden B = d,;!(A) navn i o. Denne
maengde kan skrives

B=d;'(A)
={z e K, | (z,x) € A}

= {:1: € Pr((,l) | Op(z, ) € FU}

- {x e PriY |z € My(z) - Ea(m)}

e Pr®V |z ¢ E,(z) U Mg(m)}
_A,
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hvor I : Pri? — P(K,) er givet ved I(z) = Es(x) U My(x). Der geelder
ran(l) D EU(PT((,D) og derfor har maengden B = A; ikke navn i o ifglge det
specialiserede diagonalargument, Lemma 21. Dette er en modstrid. O

Vi siger at et sprog o er lukket under komplementering, hvis der
for enhver meengde A € K med A € ran(E,) geelder K — A € ran(E,).
Mezngden K — A skrives kort CA.

Teorem 43 (Tarskis Teorem). Lad o vere et formelt sprog med Pr, U
Se C K, og lukket under

e afbildningen o' : P(S,) — P(Prc(,l) x K,)
e afbildningen d;' : P(K2) — P(K,)
e komplementering

Da har T, (og dermed SAND ) ikke navn i o.

Bevis Hvis T, har navn i o og o er lukket komplementering har 07T, =
K, — T, ligeledes navn i o. Under de to resterende lukkethedsegenskaber far
vi sa at fglgende maengde har navn i o

d;* (0,1 (CT,)) = {x e PrM | Og(x,z) € CTU}

= {:r ePrM |z ¢ Eg(m)}
= E(HET(c))

1 modstrid med beviset for Teorem 32. O

Sproget FA har ikke navn for hverken SAND eller FALSK af den simple
arsag at Spa UPrpa € Kpa. Vi kunne maéaske forestille os at udvide maengden
af konstantnavne i FA, sa vi opnéede et sprog ¢ med S, U Pr, C K,. Hvis
man forsgger dette viser det sig dog at man stgder pa hvad der forekommer
at veere uoverstigelige hindringer. Da vi sa pa simple normalsprog forma-
liserende meget beskedne dele af det naturlige sprog, var det ikke et stort
problem at opna S, U Pr, C K,, men den generalitet vi gnsker at have i et
aritmetisk sprog synes pa ingen made at kunne kombineres med en opnéelse
af Sy U Pr, C K, (dette er egen bitre erfaring efter utallige forsgg).

Selvom Teorem 42 og Teorem 43 ikke kan anvendes pa FA fordi Spa U
Prps € Ky, kan vi opna tilsvarende resultater geeldende for sprog som FA
ved at anvende (Godel-kodninger.

Definition 44. Lad o vere et formelt sprog og lad X vere en endelig folge.
En injektiv afbildning g : ¥* — K, kaldes en Gédel-kodning i1 o. Huvis
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a € ¥* kaldes g(a) for Gédel-nummeret af o (mht. g). !t

Vi vil primeert benytte Godel-kodninger g : ¥* — K, hvor ¥ D X,.
Dermed bliver Godel-kodningen en afbildning som “koder” ethvert element
ai X} som et entydigt element g(a) i K,. I stedet for at at sporge om T,
har navn i sproget ¢ kan vi da spgrge om ¢(7,) har navn i o for en passende
Godel-kodning g. Vi har sa folgende resultat i stil med Teorem 43.

Teorem 45 (Tarski Teorem). Lad o vere et formelt sprog og lad g :
¥* — K, vere en Godel-kodning i 0 med X D X,. Vi definerer afbildningen
Op,g g(Prgl)) x Ky — g(Sy) ved

00,g(k1,k2) = g (O (g™ (K1), k2)) .
Huvis o er lukket under
e afbildningen o, : P(9(Ss)) — Plg(Pri)) x K,)
e afbildningen d;' : P(K2) — P(K,)
e komplementering

da har g(T,) ikke navn i o.

Bevis Beviset folger beviset for Teorem 43. Antag g(7,) har navn i o.
Da har fglgende meengde navn i o

a7 (074 (Co(T)) = {k € g(PriM) | ong(k. ) € Co(Ty)}
= {k € g(Pr(") | 9(0a (g™ (k). k) ¢ 9(T) |
= {k € g(Pr") | 0597 (k). b) £ T, |
= {keg(PrM) |k ¢ B (g7 (k)]
=A;

hvor I = E, 097! | g(Pr((,l)). Da ran(l) = EJ(PT((,D) har A; ifglge det
specialiserede diagonalargument, Lemma 21, ikke navn i o, modstrid. O

Vi vil nu vise at der eksisterer en simpel Godel-kodning g i FA sa
ovenstaende teorem kan anvendes pa FA med denne Godel-kodning, dvs.
sa g(Trys) ikke har navn i FA.

Definition 46. For enhver endelig folge ¥ = (s1,...,Sm) definerer vi en
injektiv afbildning hy : 3* — N ved

" Betegnelsen Goédel-nummer kommer af at Godel indfgrte Godel-kodninger i forbin-
delse med formelle sprog for aritmetik, hvori konstantnavnene er repraesentationer af na-
turlige tal, dvs. g(a) bliver (repraesentationen af) et tal—et nummer for a.
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(1) hs(())=0
(#3) hs(siy---8i,) = (m+1)""Lig + (m+1)"2ig+ -+ (m+ 1)ip_1 +in.

hs(Siy - .. si,) er saledes tallet som i base (m + 1) notation bestar af cifrene
U1y ... yin. Viladeri: N — Kpg vere den injektive afbildning

i(n)=n
og lader gy, : ¥* — Kpa vaere sammensetningen i o hy.

Vi har saledes for enhver endelig folge 3 faet defineret en simpel Godel-
kodning gy, i FA med definitionsmaengde X*.

Lemma 47. For enhver endelig folge 2 har ran(gy) navn i FA.

Bevis Lad m betegne antallet af elementer i ¥. Ethvert naturligt tal
ny € N har en entydig fremstilling i base (m + 1) notation. ran(hy) — {0} er
mangden af naturlige tal n; € N som i base (m + 1) notation bestar af cifre
som alle er forskellige fra 0. Der geelder derfor n; € N— (ran(hy) — {0}) hvis
og kun hvis n; i base (m+ 1) notation indeholder cifret 0. Antag n; er et tal
som i base (m 4+ 1) notation har 0 som sit ne-mindst betydende ciffer. Lad
ng vaere tallet som opstar fra n; ved yderligere at saette de (ng — 1)-mindst
betydende cifre i n;’s base (m + 1) notation lig 0. Der gaelder da

e Ny >ng
e ny —ng < (m+1)27!
e (m+1)"2|ng ((m+1)" gar op i n3).

Vi har altsa at hvis n; er et tal som i base (m + 1) notation har 0 som sit
ng-mindst betydende ciffer da geelder

der eksisterer ng € N sa ny > ng ,
ny —ng < (m+ 1)”2_1 og (m+1)" | ng. (15)
Det ses ogsa at gaelde, at hvis (15) er opfyldt, da ma n; veere et tal som
i base (m + 1) notation har 0 som sit ng-mindst betydende ciffer. Derfor

geelder at ny er et tal som i base (m + 1) notation indeholder cifret 0 hvis
og kun hvis

der eksisterer no,n3 € N sa ny > ng ,

ny —nz < (m+1)" og (m + 1)"! | ns.
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Vi har saledes
ny € N — (ran(hy) — {0})

< n1 indeholder cifret 0 i base (m + 1) notation

& drodxs [[f(xg,nl) V3 = ﬁl] /\f(ﬁl,m—i- 1/\x2 +l‘3) A

Jz4 [m—l—l/\ [.%'2—|—1}'£U4:$3]:| € Try

og hermed
ny € ran(gy)

Sn=0V —E|.T25|.’E3|:[L($3,nl) Vxy = ﬁl] Az(ﬁl,m+ 1/\562 +l‘3) A
dxy [m—i—l/\ [$2+1]‘x4=x3]:| € Tra
S n1 € Epy <:B1 =0V ~drodxs |:E(x3,.1‘1) Vxs3 = .%'1] A

f(ml,m+1Ax2+x3)/\3x4 [m+1/\ [x2+1]-x4:x3]]>

som viser det gnskede. O

Vi vil indfgre lidt notation som skal ggre det enklere at laese de praedi-
katnavne i FA som vi i det fglgende vil konstruere. Nar vi i et praedikatnavn
gnsker at lade Godel-nummeret af en streng « indga vil vi skrive « istedet
for g(a), nar det af sammenhaengen er oplagt hvilken Godel-kodning g vi
benytter. Hvis en relation R er vist at have navn i FA vil vi benytte R som
en betegnelse for dette navn. Det vil sige vi f.eks. benytter L som navn for
relationen L fra Eksempel 16, altsa lader

L(z1,29) = Jxs[xe = x1 + 23+ 1].

Lad R veere en (n + 1)-plads afbildning som er vist at have navn i FA, og

lad p(zi,, ... ,24,) € Prigy og ti,... ,t, € Atpa. Vi vil anvende
p(a:il,... ,xijil,ﬁ(tl,... ,tn),xij+1,... ,xim)

som en forkortelse for
dz. [p(xil, cee s Ty Tl Tijy gy e ,sz'm> /\R(tl, ... ,tn,l'k)]
hvor x, er en variabel som ikke forekommer i hverken p, R eller t1,... ,t,.

Lemma 48. Lad ¥ vere en endelig falge. For alle a,b € ¥* geelder
hs(ab) = (m + 1) hg(a) + hs(b)

hvor |b| er lengden af b, dvs. antallet af elementer i folgen b.

o6



Bevis Antag ¥ = (s1,...,5p). Lad a =54, ...5;, og b =55, ...5j,. Da
fas
hs(ab) = hs(si, - - - 8,55, - - - 5j,)
=(m+ 1Pl 4 (m+ D%+ (m+ 1) 4+ g
=(m+ 17 ((m+ 1P g+ +idp) + (m+ 1)1+ + 4
— (m+ 1)V hs(a) + hs(b)

som viser det gnskede. O

Definition 49. Lad o vere et formelt sprog og lad g vere en Godel-kodning

i 0. For allel > 1 defineres l-konkateneringsafbildningen cé s ran(g)!

ran(g) ved

—

cé(k:l, k) =g (g7 k)g (k). g (k)

Lemma 50. For enhver endelig folge 3 har l-konkateneringsafbildningerne
ng navn i FA.
Bevis Beviset fores i 3 skridt. Antag ¥ = (s1,...,Sm)-

Pastand 1. Funktionen p : ran(gs) — Kpa givet ved
(M) = |gs' (@] = |7 (n)]
har navn i FA.

Bevis Hvis a € ¥* med |a| = n kan a skrives pa formen a = s;, ... s;
Definitionen af hy; giver os

n*

hs(a) = hs(siy ... 8i,) = (m+1)"lig + (m+1)" " 2ig + - +1iy

dvs. (m + 1)""! < hg(a) < (m + 1) Dette viser at der for alle a € X*
geelder

(m+ 1)1 < hy(a) < (m+ 1)l
Med andre ord,

la| =min{n € N| hx(a) < (m+1)"}.
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Heraf fas

(n1,m2) € p
< ny € ran(gy) og ng = }hil(nl)‘
< ny €ran(gy) og ng =min{n € N|n; < (m+1)"}
& ny €ran(gs) , n1 < (m+1)"2 og for alle n3 € N med
ny < (m+1)" geelder ng > no
& ran(gs)(7y) A L@, m + 1 72) A

Vas [L(m1, m+ 1" z3) — LM, x3) Vg = 3] € Tra

& (M) € B (ran(gs) (@) A (L(wr,m+1" z)A

Vg [L(z1,m + 17" x3) — Lz, x3) V 9 = 3])

dvs. praedikatnavnet

ran(gs)(z1) A L(z1,m + 1" 2) A

Va3 [f(a;l, m+1 A 333) — f(l’g, 5113) V xo = 1’3]

er navn for p. O

Pastand 2. 2-konkateneringsafbildningen 652]2 har navn i FA.

Bevis Der geelder

(ﬁlaﬁ27ﬁ3) € ng
& 1, Mo € ran(gs) og M3 = gs (95 (M1)g5 ' (72))
gs) 0g n3 = hx(hg' (n1)hg' (n2))

)

og ng = (m + 1)”151(”2)‘711 +ny (ifplge Lemma 48)

& Ny, Ng € ran

(
< My, g € ran(gs

& [ran(gg)(ﬁl) N ran(gg)(ﬁg) Ang=m+1 /\T)(ﬁg) - +no| €Ty

< (n1,n2,n3) € Epa <ran(gz)(w1) Aran(gy)(x2) A
z3=m~+ 1" p(z2) - 21 +£C2>
som beviser at 032 har navn i FA. O

Vi kan nu ved induktion over [ bevise at clgZ for alle I > 1 har navn i
FA. Basistilfeeldet | = 2 har vi netop behandlet. Antag cﬁm har navn i FA.

o8



Da geelder

(ﬁl, e ,ﬁH_Q) S Ci]—;l
T = (R -
Ni4+2 = CgE (nl, ce ,nH_l)
& Mg = o (ch (M, ... M), Tiuga)
< [ﬁz+2 =2 (g (m,. .. ,ﬁz),ﬁlﬂ)] € Tra
& (M1, ... ;Mug2) € Epa ($z+2 =2 (dy (1, ... ,fvz),ivm))

som viser det gnskede. O
Vi vil i det fglgende skrive

ty xto*x--- %1
istedet for
c(ty,... t)
nar det af sammenhaengen er klart hvilken Goédel-kodning g vi benytter.
Definition 51. Lad X veere en endelig folge (et alfabet) og lad o, 3 € ¥*.
e « kaldes et preefiks of 5 hvis der eksisterer v € ¥* sa 8 = ary.
e « kaldes et suffiks af B hvis der eksisterer v € ¥.* sa f = vya.

e « kaldes en delstreng af 3 hvis der eksisterer v,6 € X.* sa = vyad.

Lemma 52. Lad ¥ D Xp4 vere en endelig folge. Folgende meengder har
alle navn i FA

(i) P ={(k1,kz) € ran(gs) | 95" (k1) er et prefiks afgil(kzz)}
(i) S = {(k1, k2) € ran(gs) | g5' (k1) er et suffiks of g5 (k2)}
(iii) D = {(k1,k2) € ran(gs) | g5' (k1) er en delstreng af g5 (k2)}
Bewvis
(i) For alle ki, ko € Kpy geelder
(k1,ko) € P
& ki, ko € ran(gx) og der eksisterer v € X* sd g5.' (k) = g5, ' (k1)
< k1 € ran(gy) og der eksisterer k3 € ran(gy) sa ky = gy (ggl(k‘l)ggl(kzg))
< Jaglke = k1 * x3] € Tpa
< (k1,k2) € Epa (3xs[xe = 1 * x3])

som viser at

P(.Z’l, .1‘2) = 31‘3[1’2 = X1 * 1‘3]

er navn for P 1 FA.
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(77) Symmetrisk med ovenfor fas at
S(z1,22) = Jw3[re = T3 * 71]
er navn for S'i FA.
(747) Udfra de to ovenstaende tilfzelde er det nu let at se at
D(x1,22) = JzzIrg[re = T3 * T1 * 14
ma vaere navn for D i FA.

Hermed er beviset fuldfert. O

Lemma 53. Lad X vere en endelig folge indeholdende symbolet 0. Funk-
tionen gs | Kpa har navn i FA.

Bevis Lad n; € Kpa. Der gaelder

n1
——
hz(ﬁl) = hz(OO ... 0)

= (m+1)""hg(0) + - + (m+ 1)*hx(0) + (m + 1)hx(0) + 2x(0)
=hs(0) (m+1)™ 1+ + (m+ 1>+ (m+1)+1)
= hx(0)f(m1)
hvor f(n1) = (m+ )™=t +... + (m+1)2+ (m+ 1)+ 1. For alle ny € N
geelder
mfm) +1l=m((m+1)" " 4+ (m+1)?+(m+1)+1) +1
=mm+ )" mm A+ 1)+ m(m 1) +m 1
=m(m+ )"+t mm+ 1)+ (m+1)?
=m(m+ 1" 4. 4 (m+1)°
= . =(m+1)™
Der geelder derfor

(M1,Mm2) € g2 | Kra
& Mg = gn(n1)
< ng = hy ()
& ng = hs(0)f(n1)
< mngy + hy(0) = mhx(0)f(n1) + hx(0)
< mng + hy(0) = hn(0)(mf(n) + 1)
< mngy + hy(0) = hn(0)(m 4+ 1)™
& [m-ﬁg—i-gz() gx(0) - m-i-l/\ﬁl}GTFA
& (m1,m2) € Epa (M- 22+ g2(0) = g5(0) - m + 1" 1)
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hvilket viser at g» [ K g4 har navn i FA, som gnsket. O
Som navn for gx [ Kpa i FA vil vi benytte gz, istedet for gs; gs | Kpa. Vi
kan nu benytte Teorem 45 pa FA.

Teorem 54. Lad ¥ O Y ps vere en endelig folge. gs(Tra) har ikke navn i
FA.

Bewvis For at spare lidt pa notationen lader vi g = gy. Ifglge Teorem 45
er det tilstraekkeligt at vise at FA er lukket under

(7) afbildningen ogjy g
(#1) afbildningen dj,
(7i7) komplementering

(4ii) er triviel: hvis M er navn for M C K%, i FA, da er =M navn for
CM i FA.
(i4): Antag M € P(K?%,) har navn i FA. Da geelder

dpy(M) = {k € Kpa | (k,k) € M}
={k € Kpa | M(k,k) € Tra}
= EFA(M(.ILQH))

dvs. dpi(M) har navn M(z,21) i FA.

(7): Det kraever en del arbejde at vise at FA er lukket under 0;}1’ g+ Men
heldigvis kan vi klare os med lidt mindre. Lad

Prig, ={pe Pr%i | p indeholder z; som (eneste) fri variabel,

og alle forekomster af z1 1 p er frie}

og lad OIFA,g veere afbildningen opa g | g(Prisy) X Kpa. Idet EFA(Pr(l)) =
Epa(Pr'z,) (da valgene af frie og bundne variable er underordnet for hvilke
mangder vi kan have navn for) ses det at beviset for Teorem 45 stadig

holder hvis vi overalt erstatter opa 4 med 0%y 4 08 Pr%ﬁ med Pr',. Lad nu

0’1’%9 1 g(Prigy) X Kpa — g(Spa) veere givet ved
O%Ay(k:l, ky) =g (Hxl[:vl = ko A g_l(k:l)]) .
Vi vil vise
0 g(k1, ko) € g(Tra) & Oy 4(k1, k) € g(Tra)

hvoraf det ses at fglge at vi kan erstatte o/ 7,y med g g 1 beviset for Teo-
rem 45. Ekvivalensen vises pa fplgende made. Lad (k1, k‘2) € g(Pripy) x Kpa.
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Da geelder g~ (k1) € Prhy, dvs. g71 (k1) = g7 (k1) (z1). Vi far

Oag(k1, k2) € g(Tra)

& g(@wi[z1 = ko A g~ (k1) (21)]) € g(Tra)

< Jri[ry = ke A g_l(kl)(:vl)] € Tra

S k=ky€Tpog g Yki)(k) €Tpyforenk € Kpy

< g (k1) (k2) € Tpa

& Opa(g7 (K1), ko) € Tra

& 0y 4 (K1, k2) € g(Tra)
hvorved &kvivalensen er vist. Vi mangler nu blot at vise at FA er lukket
under afbildningen

g P(g(SFa)) — P(g(Pris) x Kra).

For at vise dette har vi brug for at benytte at konkateringsafbildningerne og
afbildningen ¢ | Kpa har navn i FA (Lemma 50 og Lemma 53). Antag at
M € P(g(SFa)) har navn i FA. Vi skal vise at da har ofy , ~H(M) ligeledes
navn i FA. Lad (ky, ko) € K%,. Da gaelder

(k1,k2) € oy, (M)

& (k1, ko) € g(Prigy) x Kpa og OFAg(kl,kg) eM
&k € g(Pripy) og g (Elxl[xl =koNg~ (k:l)]) eM
& ki € g(Prigy) ogM( (Fzi[z1 = ko ANg™ 1 k1)) ) € Try
& k1 € g(Pripy) og M(3zi[zy =+ g(ka) * A * ky * *]) € Tra
o D(ﬂ7 k1) € Tpa og ﬂD(%, k1) € Tpa og

M (3z1[x1 = % g(k) * A * by * 1) € Try
< (k1,k2) € Epa (ﬁ(ﬂ,xl) A ﬂﬁ(%,ml)/\

M(M * G(xg) *x A * xq *1))

hvor neestsidste aekvivalens ovenfor folger af at M C g(Spa). Ekvivalensen
viser at o'y g_l(M) har navn i FA. O

Bemarkninger og referencer De centrale idéer i dette afsnit er lant fra
Smullyan ([Smu92]), men alt er her gennemfort et par skridt mere generelt,
hvilket har kreevet en del nye idéer og en del mere teknik, som altsammen
er mit eget.
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7 Formelle Systemer

7.1 Introduktion

I det foregaende har vi bade set eksempler pa formelle sprog som har forma-
liseret en del af naturlige sprog og formelle sprog som har formaliseret en del
af matematikken. I det folgende skal vi koncentrere os om formelle sprog af
den sidstnsevnte type. Indenfor matematik og matematiske sprog er begrebet
bevis et af de mest centrale. Beviser er argumenter som skal etablere sand-
heden af bestemte saetninger i de pagaseldende matematiske sprog. Et bevis
er saledes en raekke af seetninger, som tilsammen klart og med ngdvendighed
udelukker at den pageeldende seetning kan veere andet end sand. Det er langt
fra oplagt hvad det vil sige at noget er “klart” og hvornar noget er pavist
“med ngdvendighed”, og i ssedvanlig matematisk praksis er begrebet bevis
da ogsa et udefineret begreb. Forstaelsen af hvad der i sseedvanlig matematisk
praksis konstituerer et bevis, og hvad der ikke ggr det, bygger pa konsensus—
en konsensus der igennem historien har vist sig at veere ussedvanlig staerk
indenfor netop matematik og matematisk bevisfgrelse. Trods denne steerke
konsensus er der naeppe nogen méade hvorpa vi kan preecisere et kriterium
for hvornar noget udger et bevis i ssedvanlig forstand. I praksis finder vi
et bevis tilstraekkeligt hvis vi ved at leese beviset fgler os “overbeviste” om
at det givne argument har det gnskede som ngdvendig konsekvens. Saleenge
begrebet bevis ikke er naermere praeciseret, har det heller ikke nogen preaecis
mening at tale om hvorvidt en bestemt ssetning kan bevises (er bevisbar)
eller ej. Onsker vi at reflektere over ssetningers bevisbarhed pa en fornuftig
og preecis made, er vi tvunget til at forsgge at give en matematisk preecise-
ring af begrebet bevis. En sadan preecisering vil ngdvendigvis give et begreb
som er mindre “fuzzy” end det intuitive bevisbegreb, og kan derfor aldrig
veere helt identisk med intuitive begreb.
Malet med de folgende afsnit er at fa bevist fglgende pastand

Der eksisterer sande matematiske saetninger som ikke kan bevises. (16)

Det er klart at denne pastand ma preeciseres, for vi kan pavise dens rigtighed.
Vi ma altsa praecisere begreberne “matematisk ssetning” | “sand matematisk
seetning” og “bevis”. Vi vil vente med at praecisere ngjagtig hvad vi leegger
i begrebet matematisk sasetning til senere, og i denne omgang blot ngjes
med at fastlegge at en matematisk seetning er en ssetning i et passende
formelt sprog o. Grundlaeggende set er et bevis som naevnt en raekke af
seetninger, et argument, som pa en bestemt made star i relation til den
eller de satninger i o som beviset tenkes at bevise rigtigheden af. Selve
argumentet kan ses som en symbolstreng over et passende alfabet . Den
eller de szetninger som argumentet etablerer sandheden af, er elementer i
T,. At en symbolstreng b € ¥* beviser en s@tning s € T, kan udtrykkes ved
at parret (b, s) tilhgrer en bestemt relation B C ¥* x T,,, som vi kalder for

63



bevisrelationen. Bevisrelationen knytter sammenhaeng imellem beviser og
det som bevises. Vi preeciserer

Definition 55. Lad o vere et formelt sprog og lad 3 vere en endelig folge
(et alfabet). En relation B pa ¥* x T, kaldes en bevisrelation for . En
streng b € ¥* kaldes et bevis hvis b € dom(B) og en setning s € T, kaldes
bevisbar hvis s € ran(B). Huis (b,s) € B siges b at vere et bevis for s.

Definition 56. Et formelt system ¢ bestar af et formelt sprog o(p) samt
en bevisrelation B(p) for o(p). Vi siger at ¢ er det formelle sprog o(y)
udstyret med bevisrelation B(p). De sande setninger i ¢ er elementerne i
mengden T,,) og de bevisbare setninger i ¢ er elementerne i mengden

ran(B(e)).

Vi skal prgve at finde ud af hvilke egenskaber en bevisrelation B skal have
for at den kan siges at preecisere nogle af de ting vi ssedvanligvis leegger i
begrebet bevis. Forst ma man leegge meerke til at der ikke fas meget ud af
ikke at stille flere krav til bevisrelationen end at det er en relation pa ¥* x T,
for et passende alfabet . For under disse forudssetninger kan vi blot lade
Y = () og lade bevisrelationen B veere

B=Y"xT,={0} xT,

hvorved alle sande saetninger i o bliver bevisbare, med den tomme streng
() som gyldigt bevis. Dette giver naturligvis ikke en fornuftig preecisering
af hvad vi leegger i begrebet bevis, og i dette tilfeelde vil pastanden (16)
veere trivielt falsk. Det er klart at der i et sundt bevisbegreb méa veere en vis
sammenhang imellem beviserne og det som bevises. Dette kan vi dog ogsa
opna pa en triviel made ved at lade enhver sand ssetning vaere et bevis for
sig selv, dvs. lade > = >, og

B={(bs) eX*xT,|b=s}

og dette giver heller ikke en “realistisk” bevisrelation. I dette tilfselde er det
let at afggre om et bevis b er et bevis for en saetning s eller ej, da vi blot skal
checke om b = s, men til gengaeld kan vi kun afggre om en streng b € ¥* over-
hovedet er et bevis, hvis vi kan afggre om b € T,,, og dette kraever egentlig i
sig selv et bevis. Det er klart at vi ikke gnsker at et bevis skal behgve at be-
vises at veere et bevis. Hvis vi antog at det for nogle beviser var ngdvendigt
at bevise at de var beviser, matte disse “beviser for beviserne” vel skulle
veere en del af de oprindelige beviser selv? Vi gnsker at et bevis skal veere
noget endegyldigt og uomtvisteligt, og ikke noget som i sig selv kraever at
blive bevist. Medmindre vi stiller dette krav, bliver et bevis aldrig mere end
et partielt argument; noget som hgjst kan fungere som “overbevis”. Dette
kan maske accepteres i den matematiske praksis, men gnsker vi at studere
bevisbegrebet som et matematisk objekt, kan vi tilsyneladende kun veelge
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imellem at lade et bevis vaere stort set hvad som helst, eller at kreeve at bevis
er noget endegyldigt som aldrig i sig selv kraever bevis. Men hvad vil det sige
at det ikke kraever bevis at indse at et bevis er et bevis? Hvis vi skal kunne
indse at (b, s) € B, for en bevisrelation B, uden at dette kraever et bevis, ma
vi have en systematisk, mekanisk made hvorpa vi kan checke om (b, s) € B
eller ej. Det vi forventer af en realistisk bevisrelation er altsa at det er en
bevisrelation B, for hvilken der eksisterer en rent mekanisk made hvorpa det
for alle (b,s) € ¥* x X¥ kan afggres om (b,s) € B. Nu mangler vi sa na-
turligvis at preecisere hvad vi mener med en “mekanisk” metode. Da Godel,
Alan M. Turing (1912-1954) og andre spekulerede over dette i begyndelsen
af 1930’erne var det ikke sa oplagt hvordan begrebet skulle praeciseres, men
i disse computerdage er det ikke leengere sa vanskeligt. At der eksisterer en
rent mekanisk made hvorpa vi kan afggre medlemsskap i relationen B ma
veaere sekvivalent med at sige at der eksisterer et computerprogram som med
(b,s) € &* x ¥ som input kan svare pa om det er tilfeeldet at (b,s) € B.
For igennem computerprogrammer at fa et stabilt begreb, ma vi forestille os
at vi opererer pa en computer med ubegraenset datakraft. Computere kan
programmeres i mange forskellige programmeringssprog, men disse sprog er
alle dybest set sekvivalente, da de i sidste ende alle bliver reduceret til de
samme fysiske operationer i maskinens hardware. Vi vil i det fglgende af-
snit definere et typisk imperativt programmeringssprog kaldet while, som vi
derefter vil benytte som grundlaget for vores definition af mekanisk metode
eller mekanisk afggrbarhed.

Bemerkninger og referencer Dette afsnit er hovedsageligt baseret pa egne
overvejelser, inspireret af diskussioner omkring beregnelighed og Gdédels u-
fuldstzendighedsteorem. Begrebet bevisrelation og det deraf fremkomne sy-
stembegreb er mit eget forsgg pa at generalisere systembegrebet et skridt
videre end det klassiske formelle system, hvor beviserbarhed er begraenset
til at veere bestemt af en reekke aksiomer og slutningsregler.
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7.2 Definition af while-sprogene

I dette afsnit definerer vi programmeringssproget while. Ethvert program i
while tager et antal strenge over et alfabet ¥ som input og giver en streng
over samme alfabet som output. Vi vil ikke lase os fast pa noget bestemt
alfabet X, hvorfor vi definerer et sprog while(X) for enhver endelig, ikke-tom
fglge .

Et program i et while-sprog kunne f.eks. se saledes ud:

x1 = last(xy); %o := nlast(xy);y := conc(xa, x1);

while x5 do y := conc(y, x1); X := nlast(xs) end

while er et imperativt sprog, dvs. programmerne i while kan ses som
algoritmer—programmerne bestar af instruktioner (ger dit, ger dat), som
enten kan udfgres af en maskine eller et menneske. I det givne eksempel
udfgres algoritmen pa fslgende made:

Instruktionen x; := last(x3) beder os om at udtage det sidste
symbol i den streng x4 betegner og herefter lade x4 betegne dette
symbol.

Instruktionen x5 := nlast(x,) beder os om at danne strengen af
alle paneer det sidste af symbolerne i den streng x5 betegner, og
herefter lade x5 betegne den saledes dannede streng.

Instruktionen y := conc(xa, x1) beder os om at tage de to strenge
a og b som henholdsvis x5 og x; betegner, og konkatenere disse
til strengen ab, som herefter skal veere strengen y betegner.

Instruktionen
while x5 do y := conc(y, x1); X2 := last(xy) end
beder os om at udfgre instruktionerne
y := conc(y, X1); Xp := nlast(xa)

gentagne gange indtil x, pa et tidspunkt bliver tilknyttet veerdien
(), dvs. kommer til at betegne den tomme streng. Den tomme
streng er vores modstykke til konstanten false, som ssedvan-
ligvis benyttes i denne type sprog. Det kan ske at x5 aldrig
bliver tilknyttet veerdien (), og da vil programudferslen aldrig
slutte. I dette tilfeelde far vi saledes ikke noget output fra pro-
gramudfgrslen. Hvis udfgrslen af instruktionerne pa et tidspunkt
terminerer, vil outputtet veere den streng som y betegner pa
terminerings-tidspunktet.
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Gennemgangen af ovenstaende program-eksempel illustrerer det meste af
intuitionen bag programmeringssprogene while(X). Vi kan nu ga videre med
den stringente matematiske definition af disse sprog. For enhver endelig,
ikke-tom fglge . definerer vi while(X) som et enkelttypet normalsprog,
hvor programmerne er sprogets praedikatnavne.

Definition 57. Lad X vere en endelig, ikke-tom folge. Alfabetet og maeng-
den af konstantnavne i while(X) defineres ved

thile(z)zzu{aﬂbv"'7Z}U{(? )a ) /a “ :}U{’}

Kwhile(E) = X"
(n)
while(X)
variabelnavne) og termer i stil med hvad vi gjorde for sproget FA (Eksempel
9) . Vi definerer en mangde af input variable V; og en mangde af interne
variable V,,:

For vi kan definere mengderne Pr ma vi indfore variabler (egentlig

Vi, = {X', " %" .. } .
Ve = {z’, z' 2" .. } .
Vi benytter igen forkortede skrivemader x, og zn for elementerne i V; og V,,

henholdsvis. n kaldes som tidligere for variablen xy's indeks. Maengden af
variable Vyniie lader vi nu vere

Vinite = Vi UV, U {y}

hvory kaldes for output variablen. Mengden af termer Ty, C X* defineres
rekursivt ved folgende definition

(1) Hvis v € Vynite sav € Tx.
(13) Hvis a € ¥* sa a € Tx,.

Hvis t € Ty, sa nlast(t) € Tx.

)
)
(iid) Hvis t € Ts sd last(t) € T..
(iv)
)

(v

(’Ui) Hvis t1,t9 € Ts sa eq(tl,tg) e Tx.

Huis t1,ty € Ty, sa conc(ty,te) € Tx.

Vi kan nu definere mengden af predikatnavne Pryysiqs) rekursivl ved
(i) Hvis v € Vynize 09 t € Ty, sa v:i=t € Propite(s)-

(43) Hvis p1,p2 € Pripine(s) $6 p1;p2 € Proniie(s)
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(#99) Hvist € T 0g p € Propiie(s) S
while ¢ do p end € Prypiie(s)-

(n)

Maengden Pryysie(x) splittes op © mengderne Prwhile(E

) pa folgende made

Prf,z)ile(g) = {p € Prunite(n) | Xa—1 er input variablen

i p med det hgjeste indeks}

Bemerk at vi med denne definition far Pré?l)ile(z) = 0.

Vi skal nu definere en semantik for sproget while(X), som skal pracisere
den ovenfor angivne intuition. Denne semantik defineres vha. hukommelses-
tilstande. En hukommelsestilstand f i while(X) er en endelig funktion
f € Vinite X . En hukommelsestilstand er altsa en funktion som knytter
veerdier fra X* til en endelig delmengde af elementerne © Vini1e. Mengden

af alle hukommelsestilstande i while(X) betegnes memsy. Vi har saledes
memy, = {{(Ula kl)? EEICE) (Una kn)} n e Na V; € ‘/whilea kl S E*}

Nar vi udforer et program (et predikatnavn) i sproget while(X) har vi til
ethvert tidspunkt under programudforslen en entydig hukommelsestilstand,
som opregner hvilke verdier der er knyttet til hvilke variable. En program-
udforsel kan derfor ses som en folge af hukommelsestilstande, hvor output-
tet fra programudforslen pa det eventuelle termineringstidspunkt er verdien
f(y), hvor f er hukommelsestilstanden til dette tidspunkt ogy er output vari-
ablen. Givet en hukommelsestilstand f € memy, og en term t € Ty, betegner
t under f et bestemt element i ¥*. Dette element benavnes bets(t, f), hvor

betsy : T X memy, — 2*
defineres rekursivt pa lengden af t € Tx;, ved

f(t) hvist € dom(f)

(1) Hvis t € Vipi1e sa betx(t, f) =
0 ellers
(13) Hwvist € ¥* sa betx(t, f) =t.

oy hvis bety(ta, f) = a1 ... an

(1it) Hvis t; = last(t2) sa betx(t1, f) = {() hvis bets(t2, f) = ()

(1v) Hwvis t; = nlast(ta) sa

Qa1...0n—1 hvis bets(te, f) =aj...ay

bets(t1, f) = {() hvis betx(t2, f) = ()
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(v) Hwis t; = conc(te,t3) sa betx(t1, f) = ab, hvor a = betx(ta, f) og
b = betx (3, f).

(vi) Hwvis t1 = eq(ta,t3) sa

bets(t1, f) {Z‘l hvis betx(ta, f) = betx(ts, f)

() ellers
Meningen med (vi) er at hvis ta og t3 betegner forskellige elementer i ¥* sa
vil eq(ta,t3) betegne (), som er vores modstykke til konstanten false, og hvis
ta og ts betegner samme element, da vil eq(ta,t3) betegne det forste element
i folgen 32, som kan opfattes som modstykke til konstanten true. eq er en
forkortelse af “equal” eller “is equal”.

Som vi var inde pa tidligere vil enhver terminerende programudfarsel,
dvs. en programudforsel som pa et tidspunkt slutter, afbilde en starthukom-
melsestilstand pa en sluthukommelsestilstand. Givet et predikatnavn p €
Prypiie(s), en starthukommelsestilstand f € memsy, og en til p og f horende
sluthukommelsestilstand g € memy, siger vi at p beregner g udfra f. Vi
skriver bers(p, f) = g, hvor

bers, : Prpiie(s) X mems — mems,
defineres rekursivt pa lengden af p € Prypiies) ved
(1) Huis p = v:=t sd bers(p, f) = {(v,bets(t, £))} U f | (Vinire — {v})-
(i1) Hvis p = p1;p2 sd bers(p, f) = bers(p, bers(p1, f)).

(131) Hvis p = while t do p; end sd bers(p, f) = fn, hvis der eksisterer en
endelig folge (fo, f1,. .., fn) med folgende egenskaber

(a) fo= 1.

(b) fit1 = bers(p1, fi) for alle i < n.
(c) bets(t, f;) # () for alle i < n.
(d) bets(t, fn) = ().

Hvis en sadan endelig folge ikke eksisterer, lader vi bers(p, f) = 0.

Meningen med (iii) er at vi gentagne gange udforer p mens vi heletiden op-
daterer hukommelsestilstanden f;. Hvis vi pa et tidspunkt kommer til en hu-
kommelsestilstand f,, under hvilken t betegner (), da slutter vi med at udfore
p, og lader bers(p, f) vere den pa dette tidspunkt opndede hukommelsestil-
stand. Hvis vi kan fortsette med at udfore p uden at t pa noget tidspunkt
kommer til at betegne (), vil programudfprslen veere ikke-terminerende, og
1 dette tilfelde lader vi p udfra f beregne den tomme hukommelsestilstand
0e mems;.
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Udfra afbildningen bery, kan vi nu definere navngivningsafbildningen for
while(X). Lad p € Prfgile(z). Vi siger at p givet input (ki,... ,kp—1)
beregner output k, hvis

(v,kn) € bers(p, {(x1,k1), .-+, (Xa—1,kn—1)})

dvs. hvis p udfra starthukommelsestilstanden givet ved at input variablene
X1,...,Xp—1 betegner ki, ..., kn,—1 henholdsvis, vil beregne en sluthukommel-
sestilstand 1 hvilken output variablen y betegner ky. Vi lader nu

Eanirez)(p) = {(k1,... ,kn) | p givet input (k1,... ,kn_1) beregner output ky}

={(k1,...  kn) | (v, kn) € bers(p, {(x1,k1),. .. (Xn—1,kn-1)})}-

Da det altid er meningsfuldt at spgrge om p med input ki,... ,kn_1 giver
output k, lader vi
Mni1es)(p) = Kv?hile(z) Jor alle p € Préﬁile(E)

hvorved while(X) bliver et enkelttypet sprog. Dette afslutter vor definition
af while(X).

Eksempel 58. De i praksis forekommende imperative programmerings-
sprog vil typisk have en udvidet syntaks i forhold til den vi ovenfor har
givet for while-sprogene. Man arbejder for eksempel med praedikatnavne af

typen

if ¢ then p; else p2 end

og
repeat p until ¢ end.

Sadanne praedikatnavne indfgres blot for at lette programmeringen og laes-
ningen af programmerne—de giver ikke anledning til en rigere semantik,
idet de alle kan omskrives til ren while(X) syntaks. Nar vi i det folgende i
et preedikatnavn p € Prypsie(s) skriver if ¢ then p; end med ¢ € Ty og
P1 € Pryniie(s) skal det da opfattes som en forkortelse for

v:=t; while v do p;; v:=() end (17)

hvor v € V,, er en intern variabel som ikke forekommer andre steder i p. Det
ses at en udforsel af (17) som en del af p svarer til at udfere p; én gang hvis
t betegner en streng # () og ellers ikke foretage noget (tildelingerne til v er
underordnede da v ikke forekommer andre steder i p). Tilsvarende kan vi
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opfatte et udtryk pa formen if ¢ then p; else ps end hvor t € Ty og
P1,P2 € Prypite(s) som en forkortelse for

v1:i=t; vUg:i=Xq;
while v; do p1; v1:=(); v2:=() end;
while vy do pa; v2:=() end
hvor v1,v9 € V,, er interne variable som ikke forekommer andre steder i det
pradikatnavn hvori udtrykket indgar.
Overskueligheden af et program kan desuden lettes ved at benytte sig af

“subprocedurer” i programmet. Lad p; € Préz)ile(z) og lad vy,... ,vp41 €

Vimite- Nar vi i et preedikatnavn p € Pryp;ie(s) skriver

Unt1:=p1(V1, ... ,0)

skal det opfattes som en forkortelse for praedikatnavnet pq, hvori alle fore-

komster af x1, ..., x,,y er erstattet af vy, ..., v,41 henholdsvis, og hvori alle
andre forekommende variable er erstattet med nye variable som ikke i forve-
jen forekommer i p. Forekomsten af vy, 41:=p1(v1,... ,v,) 1 p kan ses som et

“subprocedure-” eller “funktions-kald” af programmet p; i programmet p.

Eksempel 59. Vi vil i dette eksempel vise at afbildningen

om = Opa | Pri)

som vi benyttede i Afsnit 6.4 har navn i while(Xpy). Vi skal altsa konstruere

®3) (1)

et praedikatnavn subst € Prwhile(zm) som givet input (p, k) € Pry; x Kpa

beregner output

orA(p, k) = Opa(p, k) = p(k),

dvs. som tager preedikatnavnet p og heri erstatter alle frie variabelforekom-
ster med k. Konstruktionen deles op i trin ved at benytte “subprocedurer”
som vi introducerede i ovenstaende eksempel. Forst angiver vi et preedi-
katnavn takevar € Préi)ile( P
betegner en streng pa formen ax; med x; = 2”& € Vpy vil beregne en hu-
kommelsestilstand hvor y betegner x; og x; betegner . takevar defineres

som fglgende praedikatnavn

) som udfra en hukommelsestilstand hvori x4
1"eoot

y :=x; Xy :=nlast(x;);
while eq(last(xy),’) do
x; :=nlast(xy); y := conc(’,y)
end;
x1 :=nlast(x;); y := conc(z,y)

Man overbeviser sig let om at det givne praedikatnavn har den gnskede
egenskab. Vi kan nu benytte takevar til at konstruere et nyt preedikatnavn

freeocc € Pr(3)

vhile( FA) med felgende egenskab:
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hvis ax;8 € PTEJIZ med z; € Vpy vil freeocc udfra en hukom-
melsestilstand hvor x; betegner a og x5 betegner z; beregne en
hukommelsestilstand hvor y betegner 0 hvis forekomsten af z;
mellem « og [ i ax;f er fri og () hvis forekomsten er bunden
(veerdierne betegnet af x; og x5 er bevarede).

freeocc defineres som fglgende praedikatnavn

if eq(last(xy),d) then y :=(); z1 := () else
if eq(last(x1),V) theny :=(); z1 := () else y:=0; 21 := x; end
end;
while z4 do
Zo = 0;
while z5 do
if eq(last(z1),[) then z; := nlast(z,) else
if eq(last(z1),]) then z; := conc(zz,0) end
end;
zy = nlast(zl); if eq(zi,()) then z; := () end
end;
if eq(last(zy),z) then
z3 := takevar(z;);
if eq(zs,xp) then y :=(); z1 := () end
end
end

Hjertet i ovenstaende while-program er en lgbende optelling af forekom-
sterne af [ og | i strengen « (som x; betegner i starthukommelsestilstanden)
for at lede efter variabelforekomster som “binder” variabelnavnet z; (som
X betegner i starthukommelsetilstanden) i strengen ax;(. Udfra takevar
og freeocc er vi nu i stand til at give preedikatnavnet subst som udfra en
hukommelsestilstand hvor x; betegner p € Pr%{i 0g X5 betegner k € Kpy
giver en hukommelsestilstand hvor y betegner p(k), som er resultatet af at

erstatte alle frie variabelforekomster i p med k. subst far fglgende udseende

while x4 do
if eq(last(x1),z) then
z1 = takevar(xy); zp := freeocc(xy,z1);
if z, then y := conc(xy,y) else y := conc(zy,y) end
else
y := conc(last(x1),y); %1 :=nlast(xy)
end
end
Hvis et praedikatnavn p € Préi)ile@m? skal veere navn for opg ma det som
while-sprogene og begrebet “navn for” er defineret ikke beregne noget out-
put hvis det gives input (k1,k2) ¢ dom(ogs). Derfor er subst ikke navn
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for opa — men hvis vi antager at etplads € Pr(2)

vhile(Sp) O et navn for

Pr%ﬁ x {0} da vil folgende preedikatnavn veere navn for opy :

y := etplads(xy);
if eq(x2,()) then
while 0 do y :=y end
end;
Z1 1= Xo;
while z4 do
if eq(last(z1),0) then z; := nlast(z;) end
end;
y := subst(xq,Xp)

Antag ovenstaende while-program sattes igang med input (k1, k2) € (S%,)2.

Hvis k1 ¢ Prgj vil programudfgrslen aldrig komme lsengere end til den
forste linie. Hvis ko = () vil programudferslen sidde fast i den anden linie
af programmet, og hvis ks indeholder symboler forskellige fra 0 vil pro-
gramudfgrslen fortsasette uendeligt med at gentage linierne 6 til 8. Det ses
saledes at programmet som gnsket er ikke-terminerende hvis det gives in-
put (ki1,k2) ¢ dom(opa). Vi vil ikke her ggre os den umage at konstruere
preedikatnavnet etplads, da dette er en noget omstaendelig—men i gvrigt
uproblematisk—opgave udfra definitionen af Pr%l).

I Appendix A er ovenstaende while-programmer oversat til syntaksen
som benyttes i programmeringssproget Mathematica, og Mathematica er
anvendt til at afprgve programmet subst givet fglgende input

(31’2[1‘2 +x1 = 6/\Vw1[331 cI2 = l‘lHi)

Da Mathematica ikke kan handtere symboler som V og A benyttes istedet
fglgende symboler:

’ der benyttes ‘ istedet for ‘

¥ —
1 > < < w

Vi kan nu preecisere hvad vi mener med mekanisk eller algoritmisk afggr-
barhed af medlemsskab i en meengde, og dermed kan vi fa preeciseret hvad vi
vil kraeve af en realistisk bevisrelation. I overensstemmelse med den eksiste-
rende litteratur vil vi kalde en meengde M for rekursiv hvis der eksisterer
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en algoritme, som kan afggre medlemsskab i maengden. Som naevnt opfatter
vi eksistensen af en sadan algoritme som skvivalent med eksistensen af et
computerprogram der med m som input kan svare pa om m € M eller ej. At
sige at computerprogrammet “svarer pa” om m € M kan praeciseres ved at
kreeve at computerprogrammet givet input m skal beregne output ¥; hvis
m € M og output () hvis m ¢ M. Vi preeciserer

Definition 60. En mengde M kaldes rekursiv hvis M C (X*)" for en
(n+1)
while(

M = {(klv"' 7kn) ‘ (kla--- 7kn;21) S Ewhile(E)(p)}
()" =M = {(k1,... . k) | (k1. ki, ) € Eanine(s)(p) }

endelig folge 3 og der eksisterer et predikatnavn p € Pr ) med

Begrebet “realistisk bevisrelation” defineres nu igennem begrebet rekur-
siv meengde.

Definition 61. Lad o vere et formelt sprog og lad B C ¥* x T, vere en
bevisrelation for o. B kaldes en realistisk bevisrelation hvis B er rekursiv.

Bemerkninger og referencer De her introducerede while-sprog er en variant
af while-sprogene som defineres hos Odifreddi ([0di92]) og Jones ([Jon97]).
Ved at indfgre begreberne input variable, output variable og interne vari-
able har jeg opnaet at fa en lidt simplere syntaks og lidt kortere program-
mer end hos Odifreddi og Jones, hvor ethvert program ma indledes med en
kommando read xi,... ,x, og afsluttes med en kommando write x;. Dette
betyder blandt andet at hos de to forfattere kan to programmer ikke uden vi-
dere konkateneres, hvilket ggr at der hos disse forfattere ma skelnes imellem
kommandoer og programmer, som ggr hele behandlingen af while-sproget
lidt mere kompliceret.

Valget af at definere rekursivitet igennem programmering er truffet, da
dette i disse moderne computer-tider synes at veere mest naturligt, fremfor
f.eks. at indfgre Godels p-rekursive funktioner, hvortil det er vanskeligt at
fa knyttet en god intuition omkring styrken af det definerede begreb. At
valget af programmeringssprog er faldet pa while skyldes at dette sprog
forekommer som det intuitivt mest naturlige bud pa et universelt sprog til
formulering af algoritmer. Dette skyldes dels at while-sproget er imperativt
og dels at det er det mest velkendte sprog i computerverdenen, idet det udggr
grundlaget for sprog som C og Pascal. Sproget while er udelukkende valgt pa
grund at dets fortrin med hensyn til intuition—pa det tekniske plan kunne vi
have klaret os noget lettere ved at veelge et funktionsprogrammeringssprog,
for slet ikke at tale om et logikprogrammeringssprog.

Programmerne i Eksempel 59 har jeg selv skrevet.
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8 Begransninger i formelle systemer

8.1 Godels Ufuldstaendighedsteorem

Med indfgrslen af begrebet “realistisk bevisrelation” kan vi nu preecisere
(16) pa fglgende made:

Der eksisterer sande matematiske saetninger som ikke kan bevises (18)
med en realistisk bevisrelation.

Vi mangler stadig at praecisere hvad en matematisk szetning og en sand
matematisk szetning er, men vi kan i hvert fald uden videre opfatte enhver
af ssetningerne i FA, der alle udtrykker egenskaber ved de naturlige tal,
som matematiske ssetninger. For disse ssetninger har vi allerede defineret et

sandhedsbegreb. Vi skal i dette afsnit vise at der gaelder

Der eksisterer sande saetninger i FA som ikke kan bevises med en

.. ) . (19)
realistisk bevisrelation.

hvoraf (18) fglger, hvis vi regner den formelle talteori i FA som en del af
matematikken. Resultatet (19) er Godels Ufuldstaendighedsteorem, i en lidt
generaliseret variant. Fgr vi nar frem til dette resultat ma vi igennem en del
tekniske beviser. Vi starter blgdt med

Lemma 62. For enhver endelig folge > har mangden
E = {k € ran(gx) | strengen 95" (k) bestdr af netop ét symbol }
navn i FA.

Bevis Antag ¥ = (s1,...,8y). Dadersaforallei € {1,... ,m} geelder
hx(s;) =i og hermed gx(s;) = i fas

nekr
& ge'(m) =s; forenie{l,...,m}
sn=gx(s;)=iforenie{l,...,m}

S [Lrm,m+1)A-n=0] € Tpa

dvs. L(z1,m+ 1) A—z; =0 er navn for E. O
Hvis g : ¥* — K, er en Gddel-kodning i et formelt sprog ¢ vil vi for
alle M C (X*)" lade

g(M) = {(g(k1),- -, g(kn)) | (k1, ..., kn) € M}.

Hvis f C (X*)™ er en funktion bliver g(f) saledes en funktion

9(f) = g(dom(f)) — g(ran(f))

med egenskaben

9k, k1) = g(f(g7 k1), g7 (knea))).
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Teorem 63. Lad ¥ vere en endelig folge og lad M C (X*)". Hvis M har
navn i while(X) sa har gsy (M) navn i FA for en ¥’ D X..

Bevis Lad # og | betegne to symboler som ikke indgar i ¥ og som er
forskellige fra symbolerne x, y, z og ’. Lad nu

E/ = 2(#7 |7X7 Y7Z7/)'

I lighed med tidligere lader vi af notationsmaessige arsager g = gsv. Vi skal
(n)

while(s) har billedet under g af meengden

vise at for alle p € Pr

Ewhile(E)(p) = {(kb s 7kn) ’ (v, kn) = berg(p, {(le kl)a ooy (Xno1, kn—l)})}

navn i FA. Hertil har vi brug for at “repraesentere” afbildningen bery i FA.
bery, er en afbildning af typen

Pripiie(s) X memy, — memy.

For at kunne repraesentere bery; i FA ma vi kunne repraesentere elementerne
fra memsy, som elementer i Kpa. Det gores pa folgende made. Lad

R= {#U1|7€1#Uz|k2#"'#vn|/€n# € S*In € N,v; € Vinite, ki € E*}

og definér r : R — memy, ved

7"(3'%'/:”1“{1:/%'& T #Un|kn#) = {(Ulv kl)? s 7(2}”7 kn)} :

r er veldefineret da Vypize 0g ¥ ikke indeholder symbolerne som | og #
betegner. For alle vy, ... ,v, € Vinile 0g alle k1, ..., k, € X* kan vi benytte

¢ = Fvoi|ki# - Fonlkn# € R
som en “repraesentation” i S* af elementet
f= {(Ulv kl)? sty (Um kn)} = T‘(g@)

fra memy. Bemaerk at der her gaelder f(v) = k hvis og kun hvis #v|k# er
en delstreng af ¢. Vi kan videre benytte

k= g(p) = g(#o1lk1# - - Fon|kn#)

som en repraesentation af f i Kpq. Hermed bliver g(R) mengden af alle
repracsentationer 1 K gy af elementer fra memsy.

Pastand 1. g(R) har navn i FA.
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Bewvis Vi viser forst at meengderne g(Vynize) 0g ¢(X*) har navne i FA.
Der geelder

k € g(Vinite)

&k € ran(g) og g (k) = y eller der eksisterer en streng a = " af
apostroffer sa g=1(k) = xa eller g~1(k) = za.

S k=yVir [Vmg[ﬁ(fvg,xg) ANE(z3) —x3="]A

[y

[k‘z;*ajg\/k‘:g*xg]] € Tra

som viser at g(Vini1e) har navn i FA. Lad m betegne antallet af elementer i
Y. g(¥*) har navn i FA da

ke g(Xr)
& k €ran(g) og g~ (k) er en streng af symboler fra ¥
& ran(g) (k) AVao[D(x2, k) A E(x2) —
To=X1Vaxa =XV Vg =Xy] €Tm

Vi er nu klar til at vise at g(R) har navn i FA.

k€ g(R)

& k € ran(g) og g 1 (k) er en streng pa formen #v;|k1# - - - #vy,|kn# hvor
n € N,v; € Vinite, ki € X*.

& k € ran(g) og g (k) = ## eller g1 (k) er en streng som begynder og

slutter pa # og i enhver delstreng af g~'(k) pa formen #a#, hvor a
ikke indeholder #, er a pa formen v|k med v € Vynii1e 0g k € X*.

Sk =H#H#V [F(ﬁ, k) /\g(ﬁ7 k) A ng[ﬁ(ﬁ* Ty * #, k) A ﬁﬁ(ﬁ, x9) —

Jz3Iz4T = T3 * | K T4 A 9(Vimite) (w3) A g(3*)(24)]]] € Tra

som viser det gnskede. O
Vi far ogsa brug for at kunne repreesentere endelige, ikke-tomme fglger
af elementer fra memsy, i FA. Hertil lader vi

Q={#v102...0n# |n e N—-{0},p; € R}.

Enhver endelig, ikke-tom folge (fi,...,fn) af elementer i memy kan nu
repraesenteres i S* ved en streng #p1...pn# € @, hvor r(p;) = fi. Da
alle ¢ € R bade begynder og slutter pa #, svarer der til ethvert element
i @ pa entydig made en endelig folge (f1,..., fn) af elementer i memy,. Vi
kan da repracsentere (fi,..., fn) ved konstantnavnet g(#¢1 ... on#) 1 FA.
9(Q) bliver maengden af alle repraesentationer i K g af endelige, ikke-tomme
fglger over mems:.

Pastand 2. ¢g(Q) har navn i FA.
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Bevis Der geelder

keg(Q)

&k € ran(g) og g (k) er en streng pa formen #¢...,# hvor n €
N — {0} og ¢; € R.

& k € ran(g) og g~ (k) begynder og slutter pa ## og for enhver del-
streng af g~ (k) pa formen ##a#4, hvor « ikke indeholder ##, geelder
#a# € R.

& P(#4,k) NS(#4, k) ANVxo[D(F4 * w9« #4, k) A

ﬁﬁ(ﬁ, r2) — g(R)(# * 22 % #)] € Tra

som viser det gnskede. O

Vi vil vise at der for ethvert preedikatnavn p € Prypsies) eksisterer et

praedikatnavn bry(z1, z2) € Pr% med fplgende egenskab

for alle 1,2 € R geelder:

bers(p,7(¢1)) = r(p2)
(1)

brp(p1, p2) € Tra.

Hvis denne egenskab er opfyldt ses preedikatnavnene br), tilsammen at udggre
en “repraesentation” af afbildningen bery, i FA. Har vi forst fundet pree-
dikatnavne br, for alle p € Pryniies) opfyldende (1) geelder for ethvert

pE pri og alle (k1,... k) € X*:

while(X)

(k1,... kn) € Enite(s) ()
& (v, kn) € bers(p, {(x1,k1), - -+, (Xn—1,kn-1)})

& bers(p,r(p1)) = 7(p2), hvor @1 = #x1|k1#xo|ko#t - - - #xn_1|kn_1# og
w2 € R indeholder #y|k,# som delstreng.

& bry(p1, p2) € Tra, hvor 1 = #xa|ki#xo|ko# - - #xa_1|kn_1# 0og 2 €
R indeholder #y|k,# som delstreng.

& Fxp 1 [brp(#Fxo|k1# - Fxn—1|kn—1#, Tnt1) A g(R) (Tn41) A
D(#y|kn#t, tnt1)] € Tra

& Arppr[brp(Fxa] x by x o+ x F g * ko1 * #, Tpg1) A g(R)(xpi1) A
D(#y| * kn * #,2n11)] € Tra

< (gk1), ... ,9(kn)) € EFA(EIan[brp(#id* Ty Fx

* F#HXno1| * Tno1 * #. Tnt1) A g(R)(Tn+1) A ﬁ(@ * T * #, mn—i-l)])

Ovenstaende skvivalens viser at for ethvert p € Préﬁle(z) eksisterer et
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preedikatnavn g € PrgLA) med

Era(q) = {(g(k1), - s 9(kn)) | (k1, .. kn) € Eanirers)(0)}
= g(Ewhile(E)(p))

som er det gnskede resultat. Beviset er saledes fuldfgrt nar vi har vist ek-
sistensen af preedikatnavne br, € Pr% med egenskaben (1). I forbindelse
med at opna en reprasentation af bery i FA ved praedikatnavnene br, ma
vi fgrst finde en repraesentation i FA af afbildningen
bets: : 7% X memy, — X*.

Vi vil vise eksistensen af preedikatnavne bt(xy,z2) € Pr% for alle t € Tk,
med egenskaben

for alle p € R, v € ¥* geelder:

betx(t,7(¢)) = «

2
btt(f, g) € Tpy. ( )

Eksistensen af praedikatnavne bt,(z1, z2) € Prg for alle ¢t € Tx. opfyldende

(2) bevises ved induktion pa lengden af ¢ efter samme mgnster som vi
definerede betx (¢, f) rekursivt pa leengden af ¢ i Definition 57. Vi har altsa 6
tilfeelde som vi skal gennemga (de forste 2 tilfselde er basistilfeelde, de sidste
4 er induktionsskridt):

(i) Hvis t € Viniie geelder for alle ¢ € R, € ¥*:

bety (¢, r(p)) = «
< der gaelder en af folgende:

(a) t € dom(r(p)) og (t,a) € r(p).
(b) ¢ ¢ dom(r(y)) og o = ().

& der gaelder en af fglgende:

(a) #t|aF er en delstreng af p.
(b) #t| er ikke en delstreng af ¢ og a = ().

& D(#tlo#, o) V [~D(#t], ) Aa = 0] € T
dvs. (2) bliver opfyldt for alle ¢ € Vi1 hvis vi for disse ¢ lader
bty (21, 20) = D(##t] % w2 % #,21) V [~D(#t], £1) A zy = 0].
(13) Hvis t € ¥* geelder

betE(ta r(@)) =
St=«
St=ac€Trs

79



dvs. (2) bliver opfyldt for alle ¢ € ¥* hvis vi for disse ¢ lader

btt(ﬂjl,xg) = [ZL‘l =21 Nx2 = ﬂ
(7i7) Hvis t = last(t2) sa

bety (t,7(¢)) = «
< der gaelder en af fglgende:

(a) bets(ts,r(¢)) = () og a = ().
(b) « bestar af netop ét symbol og er suffiks i betx (2, 7(¢)).

& [bty, (0, 0) Na = 0]V [E(a) A 3z3[S(a, 23) A bty, (v, 23)]] € Tra

idet vi undervejs som induktionsantagelse benytter eksistensen af et
praedikatnavn bt;, opfyldende (2). Ekvivalensen viser at (2) bliver op-
fyldt for t = last(ty) hvis vi for disse ¢ lader

btt(ébl, 1'2) = [btt2 (131,6) N X9 = 6] vV [E(l’g) VAN 31'3[3(.%‘2, {L‘3) A bty, (:L’l, l’g)“

(7v) Hvis t = nlast(ty) sa

betx (t,7(¢)) = «
& der gaelder en af fglgende:

(a) betx(tz, () = () 0g a = ().
(b) der eksisterer et symbol 3 € ¥ sa betx(t2,7(¢)) = af.

g [bttQ (f’ 6) No= m V dzg [E(l‘g) A bttz (E’ o * x3)] € Tra
dvs. vi opnar det gnskede ved for alle ¢ = nlast(ty) at lade

bti(w1,22) = [bty,(21,0) A xg = 0] V 3x3[E(x3) A bty, (21, 12 * 23)].

(v) Hvis t = conc(ta,t3) geelder

betx (t,7(¢)) = «

< der eksisterer a,b € ¥* sa bety(t2,7(¢)) = a, betx(ts,r(p)) = b
og o = ab.

& Jwz3wa[bty, (@, 23) A bty (0, 24) N = 23 % x4] € Trp

dvs. vi kan for alle t = conc(ta,t3) lade

btt(a?l, :EQ) = 3%331’4[()&2 (Il, 1’3) A\ bttg (.1,‘1, x4) NTo = T3 % .754].
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(vi) Hvis t = eq(to, t3) geelder

bets (t,7(¢)) = «
< der gaelder en af fglgende:

(a) bety(t2,7(p)) = betx(ts,r(¢)) og o = Xy
(b) bets(t2,7(p)) # bets(ts, 7(¢)) og o = ()
& Jas[bty, (@, x3) A bty (@, 23) Na = E1] V

[=323[bts, (@, 23) A by, (@, 23)] Ao = 0] € Tra

dvs. vi kan for alle t = eq(t2,t3) lade

btt(l'l, IL‘Q) = E|l’3[btt2 (l’l, l’g) VAN btts (fL‘l, :L‘3) N X2 = &] V
[—E|I‘3 [btt2 (I‘l, :TJ3) A\ bttg (561, $3)] N To = 6]
Hermed har vi faet vist eksistensen af bt;(x1,z2) € Prg for alle ¢ € Ts; som
opfylder (2). Vi vil nu pa tilsvarende made vise eksistensen af brp(z1,x2) €

Prgz for alle p € Pryniie(s) som opfylder (1), hvorved beviset er fuldfort.
Eksistensen af preedikatnavne br, opfyldende (1) vises ved induktion pa
leengden af p efter samme mgnster som vi definerede bers(p, f) ved induk-
tion pa leengden af p i Definition 57. Vi har 3 tilfeelde (forste tilfzelde er
basistilfaeldet og sidste 2 tilfeelde er induktionsskridt):

(i) Hvis p = v:=t geelder for alle ;1,2 € R:

bers;(p, (1)) = r(p2)
© r(p2) = {(v,betx(t,r(¢1)))} Ur(e1) I (Vinire — {v})
& for alle v/ € Vinire 0g k' € 3* geelder (v/, k') € 7(p2) hvis og kun
hvis der geelder en af fglgende:
(a) v #vog (V,K) €r(p1).
(b) v =wv og k' = bets(t,r(p1)).
& for alle v/ € Vipire 0g k' € X* er #0'|k'# en delstreng af o hvis
og kun hvis der geelder en af fglgende:
(a) v’ # v og #V'|k'# er en delstreng af ¢1.
(b) v =wv og k' = betx(t,r(p1)).

& Va3Vra[g(Vinite) (73) A g(X*)(24) — [D(F * 73 % | * 24 % #, p2) <
[[-zs :Q/\ﬁ(ﬁ*xg*l*:m * #,01)] V
(3 = v A bt(p1,24)]]]] € Tra
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dvs. (1) bliver opfyldt for alle p = wv:=t hvis vi for disse p lader

brp(z1,72) = V3Vz4[g(Vinite) (23) A g(X7) (24) —
[D(# * w3 % | % x4 % #,29)
[Fz3 =v A E(ﬁ * X3 * l * 4 % F#, x1)| V [x3 = v A bty (z1, 24)]]]]

(7i) Hvis p = p1;p2 geelder

bers(p,7(v1)) = r(p2)
& 7(p2) = bers(pe, bers(p1,7(v1)))
& Jaslbry, (1, x3) A brp, (xg,ﬁ)] € Tra

idet vi undervejs som induktionsantagelse benytter eksistensen af prae-
dikatnavne bry, og brp, opfyldende (1). Ekvivalensen viser at (1) bliver
opfyldt for p = p1;ps hvis vi for disse p lader

brp(xl, .732) = Elxg[b?”pl (1,‘1, xg) A bT‘p2 (.733, 332)}
(731) Hvis p = while t do p; end gaelder

bers;(p, (1)) = r(p2)
< der eksisterer en endelig folge (fo, f1,..., fn) med folgende egen-
skaber
(a) fo=r(p1) og fn =r(p2).
(b) fi+1 = bers(p, fi) for alle i < n.
(c) bets(t, f;) # () for alle i < n.
(d) bets(t, fn) = ().

& der eksisterer en streng a € () med folgende egenskaber

(a) #p1# er et preefiks og #pa# er et suffiks i a.

(b) Hvis #¢'¢"# er en delstreng af o hvor ¢, ¢” € R geelder
r(¢") = bers(p,r(¢)).
c) Hvis #¢'# er en delstreng af o som ikke er et suffiks i a og
4
¢’ € R geelder betx(t,7(¢")) # ().

(d) bets(t,r(p2)) = ().
& Jus[g(Q)(x3) N P(#o1#,23) A S(Fp2#, x3) A
VaaVos[D(# = x4 * x5 % #, 23) A g(R)(24) A g(R)(25) —
brp, (24, 25)) AVag[D(F# % 24 % #,23) A S(# % x4 % #,23) A

g(R)(z4) — —bt(24,0)] A bti(2,0)] € Tra
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dvs. (1) bliver opfyldt for alle p = while ¢ do p; end hvis vi for disse
p lader

brp(z1,x2) = Jx3[g(Q)(x3) A F(ﬁ * 21 % F#,23) A g(ﬁ * Tg x F#,13) A
VayVas[D(# * x4 = x5 * #,23) A g(R)(24) A g(R)(25) —
bryp, (x4, x5)] A Vm[ﬁ(ﬁ * 4 % F,23) A —i(ﬁ * x4 %, 23) A

m(m@ — ﬁbtt(l‘zl,ﬁ)] A btt(l'g,ﬁ)].

Dette afslutter beviset. O

Korollar 64. Hvis M C K}, har navn i while(X) for en ¥ 2 0, da har
M nawvn i FA.

Bevis Ifplge Teorem 63 har gsy(M) navn i FA for en ¥/ D . Ifplge
Lemma 53 har afbildningen gsv | Kp4 navn i FA. Lader vi pa ssedvanlig
made gyv (M) betegne et navn for gsv (M) i FA og g5 betegne et navn for
gsy | Kpa i FA fas for alle kq,...,k, € Kga

(k1. kn) € M
& (g5 (k1),- -5 g5 (kn)) € gz (M)
< gs (M) (g5 (K1), - - g5 (kn)) € Tra
o (kiy. .. k) € Epa (m(ﬁ(m), . ,@(%)))

hvilket viser det gnskede. O

Lemma 65. Lad ¥ vere en endelig folge. Lad M C (X*)" og antag at
gsy (M) har navn i FA for en ¥’ 2 3. Da har gs»(M) navn i FA for enhver
DI I

Bevis Lad ¥ = (X;,...,5y), M C (X*)" og ¥ = (X},...,X ) 2%
veere givet sa gsy (M) har navn i FA. Lad ¥ = (X7,...,%",) 2 X vere
valgt vilkarligt. Vi skal vise at gsy/(M) har navn i FA. Der geelder for alle
kl,...,kn € Kpa

(/{:1, ceey k‘n) € gE”(M)
& ki, ko € ran(gse | %) og (952 (K1), - g5t (k) € M
& ki, ... kn € ran(gse | £) og (gsrggi (k1) - -, gsv g (kn)) € gsy(M).

Vi definerer en afbildning g : Kpa — Kpq ved

(k) = 92'953(/@ hvis k € ran(gyr [ %)
= m' +1 ellers
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Veerdien g(k) = m' + 1 for k & ran(gsr | *) er valgt for at opna g(k) ¢
ran(gsy) for disse k. Hermed far vi nemlig for alle k1, ..., k, € Kpy

ki,.... ko € ran(gsy [ £%) og (gsvgsn (k1) - .. gsr g5 (kn)) € gsy (M)
& (9(k1), ..., 9(kn)) € g/ (M).

I alt har vi da

(kl,...,kn) EgE//(M)
< (9(k1),-- -, 9(kn)) € gz (M)
< g (M)(g(k1), - .., 9(kn)) € Tra

hvilket viser at gs;v(M) har navn i FA hvis afbildningen ¢ kan vises at have
navn i FA. Vi viser at g har navn i FA ved at vise at g har navn i while(0)
og benytte Korollar 64.

Ifplge Lemma 48 gaelder for alle afbildninger hg (som defineret i Defini-
tion 46) hvor S = (Sy,...,S)) er en endelig flge:

hs () =0 o)
hS(SZ' .. -Siq) = hS(Sil - Siq_l)(l + 1) + iq.
Lad k = hg(S;, ... S;,) € ran(hg) — {0}. Da geelder ifplge (20):
kdiv(l + 1) = hS(Sil - Siq_1)

hvor xdivy for alle x € N og y € N — {0} betegner det storste z € N sa
y - z < x (heltalsdivision). Desuden geelder

kmod (I +1) =1,

hvor x mod y for alle z € N og y € N — {0} betegner x — y - (zdivy) (rest
ved heltalsdivision). Vi far derfor

hg'(k) = Si, ... S,

= hg'(hs(Si ... Si,_1))S:
= hg' (k div(l + 1)) Skmod (1+1)-

Afbildningen hgl :ran(hg) — S* ses hermed at kunne angives ved fglgende
rekursive udtryk

hs'(0) = ()

7 . (21)
hg (k) = hg (kdiv(l + 1)) Skmod (i+1)-
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Lad som tidligere 7 : N — Kpy veere den bijektive atbildning givet ved
i(n) =n. For alle k € ran(gyr | ¥*) geelder

g(k) = g5 g1 (k)
= ihsyhgni ' (k)
= hyvhsi (k)
hvor hz/hi,l,(ki) udfra (20) og (21) kan angives ved fglgende rekursive udtryk
hsyhsr(0) =0
hsshsi (k) = hsy (hg}, (k div(m” 4+ 1)) ¢ od (me +1)) (22)
= hg/hi,l,(k div(m” + 1)) + hg/( Zmod(m”—l-l))'

Konstruktionen af et navn for ¢ i while(0) deles op i trin ved at benytte
“subprocedurer”. Lad plus veere fglgende 2-plads praedikatnavn i while(0):

y :=nlast(conc(xy, x3)).

Det ses at plus givet input (El,Eg) € K%A beregner output k1 + ko € Kpa.
Tilsvarende kan vi definere et 2-plads preedikatnavn minus ved

while nlast(xsy) do (saleenge x5 ikke betegner 0: )
X1 := nlast(xy);
Xo = nlast(xy)

end;

yi=x1

som givet input (El,Eg) € K%A vil beregne output k; — kg hvis k1 > ks og
output () hvis k1 < ko. Udfra plus og minus kan vi nu definere et 2-plads
praedikatnavn mult som givet input (k1, ko) € Kpa beregner output ky - ko :

y:=0
while nlast(x;) do
y := plus(y, x2);

x4 = minus(xy,1)
end.

Fglgende 2-plads praedikatnavn div vil givet input (ky, ko) € Kpa x (Kpa4 —
{0}) beregne output k; div ks :

y = ();

while x4 do
X1 := minus(xy, X2);
y := conc(y,0)

end
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—og fplgende praedikatnavn mod vil givet input (ky, k2) € Kpa x (Kpa—{0})
beregne output k1 mod ke = ky — ko - (k1 div k2) :

div(xy, xa2);
mult(xa,y);
minus(xy,y).

y:
y:
y:

Ved at benytte det rekursive udtryk for hsyhyy i (22) kan vi nu konstruere
et navn for g i while(0). Bemeerk at (22) kan videreskrives til

hsyhgi (k) = hsyhg ((kdiv(m” + 1)) div(m” + 1)) (m’ +1)* +
his ( ,(/kdiv(m”-l-l))mod(m”—&—l)) (m/ + 1) + hsy (E;c/mod(m”-l-l)) :

Vi angiver herunder et navn for ¢g i while(0) efterfulgt af kommentarer til
programmmet. Til venstre er noteret linienumre.

1 y :=0;
2 Zo i=1;
3 while nlast(x;) do
4 zy := mod(xg, m” + 1);
5 if eq(z1,gs(X1)) then z1 := gy (1)
6 else if eq(Zl,ggu(Eg)) then z; 1= gy (32)
m + 4 else if eq(z1, 9w/ (X)) then z1 =g (X))
m+5 elsey:=m/+ 1;z; :=0;%x1 :=0 end
m + 6 end
2m 44 end
2m+5 end,;
2m + 6 zq = mult(zq, 25);
2m +7 y := plus(y,z1);
2m + 8 Zg :=mult(zy, m' + 1);
2m+9 xy = div(xy,m” + 1)
2m + 10 end.

I linie 4 lader vi z; betegne k mod (m” + 1) hvor k er strengen x;, input-
variablen, betegner. Linierne 5 til m + 4 sgrger for at z; kommer til at

"
kmod (m’+1)

ran(gsy | ¥*), i hvilket tilfeelde linie m + 5 gor programmet klar til at give
output m’ + 1.

Med ovenstaende program er beviset fuldfort. O

Pa basis af det netop viste lemma kan vi, nar vi skal diskutere hvorvidt
maengden af Gédel-numre af en maengde M har navn i FA, blot skrive g(M),
hvor det da er underforstaet at diskussionen geelder for alle g = gs; hvor X

betegne Ay (Z ), medmindre det viser sig at input ikke er med i
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indeholder alle symboler som forekommer i M (eller alle de symboler som af
konteksten ses at veere ngdvendige). Teorem 63 kan hermed gives folgende
simplificerede form.

Korollar 66. Hvis M C (X*)™ har navn i while(X) da har g(M) navn i
FA.

Som et simpelt korollar af dette har vi
Korollar 67. Hvis M er rekursiv har g(M) navn i FA.

Bevis Hvis M er rekursiv geelder M C (X*)" for en endelig folge X og
(n+1)

while(X) sa

der eksisterer et praedikatnavn p € Pr

M = {(kl,... ,kn) ‘ (kl,... ,kn,El) S Ewhile(E)(p)} .

Ifplge ovenstaende teorem har g(Eyniie(s)(p)) et navn IT i FA. Der geelder
nu

g(M) = {(g(k1), -, g(kn)) | (F1,. .. s Fkn,21) € Eunres)(0) }
={(g(k1), ... g(kn)) | (g(k1), ..., g(kn),9(X1)) € 9(Eunirers)(p)) }

dvs. vi har for alle l4,... ,l, € Ky

(lla"' aln) Eg(M)
Ang (lla s aln7g(21)) € g(Ewhile(E)(p))
~ H(ll,... ,ln,&) € Ty

hvilket viser at g(M) har navn i FA. O

Definition 68. Lad ¢ vere et formelt system. ¢ kaldes fuldstendigt hvis
alle sande seetninger i systemet er bevisbare, dvs. hvis T,(,) = ran(B(p)),
og ellers ufuldstendigt. En sand setning som ikke kan bevises, dvs. en

saetning i T,y — ran(B(yp)), kaldes en uafgarbar setning.
Teorem 69 (Godels Ufuldstaendighedsteorem).  FA udstyret med en
vilkarlig realistisk bevisrelation er ufuldstendigt.

Bevis Lad ¢ veere et formelt system med o(¢) = FA og realistisk
bevisrelation B(y). Da B(y) er realistisk er den rekursiv og dermed har
g(B(¢)) navn i FA ifplge ovenstaende korollar. Nu fas for alle k1 € Kpy

k1 € g(ran(B(p)))
< der eksisterer ko € Kpa sa (ka, k1) € g(B(p))

< Jx2[g(B(p)) (22, k1)] € Tra
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hvilket viser at g(ran(B(y))) har navn i FA. Samtidig viser Teorem 54 at
9(Tra) ikke har navn i FA, og derfor ma geelde ran(B(p)) # Tra = Ty ().
a

Bemarkninger og referencer Alle tekniske detaljer i ovenstaende er mine
egne. Lemma 65 er helt mit eget resultat, da man i de saedvanlige, lidt
mindre generelle, fremstillinger kan klare sig med én fast Godel-kodning,
hvorfor resultatet i disse fremstillinger slet ikke kommer pa tale.
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8.2 Generalisering af ufuldstaendighedsteoremet

Vi gnsker i dette afsnit at vise at ufuldseendighed ikke kun opstar i FA
udstyret med en realistisk bevisrelation, men i en meget omfattende klasse
af formelle systemer.

Ethvert formelt system ¢ indeholder to formelle semantikker: dels se-
mantikken for det formelle sprog o(y) og dels en af bevisrelationen B(¢)
induceret semantik. Den sidstnesevnte semantik opstar som den formelle se-
mantik for sproget 3(y) defineret pa folgende made:

Definition 70. Lad ¢ vere et formelt system. Bevissproget hgrende til
©, B(¢), defineres som sproget med samme formelle syntaks som o(p) og
formel semantik givet ved

Th(p) = ran(B(y))
Fia(o) = Sp(e) = Ta(e)-

Med ovenstaende definition er det klart at et formelt system ¢ er fuld-
steendigt hvis og kun hvis Tj(,) = T,(,). Nar skal vise ufuldstaendigheden af
et formelt system ¢ er malet altsa at vise at semantikkerne for de to sprog
B(¢) og o(p) er forskellige. Med henblik pa at opna en generalisering af
Godels Ufuldsteendighedsteorem (Teorem 69) ser vi neermere pa det forhold
som bestar imellem sprogene (3(p) og o(p) for forskellige typer af formelle
systemer .

I Eksempel 59 viste vi at opy har navn i while(Xg4). Det betyder at der
eksisterer en mekanisk made hvorpa vi udfra et praedikatnavn p € Pr%{ og et
konstantnavn k € Kpy kan konstruere saetningen p(k) € Spy, som tillegger
tingen k betegner den egenskab p betegner. Det synes at veere et naturligt
krav til ethvert “fornuftigt” formelt sprog at der eksisterer en mekanisk made
hvorpa vi udfra ethvert konstantnavn k og ethvert 1-plads praedikatnavn p
kan danne saetningen p(k). Vi indfgrer derfor folgende definition.

Definition 71. Et formelt sprog o kaldes realistisk hvis o, = O, | Pr((,l)

har navn i while(X,). Et formelt system ¢ kaldes realistisk hvis o(p) er
et realistisk formelt sprog og B(p) er en realistisk bevisrelation.

Lemma 72. Huis ¢ er et realistisk formelt system med Ky () 2 Kpa geelder

€ ran(Eps) — ran(Eg,),

dvs. den pageldende antidiagonal har navn i FA men ikke i 3(y).

Bevis Lad I = Eg(,) 09" fg(Prél(ap))' Da ran(I) = Ej(,) (Prg(?p)) har

A7 ikke navn i 3(yp) ifslge det specialiserede diagonalargument, Lemma 21.
Ifglge beviset for Lemma 45 gaelder

A= dg(lw) (05(1@’9 (Cg(Tﬁ(so) )))-
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Da ¢ er realistisk har g(T(,)) = g(ran(B(y))) navn i FA ifglge beviset for

Teorem 69. For at vise at A; har navn i FA er det derfor nok at vise at FA
er lukket under komplementering og afbildningen

R 5
U380 - P9(S50)) = Pla(Pryy)).

Lukkethed under komplementering er triviel og blev vist i beviset for Teorem
54. Da ¢ er realistisk har og(,) = 04(,) navn i while(X,), og dermed har
1
9(05(0))  9(Pr) % 9(K () = 9(S5(0)

navn i FA (Korollar 66). For at vise lukkethed under d>! .o-1 . lader vi
Ble) "B(#).g

M € P(g(Sp(p))) med navn M(z1) i FA. Vi skal da vise at

-1 -1 _ (1)
dﬁ(w)oﬁ(@),g(M) - {l € g(Pr,B(@)) | 08(4),9(1,1) € M}

ligeledes har navn i FA. For alle k € K geelder

k€ Bpa (M(9(00(0) (21,3(x1)))
& (K, g(k)) € dom(g(og(,))) 0g 9(0p(p)) (K, g(k)) € M
& ke g(Priy)) o8 905k, g(k) € M

& ke g(Priy.) og g(0s) (97 (k). k) € M

1
s ke g(Pré(zo)) 0g 03(y),g(k k) € M

ske {z € g(Pri) ) o5l € M}

—1 —1
k€ dy)05(0),6(M)

hvilket viser det gnskede. O

FA er et formelt sprog for aritmetik. Det betyder at alle rent aritmetiske
udsagn kan udtrykkes i FA. Der findes mange andre formelle sprog hvori alle
aritmetiske udsagn kan udtrykkes. Dette geelder blandt andet det formelle
sprog ZF, Zermelo-Fraenkels maengdelzre, som pa naturlig made omfatter
aritmetikken. Man kan ogsa forestille sig forskellige flertypede sprog omfat-
tende aritmetikken og eventuelt samtidig andre dele af matematikken. For
alle disse sprog galder et faelles ufuldsteendighedsresultat i stil med Godels
Ufuldsteendighedsteorem. Fgr vi kan formulere og bevise dette generalise-
rede ufuldsteendighedsresultat ma vi praecisere hvad vi vil forsta ved at et
formelt system “omfatter” aritmetikken.

Definition 73. Et formelt sprog o siges at omfatte aritmetikken hvis
K, O Kpa og alle mengder som har navne i FA ogsd har navne i o, dvs.
hvis

ran(FEy) D ran(Epa).
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Et formelt system ¢ siges at omfatte aritmetikken hvis o(p) omfatter
aritmetikken.

Hvis et formelt sprog o ikke opfylder kravet i ovenstaende definition vil
der eksistere mindst ét preedikatnavn p i FA hvis ekstension ikke har navn i
o, dvs. den aritmetiske egenskab eller relation som p betegner i sproget FA,
maengden Epa(p), kan ikke udtrykkes i o. Derfor giver det i dette tilfaelde
mening at sige at o ikke omfatter (hele) aritmetikken. Vi er nu klar til at
formulere og bevise vores generelle ufuldsteendighedsresultat.

Teorem 74 (Generel Ufuldstaendighed). Ethvert realistisk formelt sy-
stem omfattende aritmetikken er ufuldstendigt.

Bevis Lad ¢ veere et realistisk formelt system omfattende aritmetikken.
Da gaelder ifslge Lemma 72

b e € ONER) T ()

og idet ¢ omfatter aritmetikken gaelder sa

€ ran(Ey(,)) — ran(Eg(y,))

Eﬁ(wog_lfg(P?”él(L))
dvs. ran(Ey(,)) # ran(Eg(,)). Hermed fas T,y # Tp() = ran(B(p)). O
Ufuldsteendigheden af de formelle systemer ¢ opnas i ovenstaende bevis
ved at vise at maengden

Eg(p)09~1 fg(PTél(L))

har navn i sproget o () men ikke i sproget 3(¢). Dermed kan de to sprog ikke
veere identiske, dvs. sandhed og bevisbarhed i ¢ er ikke sammenfaldende.
Lad ¢ veere et realistisk formelt system omfattende aritmetikken. Lad I =

Eﬁ((p)og_1 o)y Ifplge ovenstaende bevis har Aj et navn Aj i o(p). Der

geelder da for alle k € Ky,

Ou(p) (A1, k) € Ty
< ke dom(I) og k & I(k)
&k € g(Prag)) og k & Egp)(g~ " (k)
& k€ g(Pryp) 08 Oy (g (k). k) & Tpyp)-

Indseetter vi k = g( Ay) i denne sekvivalens fas



dvs. szetningen Oy, ( A7,9(A)) er sand hvis og kun hvis den ikke er be-
visbar, og ma derfor veere en uafggrbar ssetning i . Vi har saledes for
ethvert realistisk formelt system ¢ omfattende aritmetikken faet udpeget
en uafggrbar setning som demonstrerer ¢’s ufuldsteendighed. Hvis ¢ er FA
udstyret med en konkret realistisk bevisrelation kan vi eksplicit opskrive et
udtryk for Opa( Ar,g(Ap)) = Ar(g( Ar)), idet hele raekken af beviser som
fgrer fra while-programmet for bevisrelationen B(¢p) til et navn for Aj i FA
er udfgrt konstruktivt.

Vi vil prgve naermere at forsta hvad der skaber ufuldsteendigheden. Hertil
beviser vi fglgende resultat.

Lemma 75. Lad ¢ vere et realistisk formelt system med Ky, 2 Kpa.
Enhver mengde M C Kgy som har navn i B(p) har ligeledes navn i FA,
dvs.

ran(Eg,)) N P(Kpa) C ran(Epa).

Bevis Ladp € Prél(zp) med Eg,)(p) € Kra. Viskal vise at Eg(,,(p) da

har navn i FA. Da ¢ er realistisk har bade maengden g(7Tj,)) og afbildningen
9(0g(y)) navne i FA. Der gaelder nu for alle k € Kpa

ke Epy <Q(Tﬁ(s@)) <9<0B(@)) (g(p),g(an))))

< g(0p())(9(P), 9(k)) € 9(Tp(,))

< 0pg(p) (P k) € Tp(p)
S ke Eﬁ(“ﬁ) (p)

som viser at Eg(,)(p) har navn i FA. O
Det netop viste lemma giver sammen med Lemma 72 og Definition 73

at vi for ethvert realistisk formelt system ¢ omfattende aritmetikken har
fglgende billede:

ran(Eo.(g,)) N P(KFA)

ran(Epa) N P(Kpa)

A 1
® T Eppyo9t fg(PTg()@))

ran(Eﬁ(@)) n P(KFA>
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Af figuren ses det at
ran(Eﬁ(q,)) NP(Kpa) C ran(Ea(cp)) NP(KFa)

dvs. enhver egenskab ved de naturlige tal som kan udtrykkes i B(¢) kan

ogsa udtrykkes i FA. Desuden demonstrerer meengden A 5 . )
8¢9 19(Pryy)

at der er egenskaber ved de naturlige tal som kan udtrykkes i FA men ikke i
B(p). Semantikken for FA er saledes i denne forstand mere kompliceret end
semantikken for 3(p), dvs. sandhed i FA er mere kompliceret end hvad der
kan indfanges af bevisbarhed—i hvert fald i det tilfaelde hvor bevisbarhed
er begreenset ved kravet om eksistens af en algoritme til at afggre hvorvidt
noget er et bevis. Hvis et formelt system ¢ omfatter aritmetikken vil sandhed
i ¢ veere mindst lige sa kompliceret som i FA, og derved vil sandhed i ¢ veere
mere kompliceret end bevisbarhed i ¢, hvilket er kernen i ufuldsteendigheden.
Beviset for ufuldsteendigheden er parallelt til Cantors bevis for overteelle-
ligheden af maengden af uendelige fglger M pa maengden {m,w}: I Cantors

bevis vises det at maengden
M —{E\, Es,...} (23)

er ikke-tom for enhver teellelig folge (E1, Ea, . ..) af elementer fra M ved at
konstruere en antidiagonal i maengden M — {E, Ea,...}; og i det generelle
ufuldstaendigsresultat vises det at meengden

ran(Eq()) N P(Kpa) —ran(Egy) N P(Kra) (24)

er ikke-tom ved at konstruere en antidiagonal i denne maengde. I begge
tilfeelde er det gnskede vist nar de respektive meaengder, (23) og (24), er vist
at veere ikke-tomme. Vi vil nu bevise et resultat som viser at metoden med
at konstruere en antidiagonal i en vis forstand er en universel metode nar vi
vil bevise resultater af denne type. Vi far brug for fglgende definition.

Definition 76. En mengde X C P(B) siges at vere lukket under ende-
lige endringer pa B hvis der for alle x,y € P(B) hvor x € X og x ©y
er en endelig mengde gelder y € X.

Eksempel 77. Vi vil i dette eksempel vise at E FA(P’I“;—Q) er lukket under

endelige eendringer pa Kpy. Lad hertil P,Q € P(Kpa) med P € Epy (Pr%i)
og P © Q endelig. Lad P vere et navn for P i FA. Da P S Q er endelig kan
Q skrives pa formen

Q= PU{al,...,an})—{b1,...,bm}
for et valg af ay,... ,an,b1,...,bn € Kga. Vi far derfor for alle k € Kpa

keq
s ke (PU{al,...,an}) —{b1,...,bn}

S[PE)VE=a V- Vk=ap A=[k=b V- Vk=bn] € Tra

93



hvilket viser at @ har navn i FA, dvs. Q € Epa (Pr%l)), som gnsket.

Teorem 78. Lad B vere en tellelig mengde. Lad, som i Lemma 4, A C B
og I : A — P(B). Hvis I(A) er lukket under endelige a@ndringer pa B er
folgende betingelser ekvivalente for enhver V- € P(B)

(1) V ¢ 1(A)
(ii) For enhver velordning (B, <) af B af type!? N gelder at afbildningen
f:+A— B givet ved
f(@) =ming (Vo I(x) —{f(y) |y <z})
er veldefineret og bijektiv og V = Zlof—l.
(i4i) Der eksisterer en afbildning J : B — P(B) med ran(J) = ran(l) og
V=Ay.

Bevis (i) = (ii): Lad b: B — N vaere en vilkarlig isomorfi af (B, <)
pa (N, <). Vi ma forst vise at f givet ved ovenstaende rekursive udtryk
er entydigt veldefineret. Entydigheden fglger umiddelbart af det generelle
princip for definition ved transfinit rekursion i ZF (se [Kun80]). Da V' ¢ I(A)
og I(A) er lukket under endelige sendringer, ma V © I(x) veere uendelig for
alle x € A. Vi viser at for alle x € A findes der en veerdi f(x) € B sa

f(@) =ming (Ao I(x) = {f(y) |y < =})

ved indirekte bevisforsel. Antager vi at en sadan veerdi f(z) ikke eksisterer
for alle x € A ma der vaere et mindste element zy € A sa ingen veerdi f(xz¢)
opfylder udtrykket. Det vil sige et zg € A sa

min ((V © I(z0)) = {f(y) | y < 20})

ikke er veldefineret, altsa et zg sa

(Vol(zo) —{f(y) |y <xo}

er tom. Men da V & I(xg) er uendelig og {f(y) | y < zo} er en maengde med
hejst b(zo) elementer, giver dette en modstrid.

Da f saledes er vist at veere veldefineret, fortssetter vi med at vise at f
er bijektiv. Injektiviteten er triviel, da der for alle x € A geelder

f)e((Vel(@)-{fy)ly<z})

og hermed

fx) €{fy) |y <z}

dvs. for alle x € A er f(x) # f(y) hvis y < z. For at bevise surjektiviteten
antager vi eksistensen af en y' € B — f(A). Da vil geelde

12En velordning (M, <)’s type er det entydige ordinaltal a som ggr (M, <) isomorf med
(@, <) = (@, €).
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Pastand 1. Der er uendelig mange x € A for hvilke y' € I1(x).

Bevis Da B er teellelig eksisterer der en bijektion p : N — (B — {y}).
Definér en afbildning ¢ : N — P(B) rekursivt ved

q(0) = 1(0) U {y'}
og

q(n)U{p(n)} hvis p(n) & q(n)
n+1)= .
o+ 0= { 50T o o < o
Af disse definitioner ses det let at ¢ har fglgende egenskaber
(a) v/ € q(i) for allei € N
(idet ¢ € q(0) og ¢ & ran(p) )
(b) q(i) # q(j) hvis i # j
(idet p er injektiv geelder for alle n € N: hvis p(n) € ¢(n) sa p(n) &
g(n 4+ m) for alle m > 0, og hvis p(n) € g(n) sa p(n) € ¢(n +m) for
alle m > 0)
(c) q(i) ©1(0) er endelig for alle i € N
(idet ¢(0) © I(0) = {y'} er endelig og fordi g(n) og ¢(n + 1) for alle

n € N kun afviger med ét element, p(n) )

Af (c) folger det at (i) € I(A) for alle i € N, da I(A) er lukket under endelige
eendringer pa B. Da vi samtidigt ifglge (b) har at alle ¢(i) er forskellige og
ifolge (a) at de alle indeholder ¢’ er det gnskede hermed vist. O

Pastand 2. Der er uendelig mange x € A for hvilke y' & 1(x).

Bewvis Som ovenfor, men lad istedet ¢(0) = I(0) — {y'}. Dermed bliver
alle ¢(i) forskellige meengder i I(A), hvoraf ingen indeholder /. O
Hvis ¢/ ¢ V geelder for alle z € A

yeVollx)sy ellx).

I dette tilfeelde viser Pastand 1 derfor at der er uendeligt mange z € A for
hvilke ¢ € V & I(z). Hvis der omvendt gaelder y' € V far vi modsat for alle
reA

yeVollx)ey &I(x)

hvorved Pastand 2 ses at vise eksistensen af uendeligt mange = € A for
hvilke ' € V & I(z). Uanset om 3y’ € V eller ej har vi saledes vist at der er
uendeligt mange = € A for hvilke y/ € Vo I(z). Day’ & f(A) ma der som f
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er defineret geelde f(x) < ¢ for alle disse uendeligt mange x € A. Men hvis
f afbilder uendeligt mange = € A ind pa den endelige meengde {y | y < v}
kan f ikke veere injektiv, modstrid.

Vi kan nu vise at V = Ay, #-1. Per definition af f geelder

Ve e A(f(x) e Veol(x))
som kan omskrives til
Vo€ A(f(z) €V o f(z) ¢ 1(2))
og ved indfgrsel af substitutionen y = f(x):

VyeBlyeV —ygI(f ' (y).

Da V C B giver dette os

V={yeB|ygI(f ' (v)} = Doy

som gnsket.

(ii) = (i1i): Da B er teellelig eksisterer der en bijektion b : B — N og
denne bestemmer en entydig velordning (B, <) af B sa b bliver en isomorfi
af (B,<) pa (N,<), dvs. sa (B, <) bliver en velordning af type N. Lad
f: A — B veare givet ved udtrykket i (ii) oglad J =T o f~!: B — P(B).
Idet f: A — B er bijektiv geelder

ran(J) = ran(l o f~1) = ran(I).

Desuden geelder V = Zlof—l =Ay.
(1i1) = (7): Det generaliserede diagonalargument, Lemma 4, giver os at

Ay € P(B) —ran(J) = P(B) —ran([).

Der geelder siledes Ay & I(A) og da V = Ay er det gnskede hermed vist.
Od

Eksempel 79. Vi viser i dette eksempel at kravet om at I(A) er lukket
under endelige sendringer pa B er ngdvendigt i ovenstaende teorem. Dette
gores ved at give et modeksempel til teoremet i et tilfaelde hvor I(A) ikke er
lukket under endelige sendringer pa B. Lad A = B=Noglad I : A — P(B)
veere den konstante afbildning I(x) = (). Lad V' = {0} € P(B). Da geelder
V & I(A) = {0}, dvs. (i) er opfyldt. Men (éii) er ikke opfyldt da den eneste
afbildning J : B — P(B) med ran(J) = ran(I) = {0} er afbildningen med
J(x) =0 for alle z € B og for denne afbildning geelder

Aj={zeBlzgJx)}}={reN|z¢g0d} =N
dVS.ZJ;éV.
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Ovenstaende teorem viser at Cantors diagonaliseringsmetode er universel
i den forstand at enhver delmeengde V' af en teellelig maengde B som kan
vises ikke at vaere i en meengde S C P(B) lukket under endelige sendringer,
kan vises ikke at veere i S ved at vise at V = A for en passende afbildning
J : B — P(B)med J(B) = S og dernaest benytte Cantors diagonalargument
(Lemma 4) for at Ay ¢ J(B) = S.

Af ovenstaende teorem far vi folgende korollar omhandlende formelle
systemer.

Korollar 80. Lad ¢ vere et formelt system hvor Eﬁ(@)(Prg&a)) er lukket

under endelige @ndringer pa Kpg(,). Enhver mengde M C Ky, der har
navn i o(p) men ikke i 5(p) kan skrives som en antidiagonal

M = AEB(&O)Oh

hvor h : Kg,) — Prél(za) er bijektiv, og hermed

1
ran(E(,) o h) = Eﬁm(Prg(L)).
Desuden, hvis M er navn for M i o(p) da er
Oa(cp) (Mv h_l(M))
en uafgorbar setning i @.

Bevis Lad g: X5 ) — Kg(,) veere en Godel-kodning i B(p). I ovensta-
ende teorem lader vi

* B = Kpy)-
o A= g(PT/B(cp)) g B.

o [: g(Prél()@)) — P(Kpg(y)) veere atbildningen Eﬂ(wog_l{g(m&) Y
7

o V=M.
I(A) = Eg, (Prg(gp)) er ifplge forudsaetningerne lukket under endelige &n-

dringer pa B = Kp(,). Da V = M & Eg(,(Prly) ), idet M ikke har navn i
)

(%)
B(p), viser teoremet at der eksisterer en bijektion f : g(Pré,(@)) — Kp(,) sa
M - Zlof_l .

Da dom(f) C ran(g) og g og f begge er injektive kan vi danne afbildningen
h =g 1o f~! som da f er bijektiv bliver en bijektion af ran(f) = Kp(,) pa

- - - 1 1
g lof 1(Kﬁ(so)> =9 1(g(Pré(3p))) = Pré(zp).
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Der gaelder nu

M =Bpopr = A(E5<w)°g g(Pri) et — ABypog-tof -1 = BBy oh
som gnsket.

Vi skal vise at hvis M er navn for M i o(p) da er Oy
uafggrbar i ¢. Der geelder

o) (M, h=H (M)

Oa(tp) (Mv h! (M» € Ta(g&)

QEﬁ(w ‘f(h (7))

hvilket viser at seetningen Og () (M,h=1(M)) er uafggrbar. O
Lad ¢ veere FA udstyret med en realistisk bevisrelation. Da

Eo(o) (Pryy) = Era(Pry)

ifglge Eksempel 77 er lukket under endelige %ndringer pé Kooy = Kpa vil
der i konkrete tilfeelde ogsa typisk geelde at Eﬁ( (Pr er lukket under
endelige sendringer pa Kpg(,) = Ky (). Selvom vi skulle befl)nde os i et tilfeelde
hvor dette ikke geelder, er det uproblematisk at justere pa bevisrelationen sa
vi far en ny realistisk bevisrelation der dels opfylder lukkethedsegenskaben
og dels giver anledning til feerre uafggrbare seetninger end den oprindelige

bevisrelation. Lad os altsa antage at Eg(go)(Prg()@ )) er lukket under endelige
aendringer pa K, i det formelle system ¢. Da er komplementaermaengden

(
P(Kra) — Eﬁ( )(Prﬁ(zo))

ligeledes lukket under endelige sendringer pa Kz4, og hermed ma ogsa meeng-
den

(1) (1)
Bo()(PTo) = Epe) (Pryy)

veere lukket under endelige sendringer pa K g4, idet Ea(¢)(Prl(71(20)) er det. Af
figuren pa side 92 ses det at maengden

(1) (1)
Eoo)(PTy(0) = Epe) (PT()

er ikke-tom. Da den desuden er lukket under endelige sendringer pa K g4 ma
den vaere uendelig. Ovenstaende korollar viser at enhver af disse uendeligt

98



mange maengder kan skrives som antidiagonalen mht. en passende afbildning
og at enhver af maengderne giver anledning til en uafggrbar seetning. Ko-
rollaret viser desuden at alle disse uafggrbare ssetninger er forskellige. Med
andre ord eksisterer der uendeligt mange egenskaber ved de naturlige tal
som kan udtrykkes i FA men ikke i 5(¢) og hver eneste af disse egenskaber
producerer sin egen uafggrbare szetning i det formelle system. Vi kan desu-
den angive konkrete udtryk for disse uafggrbare ssetninger da korollaret er
bevist konstruktivt. Alle kan skrives pa formen

Oo()( DBy y0hs i AByon))

for et passende valg af h.

Bemerkninger og referencer Teorem 78 er mit eget resultat. Jeg er ikke
bekendt med andre resultater som viser noget tilsvarende. Teoremet vil
utvivlsomt kunne generaliseres udover det teellelige tilfeelde, og vil sikkert
ogsa kunne generaliseres en smule i de gvrige forudsaetninger. Beviserne for
Pastand 1 og Pastand 2 i beviset for teoremet er allerede udfgrt i en form
som ogsa kan benyttes i det overtallelige tilfzelde. Der kan gives lidt simp-
lere beviser end de her givne i det teellelige tilfselde, men de mere universelle
beviser er valgt for at pege i retningen af mulige generaliseringer.

99



100



A Mathematica-program

In[1]:=
nlast[x_ /; StringLength[x]<=1]:=""; nlast[x_]:=StringDrop[x,-1]
last["":=""; last[x_]:=StringTake[x,-1]
conc[x_,y_]:=StringJoin[x,y]

In[4]:=
takevar[x1_]:=Module[{y=""1,
y="x"; x1=nlast[x1];
While[last[x1]=="",

x1=nlast[x1]; y=conc[

Y;
I;
x1=nlast[x1]; y=conc["X",y];
yl
In[5]:=
freeocc[x1_,x2_J]:=Module[{y="",z1="",z2="",23=""},
Ifflast[x1]=="E",y="";z1="",
Ifflast[x1]=="A",y="";z1=""y="0";z1=x1]
I;
While[z1!="",
z2="0"
While[z2!="",
Ifflast[z1]=="[",z2=nlast[z2],
Ifflast[z1]=="]",z2=conc[z2,"0"]]
I;

z1=nlast[z1]; If[z1=="",z2="";
I§
Ifflast[z1]=="X",

]
I

vl
In[6]:=
subst[x1_,x2_]:=Module[{y="",z1=""},
While[x1!="",
Ifflast[x1]=="x",
z1=takevar[Unevaluated[x1]];
z2=freeocc[Unevaluated[x1],Unevaluated[z1]];
Iffz2!1=""y=conc[x2,y],y=conc[z1,y]]
,y=concllast[x1],y]; x1=nlast[x1]
]
I;
vl
In[7]:=
X1="EX"X[X"X+XX=0&AX'X[X')X*X"X=XX]]";
x2="00",
In[9]:=
subst[Unevaluated[x1],Unevaluated[x2]]
Out[9]=

Ex' " x[ x" " x+00=0&Ax" x[ X' x*x' ' x=x" X] ]
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