Fascinationen ved knuder

Den gordiske knude:

»At lave en ikke-knude
fra en forelagt knude
med besvcering
krcever et svaerd

fil beskcering.«

Demonstreret af
Alexander den Store.

Af Vagn Lundsgaard Hansen

et er en fascinerende
egenskab ved det 3-
dimensionale rum,

hvori vi lever, at det tillader
knuder. Tag et stykke snor, sl&
en knude p4 snoren, bind de to
ender sammen, og der opstér en
matematisk knude. Mere pre-
cist er en matematisk knude en
lukket kurve i rummet uden
selv-gennemskeringer; for
forstdelsens skyld m& den gerne
anskues som et snorestykke
med sammenbundne ender.
Hyvis den lukkede kurve kan
deformeres over i en cirkel
uden at skere den over i pro-
cessen, kaldes den en #riviel
knude, eller en zkke-knude.

En hejrehéndet person, som
slér en sedvanlig knude pd et
stykke snor for enderne bindes
sammen, frembringer en si-
kaldt hgjrehdndet klgverblads-
knude, mens en venstrehindet
person frembringer en venstre-
handet klgverbladsknude.
Begge de to klpverbladsknuder
er ikke trivielle, og de kan ikke
deformeres over 1 hinanden;
intuitive kendsgerninger som er
overraskende vanskelige at be-
vise matematisk. Da de to
klgverbladsknuder samtidigt
kan arrangeres som hinandens
spejlbilleder, sddan at den ene
fremkommer fra den anden ved

Figur 1. En knude, der kan deformeres over i en cirkel uden at skere den over
i processen, kaldes en triviel knude, eller en ikke-knude. Figuren viser to

eksempler.

Figur 3. To snore med tre halve sno-
ninger. Nar enderne bindes sammen

fremkommer en kloverbladsknude.
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Figur 2. Til hojre ses den hojrehindede kloverbladsknude og #il venstre den
venstrehindede. Kloverbladsknuderne er anbragt, s man kan se, at de er
hinandens spejlbilleder. Da de ikke kan deformeres over i hinanden, siger

man, at en kloverbladsknude er kiral.

spejling i et plan, siger en mate-
matiker, med et ord arvet fra
krystallografien, at en klgver-
bladsknude udviser hindethed,
eller at den er kiral.

Man kan frembringe en
klgverbladsknude ved at
sammenbinde de to ender i en
fletning bestiende af et par af
snore sammensnoet med tre
halve snoninger.

Fletninger

Fra et system af tre snore kan
man frembringe en szdvanlig
harfletning ved at gentage en
procedure et antal gange, hvori
man forst tager den forste snor
over den anden og s3 den tredie

snor over den anden. Huvis
man gentager denne procedure
tre gange og dernast sammen-
binder enderne pé den resulte-
rende fletning, fir man et sy-
stem af tre sammenhengende
ringe med den egenskab, at
fjerner man en vilkérlig af de
tre ringe fra systemet, falder det
fuldsteendigt fra hinanden.
Dette system af tre sammen-
hengende ringe kaldes en
Borromean lenke. Det er netop
denne type af lenke, man me-
der i en sikaldt tre-i-en ring,
som udsmykker mange fingre.
Helt generelt kan en vilkarlig
knude eller leenke opnis ved at
sammenbinde enderne pd en
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passende fletning,.

Det 3-dimensionale rum har

en skjult symmetri, som giver
anledning til begrebet spin for
elementarpartikler i fysik. Fe-
nomenet spin kan illustreres
ved en overraskende egenskab
ved fletninger, nemlig at man
kan afsno en dobbelt snoning
af snore uden tilbagesnoning,.
Denne kendsgerning er knyttet
til eksistensen af ikke-trivielle

knuder i gruppen af rotationer i

rummet.

Der er ogsd andre fysiske
anvendelser af teorien for flet-
ninger, eksempelvis i forbin-
delse med topologiske kvante-
tal, og i fluid dynamik ved stu-
diet af vortex ringe og af kao-
tisk dynamik.

Figur 6. Armbind fra Georg Jensen.

Knuder og kunst

Knuder kan findes til overflod 1
arabisk ornamentik og som
dekorationer i keltiske kulturer
og vikinge kulturer. Der findes
faktisk meget matematik i
kunst og design.

Randen p4 et Mobius band -
et rektangulert bdnd hvor man
har limet et par af modstdende
sider ssmmen efter forst at have
givet bindet en halv snoning -
er en ikke-knude. Mobius ban-
det bruges i et vidunderligt
armbind lavet af firmaet
grundlagt af den danske solv-
smed Georg Jensen.

Kunstneren John Robinson
har lavet en spendende skulp-
tur af et Mobius bind udfor-
met som en klgverbladsknude.
Han kalder sin skulptur /m-
mortality. Man kan gennem-
lobe bindet igen og igen i en
periodisk bevegelse, men det er
nedvendigt at gennemlgbe det
to gange for at komme tilbage
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y Figur 4. Sammenbindes enderne i en héir-
| 'l:- [letning med tre basis fletninger, fremkommer
1 ! en Borromean lenke.

til udgangspositionen.
Hvis man udformer en
knude som et ror uden vinduer

Figur 7. Skulpturen ,,Immortality” af
i den engelske kunstner John Robinson.
B Gengivet med tilladelse af Edition

Limitée.

og gir rundt inden i roret, er
det vanskeligt at afgore, om
roret har en knude, eller om det
er en ikke-knude. At vare en
knude, eller en ikke-knude, er
en egenskab ved det omgivende
rum til knuden. Man kan der-
for pakke en stor rummengde
sammen i et ror med knuder
uden at forandre den periodiske
karakter af det indre, som kan
opleves i en ikke-knude, mens
man pd samme tid kan serge
for, at reret er attraktivt set
udefra.

Et vigtigt forskningsomrade
Fascinationen ved knuder og
leenker er gammel som menne-
skeheden selv, men studiet af

Diracs strengproblem

e

5.

6.

Figur 5. I de 6 sma figurer vises det, hvordan man uden at dreje pa flaske-
dbneren kan fjerne dobbeltsnoningen pd systemet af elastiske (eller losthan-
gende) trdde i 1. ved at fore de elastiske tride over og rundt om flaskeib-

neren. Demonstrationen belyser begrebet ‘half-spin’ for elementarpartikler.
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Figur 8. Knudeteori har for nylig fundet anvendelser i studiet af DNA-molekyler. Ombkring 1986 paiviste biokemi-

kerne Wasserman, Dungan og Cozzarelli, at bestemte enzymer fik visse DNA-molekyler til at danne knuder i form af
den sikaldte stevedor knude. Elektronmikroskopi billedet (tv) er fremstillet i laboratoriet hos Nicholas Cozzarelli,
Professor i Biokemi og Molekyler Biologi ved University of Berkeley. Til sammenligning vises stevedor knude (th).

dem som matematiske objekter
begyndte farst for alvor i et
arbejde af den tyske matemati-
ker Johann Listing 1847. Efter
at den New Zealandske mate-
matiker Vaugn Jones omkring
1985 opdagede en ny poly-
nomiums invariant til at skelne
mellem knudetyper, er studiet

af knuder og lenker blevet et
vigtigt matematisk forsknings-
omride med et antal potentielle
anvendelser i andre videnska-
ber, ikke mindst i biologi ved
studiet af proteiner og vira.
Eksempelvis angriber vira lange
DNA-molekyler i cellekernerne
ved at binde forskellige knuder

pd dem. Den matematiske
teori for knuder tillader os at
identificere signaturen af de
forskellige typer af virus og kan
sdledes hjzlpe ved bekempelsen
af dem.

Man er ndet langt, siden
Alexander den Store brugte sverd

til at lese den gordiske knude. @
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En side med mange links er:
htep://www.forum.swarthmore.edu/
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