Den bedste linje og den bedste plan
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1 Introduktion

Hvordan findes den "geometrisk bedste"rette linje igennem en given mangde af punkter i planen
og i rummet? Hvad betyder "geometrisk bedst"og er der altid pracis én ret linje, der sa er den
bedste? Eksperimenterne og opgaverne i denne note gar ud pa at besvare disse spgrgsmal, f@rst
via en direkte simpel analyse og derefter ved hjelp af SVD metoden brugt pa punkternes data-
matrix. Denne artikel er en udvidelse af en tidligere note om eksperimentel matematik af Poul
G. Hjorth og Steen Markvorsen 1 Matematiklererforeningens inspirationsbog [3].

Figur 1: En linje er her — pa gjemal — skitseret som en approksimation til den givne viste punkt-
mangde. Er det den bedste tilnermelse?

1.1 Nogle centrale begreber i denne fremstilling

Data-punkter og deres datamatricer; approksimerende rette linjer i plan og rum; approksimeren-
de planer i rummet; ligningen for en linje i planen; retningsvektor for en linje i plan og rum;
parameterfremstilling for en linje i plan og rum; akkumulerede cirkelskivearealer; akkumulere-
de kuglefladearealer; inertimomenter; planmomenter; bestemmelse af minima og maksima for
funktioner af én variabel; produkter af (2 x 2)-matricer og (3 x 3)-matricer; additionsformler for
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cosinus og sinus; SVD (Singular Value Decomposition); PCA (Principal Component Analysis) i
2D og 3D; projektioner pa principale akser og principale planer; bedste deling af punktmengder
1 to klynger 1 rummet.

1.2 Linjer og punkter i planen

Vi ser pa n punkter i planen:
P={p1,p2,p3, -, pn}, pi=(xi,yi) (L.1)
og gnsker at approksimere dem med en ret linje L med ligningen
L:ax+by+c=0 |, (1.2)
hvor a, b, og c er konstanter (dog sadan at a og b ikke samtidig er 0).

OPGAVE 1.1. Her er nogle kurver i (x,y)-planen, representeret ved deres respektive ligninger.
Hvilke af disse kurver er rette linjer? Hvad er a, b, og ¢ sa for hver af de rette linjer blandt disse
kurver?

y=3
y= 3x?
x=4y+7
3 (1.3)
y=—Tx+4y
| =242
x=06y—3+14x
OPGAVE 1.2. Hvorfor ma a og b ikke samtidig vare 0 i fremstillingen (1.2)?
Da a og b ikke samtidig er O kan vi antage, at a = sin(v) og b = —cos(v) hvor v er en vinkel i
intervallet |0, 7|; linjen L har derefter ligningen:
L : xsin(v)—ycos(v)+c=0 . (1.4)

OPGAVE 1.3. Hvorfor er den antagelse OK?

OPGAVE 1.4. Hvad er vardien af v for hver af de rette linjer, der er angivet i opgave 1.1?7
Fordelen ved at indfgre vinklen v er rimelig klar: Nu kan linjen beskrives ved brug af kun 2 kon-

stanter nemlig v og ¢, hvor vi fgr brugte 3: a, b, og c.

OPGAVE 1.5. Rette linjer, der har en ligning pa den maske mere velkendte form: L : y = ax+f3
kan jo ogsa beskrives med kun to konstanter! Hvorfor ggr vi sa ikke det i stedet?



OPGAVE 1.6. En parameterfremstilling for en ret linje igennem punktet (xo,yp) og med ret-
ningsvektor (o, ) # (0,0) har den generelle form:

V(1) = (x(1),9(1)) = (xo+ -1, yo+P-1) forz€]—oo oof . (L.5)
Bestem sadanne parameterfremstillinger for de rette linjer, der optrader i opgave 1.1.

Bemzerkning 1.7. Med fremstillingen i (1.4) for linjen L er vektoren (cos(v),sin(v)) en enheds-
retningsvektor for linjen og vektoren (sin(v),—cos(v)) er en enheds-normalvektor for linjen.
Specielt er v sa vinklen mellem linjen og x-aksen og v+ 1/2 er vinklen mellem normalen til lin-
jen og x-aksen. Vi bruger nedenfor udtrykket (1.4) fordi den giver anledning til en meget simpel
afstands-formel for afstanden fra ethvert punkt i (x, y)-planen til linjen L, se opgave 2.2 nedenfor.

2 Linje-approksimation til en punktmangde

Vi vil indfgre et mal for, hvor tet punkterne ligger ved eller pa linjen L, eller med andre ord et
mal for, hvor godt linjen reprasenterer/approksimerer punkterne.

Ofte er det jo sddan, at punkterne er fremkommet ved et laboratorieforsgg hvor man for eksempel
har aflest et antal sammenhgrende verdier for strgm igennem en modstand og den tilhgrende
spending over modstanden. Sa skal der helst vaere (ifglge Ohm’s lov) en nogenlunde linear
sammenhang mellem strgm og spanding, dvs. malepunkterne skal ligge tet ved en ret linje i et
strgm-sp@&ndings-koordinatsystem, og haldningskoefficienten af den rette linje er netop verdien
af den Ohm’ske modstand.

Men malepunkter vil sedvanligvis ikke ligge eksakt pa en ret linje, sa vi har brug for at kunne
finde den linje, der passer bedst.

Til den ende gor vi fglgende: Velg (for eksemplets skyld) 7 tilfeeldige punkter { p1, p2, p3, ..., p7}
i planen. Vi antager, at planen er udstyret med et sedvanligt retvinklet koordinatsystem, sa de 7
punkter har koordinaterne:

p1 = (x1,y1)
P2 = (Xz,m)

2.1
p7 = (x7,y7)

Vealg dernast en ret linje L i planen som et gaet pa den bedste rette linje, der tilnermer de valgte
punkter. Find dernzst ligningen for linjen pa formen 1.4. Se for eksempel figur 2.
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Eksempelvis er der i den figur vist 7 punkter der har fglgende koordinater med hensyn til det
viste koordinatsystem:

[—.278,.178],].308,1.04],[.696,1.25],[—1.25,.169], [-.775,—.113],[1.11,.811],[1.01,1.70] ,
(2.2)
og den viste linje har ligningen:

1 V3 1
L:—-x——y+-=0 2.3

dvs. linjen er karakteriseret ved, at v =7/6 og ¢ = 1/2, saledes at en retningsvektor for linjen er
(cos(v),sin(v)) = (v/3/2,1/2) og linjen gar igennem punktet (0, 1/+/3).

Men det gat er ikke den bedste rette linje, det er ikke den linje, der bedst approksimerer de syv
punkter. For eksempel gar linjen ikke igennem massemidtpunktet for de 7 punkter — se s&tning
2.6 nedenfor. Den bedste linje er vist i figur 6; det er den vi er pa jagt efter.

=

Figur 2: Syv data-punkter i planen og en gjemals-approksimerende ret linje.

2.1 Hvor stor er fejlen?

Hvert punkt p; = (x;,y;) i mangden af punkter, P = { pi, p2, p3, ..., p7} , bidrager selvstendigt
med et bidrag til malet for hvor langt punktmangden er fra at ligge pa den givne rette linje L.
Lad os fgrst betragte det valgte punkt p;. Det punkt har en afstand fra L; 1ad os kalde den afstand
for rq. Tegn nu den cirkel, der har radius r; og centrum i p; - det er den cirkel, der lige precis
tangerer L, se figur 3.

Den cirkel omkredser et areal, som er givet ved

a4 =nr} . (2.4)

Dette areal udregnes nu for alle punkterne og arealerne l&gges sammen - bemark, at overlap
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Figur 3: Et af de 7 punkter med linje-tangerende cirkel med radius ;.

telles med, se figur 4:

i=7
A=) 4
i=1
i=7
=Y nrf (2.5)
i=1
= Tc(r%—l—r%—i—...—i—r%)
=St
hvor vi har indfgrt betegnelsen S for
S:r%—}—r%—k...—kr% . (2.6)

Figur 4: Det totale cirkelskive-areal er mal for hvor meget punkterne afviger fra at ligge pa den
valgte rette linje. Alle overlap telles med 1 arealet.

Kunsten er nu at finde den linje, der giver den mindst mulige totale sum af cirkelskivearealerne,
dvs. den mindst mulige verdi af S. Det er den linje, vi vil kalde den "bedste"approksimation til
den givne punktmangde.



Bemearkning 2.1. Stgrrelsen S maler faktisk ogsa det sakaldte inertimoment af punktmangden,
dvs. den totale kinetiske energi i systemet hvis alle punkter udstyres med masse 1 og roteres (i
rummet, som indeholder den valgte (x,y)-plan) omkring den valgte linje med vinkelhastighed 1.
Se [4, Kapitlerne 6, 8, og 9]. Hvis alle punkter ligger pa linjen (som sa er den bedste), sa er denne
energi 0, altsa inertimomentet er 0; og hvis alle punkter, eller blot massemidtpunktet, ligger langt
fra linjen, sa er inertimomentet stort.

OPGAVE 2.2. Vis, at med den valgte ligning (1.4) for L kan r, og generelt r;, udtrykkes ved v
og ¢ pa fglgende made:
ri = |x;isin(v) —y;cos(v)+c| . 2.7

Sa har vi
7

S=Swe) =Y (xsin(v)—yicos(v)+c)* (2.8)

I
—_

og den resterende opgave er altsa at finde v og ¢ sadan at dette udtryk for S (med de givne
punkt-koordinater) er mindst mulig.

Den linje, vi har valgt at geette pa i fgrste omgang kan roteres og parallelforskydes med henblik
pa at ggre S-verdierne mindre, men omkring hvilket punkt skal vi rotere og i hvilken retning
skal vi parallelforskyde?

2.2 Teoretiske eksperimenter

Som et eksperiment kan vi fgrst prgve at finde den bedste linje blandt alle de linjer, der er paral-
lelle med x-aksen. Vi har sa konstant v = 0 for alle de linjer, vi nu kigger pa, og derfor er

L:y=c , (2.9)
og dermed
i=7
§=5(0.c) =} (i—c)’
i=1
i=7
=Y (7 —2cyi+¢?) (2.10)

i=7 i=7
~reac () (7))
i=1 i=1

Funktionen S er sa en funktion af den ene variable ¢ og vi kan derfor finde den mindste veerdi
som S antager ved at finde den veerdi af ¢ for hvilken grafen for funktionen S(c) har vandret
tangent, altsa hvor §’'(c¢) = 0:

i=7
S'(c) = 14c -2 (Z yi> , (2.11)

i=1
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sa den sggte c-veerdi er derfor

1 (i—7 >
c=z Vi ; (2.12)
7 i=1
1 =7
y=73 (Z y,-) . (2.13)
i=1

Vi kan naturligvis som et neste eksperiment ogsa finde den linje parallel med y-aksen, som giver
mindst S blandt alle linjer af formen x = —c, hvor ¢ igen opfattes som den ene variable. Dette
svarer til at veelge fast vinkel v = 1/2 i det generelle udtryk (2.8).

OPGAVE 2.3. Tegn grafen for S(c) i hvert af de to betragtede tilfeelde for de konkrete punkter i
figur 2 og aflaes de c-vardier der giver mindste S(c) for de vandrette henholdsvis lodrette linjer

2.3 Massemidtpunktet

De to akseparallelle linjer, vi dermed har fundet, har et skaringspunkt; det er massemidtpunktet,
eller middel-punktet, eller centreringspunktet for de 7 punkter. Vi kalder det massemidtpunkt for
punktmangden, idet vi fysisk igen tenker punkter udstyret hver med massen 1.

1 =7 i=7
T:(Tx,?y)=?<2xi,2yi> . (2.14)
i=1

i=1

OPGAVE 2.4. Find massemidtpunktets koordinater for de konkret givne 7 punkter i figur 2 og
sammenlign med resultatet i opgave 2.3.

OPGAVE 2.5. Vis, at massemidtpunktet for n punkter i (x,y)-planen ogséa kan findes som det
(entydige) punkt ? = (a,f3), der minimerer summen af kvadratafstandene til de givne data-
punkter, altsa (efter Apollonius):

i=n

P = argmin o ) Y (i — )+ (i —B)*) . (2.15)

i=1

Ovenstaende eksperimenter peger saledes pa et ganske bestemt punkt, massemidtpunktet P, om-
kring hvilket det dernest er oplagt at rotere en linje for at finde den linje, der giver den mindste
veerdi for S blandt alle de linjer, der gar igennem massemidtpunktet.

Lad os dog fgrst fa den gode idé, at vi maske kan benytte ovenstaende fremgangsmade til helt
generelt at bevise, at folgende faktisk er et korrekt udsagn for enhver punktmangde med et vil-
karligt antal punkter n:



Saetning 2.6. Den mindste veerdi for S findes for en linje, som gar igennem massemidtpunktet for
de givne punkter.

Bevis. Ideen er fgrst at vaelge v til en fast veerdi (ikke ngdvendigvis hverken O eller Tt/2) og sé
finde den c-vardi som minimerer S for den givne v-vardi. Vi har (stadig med n = 7, men det
generelle tilfelde er helt &kvivalent):

Il
=

S(c) = ¥ (x;sin(v) —y; cos(v) +¢)*

ﬂ._ ~.
~ ==

= <02 +2c¢ (x; sin(v) —y; cos(v)) + (x; sin(v) — y; cos(v))2> (2.16)

~
—

i=7 i=7
=7c+2¢ ; (x; sin(v) —y; cos(v)) + ; (x; sin(v) — y; cos(v))* |

hvor v og x1,....,x7, 0g y1,...,y7 jo er konstanter. Vi differentierer S som funktion af ¢ og satter
det resulterende udtryk lig med O:

i=7

§'(c) = 14¢+2) (x; sin(v) — yi cos(v))

=l (2.17)

= l4c+2sin(v Zx, 2 cos(v Zy, ,

som er 0 hvis og kun hvis

= - +
c sin(v Z xi +cos(v Z Vi 2.18)
= —P,sin(v )—I—nycos( )

Vi indsetter nu denne c-verdi i ligningen for L og far dermed den bedste retlinjede approksima-
tion til de 7 punkter blandt alle de linjer der har den konstante givne v vaerdi

L, : (x—%)sin(v) —(y—B)cos(v) =0 . (2.19)

Alle disse linjer - dvs. for et vilkarligt valg af vinklen v - gar tydeligvis igennem massemidtpunk-
tet P = (P, P,) for de 7 punkter! Og det var det, vi skulle bevise: Hvis linjen ikke gar igennem
massemidtpunktet, sa kan den ikke vaere bedst mulig. O]

24 A, B, C matricen og den bedste vardi af v

Det er nu klart, at for at finde den bedste rette linje skal vi blot betragte alle linjerne L,, som
gar igennem massemidtpunktet, og blandt dem finde den eller de linje(r) der har v-veerdi(er) for
hvilke(n) S(v) (som funktion nu kun af v) er mindst mulig.
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Overraskende nok er der enten lige precis én sadan linje eller ogsa er alle linjerne igennem
massemidtpunktet lgsninger til problemet!

Det kan vi se pa fglgende made:

Da vi kun kigger pa linjerne givet ved udtrykket (2.19) far vi fglgende relativt simple udtryk for
S(v):

7

S() = Y (= B)sin(v) = (i — B) cos(v))?
i=1
i=7 i=7 i=7
= sin® Z ? 4 cos? Z —2cos(v)sin(v) Z (xi—P) (yi—B)
= Bsin*(v ) +Acos?(v) —2Ccos(v)sin(v)
(2.20)
hvor vi har indfgrt fglgende betegnelser for de tre konstanter:
=7 )
A= vi—B)
i=1
i=7
B=Y (xi—P)? 2.21)
i=1
i=7
C= (xi — Px) (vi — By)
i=1
Herefter kan vi udtrykke S(v) ganske kort:
B : A —-C cos(v)
S(v) = cos(v) sin(v) ]- { ¢ B } : { sin(v) } : (2.22)

OPGAVE 2.7. Bestem konstanterne A, B, og C for de konkret givne punkter i figur 2.

Vi ma nu eksperimentere lidt med funktionen S(v) for at se, hvordan dens minimumspunkter
afhenger af konstanterne A, B, og C:

Hvis f.eks. C = 0 og A = B, sa er S(v) konstant, S(v) = A for alle v. Alle linjer igennem
massemidtpunktet giver i sa fald den sammme mindste S-vaerdi og er derfor lige gode — og bedst
— og verst!

Vi vil nu indse, at hvis det ikke gelder, at C = 0 og A = B, sa er der netop én ret linje, der
approksimerer de givne punkter bedst muligt.

Lad os fgrst se pa differentialkvotienten:

S'(v) = 2Bcos(v)sin(v) —2A cos(v) sin(v) — 2C (cosz(v) — sinz(v))

= Asin(2v) — Bsin(2v) —2Ccos(2v) (2.23)
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Heraf fas, at §'(v) = 0 for

2C
tan(2v) = ﬂ s (224)

saledes at netop nar der ikke samtidig galder, at C = 0 og A = B, sa er der precis to vinkler
v € [0,x], som opfylder ligningen ovenfor, nemlig

1 2C
V= Earctan (m) (2.25)

0g
T 1 2C

Bemaerkning 2.8. Leg mearke til, at hvis C = 0, sa er de to v-verdier stadig veldefinerede hvis
A = B. Hvordan kan det lade sig ggre, nar vi tydeligvis sa dividerer med 0 i (2.25) og (2.26)?

Hvis v tilhgrer intervallet fra O til &, sa ligger 2v selvfglgelig i intervallet fra O til 27 sa vi ma
afggre hvilke verdier funktionen tan(2v) antager:

tan(2v)

Figur 5: Funktionen f(v) = tan(2v) i intervallet v € [0, t[. Bemerk, at for enhver vaerdiy = g €
[—oo, o] er der netop to vardier af v €]0, 7], sdledes at tan(2v) = g.

Precis én af v-vaerdierne i (2.25) og (2.26) svarer til den linje gennem massemidtpunktet som
giver minimal §; den anden vinkel svarer til den linje som giver maksimal S-vardi blandt alle
linjerne gennem massemidtpunktet. Bemerk, at de to linjer star vinkelret pa hinanden.

OPGAVE 2.9. Find de to linjer for de konkrete syv punkter i figur 2 og sammenlign med figur
6.

11



Figur 6: Til venstre: Den oprindelige linje-’approksimation’ fra Figur 4 med v = /6 = 0.52 og
¢ = 1/2. I midten: Den bedste retlinede approksimation (med vy = 0.60 og co = 0.53). Bemaerk
den signifikante forskel i ’fejl-arealerne’, selv om linje-koordinaterne ¢ og v er n@sten ens. Til
hgjre: Den ’verste’ retlinede approksimation (med v =0.60+m/2 =2.17 og ¢ = —0.50) igennem
massemidtpunktet.

Dermed har vi lgst opgaven — faktisk for et vilkarligt antal punkter i planen. Lgsningsproceduren
er altsa fgrst at bestemme massemidtpunktet P = (P, P,) og dernast at finde de to Igsninger til
vinkel-problemet fra (2.25) og (2.26) og endelig valge den vinkel vy, der giver mindst S-verdi.
Sa er Igsningen, dvs. den bedste rette linje, simpelthen givet ved ligningen (2.19) med dette vy
indsat 1 ligning (2.19):

Ly, : (x—P)sin(vg) — (y—Py)cos(vg) =0 . (2.27)

OPGAVE 2.10. Benyt fremgangsméden til at finde den bedste rette linje L, for 20 vilkérligt
valgte punkter i planen og angiv fejlen.

Bemzerkning 2.11. I ethvert konkret tilfeelde — som i opgave 2.10 — kan fejlen S(vp) bestemmes
ud fra de konkrete vardier for vg, A, B, og C via simpel indsattelse i ligning (2.22). Det betyder,
at der i princippet ogsa findes en helt generel formel for S(vg) udtrykt ved vg, A, B, og C. Vi
angiver den ikke her fordi den er meget mere kompliceret end den formel, som vi vil udlede i
afsnit 5 nedenfor ved hjelp af SVD metoden.

3 Intermezzo: Hvornarer C = 0ogA = B?

Hvis punkterne alle ligger i en hob, maske endda symmetrisk omkring massemidtpunktet, ma vi
forvente, at den bedste rette linje ikke er sa veldefineret, altsa at vi netop er i en situation hvor
der naesten gaelder: C = 0 og A = B, saledes at den brgk, der optrader pa venstre side i (2.24)
er ret usikker.

Lad os derfor — for eksperimentets skyld — undersgge, hvad der sker ved symmetriske konfigura-
tioner med f.eks. 3 eller 5 punkter symmetrisk fordelt pa en cirkel omkring? Sa er S(v) konstant
for alle linjer, der roteres om massemidtpunktet, se figur 7.
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Figur 7: Symmetriske konfigurationer med 3 og 5 punkter. Det totale cirkelskiveareal er i hvert

af disse tilfelde konstant! Enhver ret linje igennem massemidtpunktet er samtidig bedst mulig
og verst mulig!

OPGAVE 3.1. Mon det er sadan, at C = 0 0og A = B kun kan opnas med en symmetrisk place-
ring af punkterne omkring massemidtpunktet, som antydet i figur 77

4 Centrering

Vi vil nu rekonstruere den fundne lgsning ovenfor pa en lidt simplere made. Igen illustreret med
de konkrete 7 punkter, som prasenteret ovenfor i ligning (2.2).

Vi flytter/parallelforskyder/centrerer punktmangden, sadan at det nye massemidtpunkt bliver
(0,0). Det ggr vi ved at trekke det allerede fundne massemidtpunkt P fra alle punkterne p;,
i=1,---,7. De centrerede punkter har koordinaterne

gi=pi—P=xi—P,y—P) , 4.1)

og det nye massemidtpunkt bliver sa netop Q = (0,0).

Vi vil sa finde den bedste approksimation, den bedste rette linje, som approksimerer punkterne
qi-i=1,---,7.
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OPGAVE 4.1. Forklar hvorfor og hvordan den linje derefter direkte kan bruges til rekonstruktion
af den tidligere fundne bedste approksimation til de oprindelige datapunkter.

Datapunkterne for den centerede punktmeengde, som svarer til de 7 punkter, vi startede med 1
(2.2), er her samlet i en (2 x 7) matrix, hvor sgjlerne er de centrerede punkters koordinater:

| —0.39 0.19 0.58 —1.37 —0.89 0.99 0.89

M= —0.54 0.32 0.53 —-0.55 —-0.83 0.09 0.98

4.2)

Vi gentager proceduren fra afsnit 2 — men nu med de meget simplere udtryk, som stammer fra
centreringen Q = (0,0):

c=0
S(v) = Acos?(v) + Bsin?(v) — 2Ccos(v)sin(v)
7
A=Yy
i=1
7 4.3)
B= lez
i=1
7
C=) xi-yi
i=1

L, : xsin(v) —ycos(v) =0

idet vi her nu ogsa tillader os at bruge betegnelserne (x;,y;) for koordinaterne for ¢;. Opgaven er
s& ogsd her blot at bestemme den relevante veerdi af vy som giver S’'(vp) = 0 og indsette i Ly,.

OPGAVE 4.2. Bestem v for de centrerede datapunkter som er reprasenteret i matricen M i
(4.2) ovenfor; bestem den resulterende bedste linje L,,, (nu igennem (0,0)); og sammenlign med
resultatet ovenfor for de oprindelige 7 punkter.

4.1 Inertimoment-matricen

Bemark, at matricen med elementerne A, B og C for de centrerede data i (4.3)

A —C
Im_[_c p } (44
er symmetrisk og (seedvanligvis) positiv definit, og at S(v) stadig kan skrives som matrix-produktet:
B : cos(v)
S(v) =] cos(v) sin(v) |-Im [ sin(v) } : (4.5)

OPGAVE 4.3. Bevis, at Im er positiv definit medmindre alle punkterne g; ligger pa en ret linje.
Vink: S(v) > 0 for alle v.
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Definition 4.4. Matricen Im kaldes inerti-moment-matricen for punktmengden med hensyn til
det givne (x,y)-koordinatsystem.

Matricen Im optrader igen i det naeste afsnit, hvor vi tolker §'(v) = 0 og finder vy ved hjelp af
SVD for data-matricen M.

5 SVD alternativet

5.1 Dekomponering

Den centrerede data-matrix M kan — ligesom alle andre (2 x 7)-matricer og alle (m x n)-matricer
— dekomponeres til SVD formen:

M=U-2-v' (5.1

hvor sd U er en (2 x 2)-matrix, X er en (2 x 7)-’diagonalmatrix’, og V* er en (7 x 7)-matrix med
fglgende udseende for passende vardier af 6 og 61 > 6, > 0:

| [ cos(8) —sin(0)
U= u|1 u|2 - | sin(8)  cos(8)
v ——
vy ——
vy —
vi=| - —V4——
g —

5.2)

|~ v
(61 0 000
| 0 6, 00

o
o O
o o

Sejlevektorerne ug, k = 1,2, 1 U er udtrykt simpelt ved den ene vinkel 6. Sgjlevektorerne er
enhedsvektorer og de star vinkelret pa hinanden (prikproduktet er 0). Raekkevektorerne vy, £ =
1,---,7, i matricen V' er ogsi enhedsvektorer (i R’ med 7 koordinater i hver vektor) som er
parvis vinkelrette p4 hinanden (med hensyn til det naturlige prikprodukt i R7) .

OPGAVE 5.1. Benyt en SVD-"maskine’ (Python, Maple, Mathematica, eller et andet program)

til at bestemme de eksplicitte matricer U, ¥, og V for den givne konkrete matrix M med de cen-
trerede datapunkter fra (4.2).

15



52 M-M" og Inertimoment-matricen

OPGAVE 5.2. Vis helt generelt — ved at bruge (5.2) og passende matrixproduktformler — at:
2
M~MT:U~{01 0 ]UT . (5.3)

2
0 o5

Definition 5.3. Sporet af en kvadratformet matrix F er defineret ved at veere summen af diago-
nalelementerne f;;i F:

spor(F) = Zf,-i ) (5.4)
i
OPGAVE 5.4. Vis, ved en udregning af hgjresiden i 5.3, at
spor(M-M") =01 +035 (5.5)

sa det aktuelle spor er helt uafthengig af 6!

OPGAVE 5.5. Vis helt generelt, at M-M ' desuden kan udtrykkes ved inertimomentmatricens
elementer saledes — og bemeark forskellen imellem denne matrix og inertimomentmatricen:

T | B C
M-M = [C A (5.6)
Det giver to konsekvenser:
spor(M-M") =B+A =67+ 063 (5.7)
og derfor ogsa: )
Im — A —C
| -C B
_[B+A 0 ] [B C
| 0 B+A C A
_[B+A 0 ] T
=1 o B—i—A} M-M (5.8)
w2 12 2
10 G%—FG%]U{O o3 v
2
—y.| % Oyt
|7 g

Bemerk, at G% og G% blot har byttet plads 1 forhold til deres placering i ligning (5.3)!

OPGAVE 5.6. Hvordan fas det sidste udtryk ovenfor i (5.8)?
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5.3 Det generelle problem og SVD-lgsningen

Vi vender nu tilbage til det oprindelige generelle problem, som vi allerede har studeret — og 1gst
i konkrete tilfelde — ovenfor:

Problem 5.7. Givet n punkter i planen med centreret data-matrix M. Hvilken ret linje L, igen-
nem (0,0) approksimerer punkterne bedst muligt, og hvor stor er den tilhgrende mindste fejl
S(vo)?

Med SVD af M som udtrykt i ligning (5.1) far vi Igsningen til problemet serveret pa et sglvfad:

Saetning 5.8. Lad 6, 61, 62, 0og U betegne ’output’-elementer fra SVD af den centrerede data-
matrix M. Den gnskede rette linje, som approksimerer data-punkterne i M bedst muligt, er sa
Lg : xsin(0) —ycos(0) = 0 med retningsvektoren u; = (cos(0),sin(0)). Inertimoment-fejlen ved
at bruge den linje er G%. Den rette linje igennem (0,0) som approksimerer data-punkterne verst
muligt er tilsvarende Ly /> : xcos(0)+ysin(0) = 0 med retningsvektoren uy = (—sin(8),cos(0)),
og fejlen ved at bruge den linje er G%.

Bevis. Vi skal finde mindstevaerdien af S(v) og den veerdi vy for hvilken mindstevardien S(vp)
antages. Vi bruger (4.5) sammen med det sidste udtryk for Im i ligning (5.8):

S() = [ cos(v) sin(v) ]-Im- [ Zfrfg; }
o (o5 8]0) 2]
o w00 [ 8] 28]

Vi kan udtrykke den sidste faktor som en vektor:

(07 [ ) =] Sy oone) ]| sn |

5.10
_ | cos(v—9) ©-10)
| sin(v—9)
Her har vi brugt additionsformlerne for cosinus og sinus, se Wikipedia:
cos(v—0) = cos(v) - cos(6) +sin(v) - sin(0) 5.11)
sin(v —0) = sin(v) - cos(0) — cos(v) - sin(0) '
Sa er tilsvarende den fgrste faktor i det sidste udtryk i ligning (5.9):
([ sin(v) cos(v) |-U) = cos(v—0) sin(v—0)] |, (5.12)
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og dermed — hvis vi et gjeblik omdgber (v — 0) til ¢:

sty o[ 8] [9)

= cos®(0) - 65 + sin’(¢) - o7

(5.13)

Pa dette sted ma vi huske pa, at 0 er en fast veerdi, som er bestemt ud fra SVD af den givne
data-matrix. Nar vi varierer v med henblik pa at ggre S(v) mindst muligt svarer det til at variere
¢ 1ligning (5.13).

Pastand: Det fglger af den ligning, at S(v) er mindst nar ¢ = 0, dvs. nar v = 0, og det fglger, at
den mindste veerdi for S(v) er 63. Det fglger ogsa af ligningen, at S(v) er stgrst nar ¢ = 1t/2, dvs.
nir v = 0+ 1/2, og det fglger, at den stgrste vardi for S(v) er 63. Se opgave 5.9 nedenfor.

Dermed har vi fundet den sggte vinkel, vo = 0. Den gnskede rette linje, som approksimerer de
centrerede data-punkter bedst muligt, er derfor Lg : xsin(0) — ycos(8) = 0 med retningsvektoren
(cos(8),sin(6)). Inertimoment-fejlen ved at bruge den linje er 63. Den rette linje igennem (0,0)
som approksimerer data-punkterne varst muligt er tilsvarende Lg ./, : xcos(0) +ysin(8) = 0,

og fejlen ved at bruge den linje er G%. Og det var det, vi skulle bevise.
O

OPGAVE 5.9. Vis, at pastanden i beviset ovenfor er korrekt: [Det fplger af ligning (5.13), at
S(v) er mindst ndr ¢ = 0, dvs. ndr v =0, og det fplger, at den mindste veerdi for S(v) er 63. Det
folger ogsa af ligningen, at S(v) er stgrst ndr ¢ = /2, dvs. ndrv = 0+n/2, og det fplger, at den
stgrste veerdi for S(v) er 63].

OPGAVE 5.10. Find pa den made igen, nu ved hjelp af SVD analyse som ovenfor, de to linjer,
den bedste og den darligste, igennem massemidtpunktet for den angivne punktmeengde i 2.2 og
sammenlign med resultatet af opgave 2.9.

6 Flere eksempler

Her er et par eksempler pa forskellige data-sat i planen med tilhgrende bedste — og verste —
approksimerende rette linjer. De er konstruerede ved hjelp af Maple-arket [6], som ogsa kan
benyttes til eksperimenter med alle mulig andre punktsamlinger i planen.

6.1 PCA for punktmaengder i 2D

Fremstillingen ovenfor har faktisk resulteret i en sakaldt PCA (Principal Component Analysis)
af de givne punktmangder i planen:
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4 4 Fejl = 2 4 Fejl = 2

Figur 8: En simpel symmetrisk konfiguration med fire punkter. Alle rette linje igennem masse-
midtpunktet giver samme fejl — ligesom i figur 7.

Definition 6.1. De principale komponenter af en punktmengde i 2D bestar af:
1. Punktmeengdens massemidtpunkt P.

2. Den bedste rette linje igennem P med retningsvektor uy og fejl G% (med referencer til output
fra SVD af datamatricen for punktmengden). Denne rette linje kaldes punktmengdens
forste principale akse.

3. Den veerste rette linje igennem ‘P med retningsvektor up og fejl G% > G% > 0 (stadig med
referencer til output fra SVD af datamatricen for punktmeengden). Denne rette linje kaldes
punktmengdens anden principale akse.

NB: Som eksemplificeret ovenfor kan det forekomme (eksempelvis for symmetriske punktkonfi-
gurationer), at 61 = 03. I de tilfeelde er alle rette linjer igennem massemidtpunktet lige gode —
enhver akse er bade fprste- og anden-principale akse.

6.2 Projektioner pa de principale akser

Det er nu rimelig oplagt, at vi kan illustrere spredningen (variansen) af punktmaengderne i de
principale akseretninger ved at projicere punktmangderne vinkelret pa de to principale akser.
Dermed far vi to én-dimensionale repraesentationer af punktmengderne, som hver for sig giver
“skygge’-informationer om punktmangdens fordeling i planen.

OPGAVE 6.2. 1 Opgaverne 2.9 og 5.10 har vi pa forskellige mader fundet de principale akser for
den oprindelige 7-punktsmangde som givet i (2.2). Bestem de vinkelrette projektioner pa hver
af de principale akser for 7-punktsmangden. Vink: Givet en ret linje, som gar igennem punktet
(x0,y0) og som har enheds-retningsvektoren e, sa er projektionen af et vilkarligt punkt (x,y)
vinkelret ind pa linjen givet ved projektions-punktet (xo,yo) + (e ® (x,y)) - e, hvor e betegner det
sedvanlige prikprodukt/skalarprodukt.
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4 4 Fejl = 2/3 4 Fejl = 2

10 | 10 | 10

Figur 9: En simpel konfiguration med tre punkter. Bemark, at den varste rette linje igennem
massemidtpunktet er den lodrette.

4 4 Fejl = .978
N
\  Fejl =327

Figur 10: Punkter langs/omkring grafen for en eksponentielt aftagende funktion.

Projektionerne pa fgrste principale akse er typisk spredt ud langs aksen, mens projektionerne pa
anden principale akse typisk er klumpet sammen. Her er nogle andre eksempler, som illustrerer
dette:

OPGAVE 6.3. Overvej bemarkningen i underteksten til figur 12: Hvordan kan en sadan rekon-
struktion foretages hvis det oplyses hvilke projektionspunkter, der stammer fra samme punkt i
planen?

OPGAVE 6.4. Vis, at massemidtpunktet af en punktmangde bevares ved vinkelret projektion

pa en ret linje.
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4 Fejl = 3.17 4 Fejl = 70.7

Figur 11: Punktkonfiguration med projektioner pa de principale akser.

7 SVD som projektions-operator i planen

Her er en super-simpel direkte metode til at finde en punktmengdes projektioner pa de principale
akser med SVD til radighed:

Seetning 7.1. Lad M betegne den centrerede data-matrix for en punktmengde i planen, og lad
M =U-X-V betegne SVD af M, hvor vi har fra (5.2) (her igen kun angivet i tilfeeldet med 7
punkter):

o 0 00 00O
X= [ 0 o0 00 0O0O ] (7.1
Vi definerer nu en ny X-matrix, som afhcenger af to parametre, €| 0g €:
=~ | o184 0 00O0O0DO0
2(81’82)_{ 0 636 0000 o] ' (7.2)

Sa er den centrerede data-matrix for de projicerede punkter pa den forste principale akse givet
ved:

M, =U-£(1,0)-V' | (7.3)

og den centrerede data-matrix for projektionerne pa den anden principale akse:
M, =U-%(0,1)-VT . (7.4)

Bevis. Vi ser kun pa konstruktionen af M;. Konstruktionen af M, fas pa helt tilsvarende made.
Sgijlerne i M, altsé p; = (x;,y;) er de punkter der skal projiceres pa den fgrste principale akse med
retningsvektoren e = u. Vi har sa — ligesom i vinket i Opgave 6.2 — at projektionen af p; kan
udtrykkes saledes:

Ppi=(esp)-e . a.s)
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Figur 12: De rene PCA projektioner af punkterne i eksemplet ovenfor. Bemark, at den oprin-
delige punktkonfiguration i planen kan rekonstrueres ud fra disse principale projektioner hvis
ethvert projektionspunkt i begge projektioner er nummereret efter deres originale ’ophavspunkt’
i planen.

Faktoren pa e fas derfor via den i’te sgjle M[i] i M:
cepi=e-pl =e-M[i] . (7.6)
Alle faktorerne pa e og dermed alle projektionerne fas nu ud fra:
eM=e¢U-2-V =[10].2.V" (7.7)

fordi e = u; netop er fgrste sgjle i U, har leengden 1, og er ortogonal pa anden sgjle u i U. Men
her er (illustreret igen for kun 7 punkter):

102V =[c; 00000 0]V =01v , (7.8)

hvor v; er fgrste sgjle i matricen V! Det er pracis de samme faktorer pi e = ulT som optrader i
produktet

(9]
1o

og det var det vi skulle vise. O]

S T 000O0O0O T
U-%(1,0,0)- V' =U 000000 | (7.9)
OPGAVE 7.2. Vis helt konkret — som en verifikation af s@tningen — at M| og M» for den cen-

trerede 7-punktsmengde fra (4.2) er de samme projektions-mangder pa de principale akser som
fundet i Opgave 6.2 — panar centreringen.

OPGAVE 7.3. Inde i beviset for s@tning 7.1 blev det fremhavet, at koordinaterne G; - v; er de

faktorer, som e = u; skal ganges med for at fa de gnskede projektionspunkter pa den fgrste prin-
cipale akse. Illustrér i forleengelse af opgave 7.2 at det virkelig forholder sig sadan.
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8 Videregaende overvejelser

Et naturligt spgrgsmal er nu at finde den bedste approksimation til punktmangder i 3 dimensioner
— enten med en ret linje eller med en plan — og tilsvarende finde udtryk for de tilhgrende fejl.
De spgrgsmal kan helt generelt besvares med PCA (Principal Component analyse) af vilkarlige
punktmangder i N dimensioner, se [7]. Inertimomentmatricer og SVD kan tilsvarende benyttes
til PCA i de hgjere dimensioner, og metoden kan desuden udvides til PCA for vegtede omrader
i de aktuelle dimensioner. Groft sagt gar den udvidelse ud pa at erstatte de summer, vi har set i
aktion ovenfor i 2D, med tilsvarende integraler af passende kombinationer af vegt-funktionerne
over de givne omrader. Inertimomentmatricerne for vegtede omrader i plan og rum studeres
blandt andet i [4, 5].

8.1 Punktmzngderi 3D

Vi vil her ngjes med at antyde, hvordan en PCA analyse, helt tilsvarende den vi har udfoldet
ovenfor i planen, kan foretages med SVD for punktm@ngder i rummet. Og samtidig vise, hvor-
dan fejlen, altsa summen af kvadratafstandene til en linje, igen kan udtrykkes og dermed mini-
meres via en undersggelse af inertimoment-matricen for punktmangden.

I 3D ma vi forvente, at der optrader 3 principale akser, hver med deres respektive mal for den
fejl, der begas ved at approksimere en given punktmangde med de akser. Heraf fglger sa, at der
dels opstar interessante projektioner pa akserne ligesom ovenfor, men ogsa interessante projek-
tioner pa hver af de 3 planer, der udspaendes af hvert valg af par af principale akser.

Udgangspunktet er selvfglgelig en given punktm@ngde med n punkter, nu i rummet, med en
tilhgrende data-matrix, som nu er en (3 x n)-matrix. Nar vi igen centrerer punktmangden ved
at trekke massemidtpunktet fra alle koordinaterne far vi en centreret (3 x n)-datamatrix, som vi
igen vil kalde M.

Vi har selvfglgelig ogsa brug for at betragte alle de rette linjer (igennem det centrerede mas-
semidtpunkt (0,0,0)). Enhver sadan linje er givet ved en enheds-retningsvektor i rummet e =
(e1,e2,e3). Dem er der lige sa mange af som der er punkter pa en kugleflade. Parameterfremstil-
lingen for den tilhgrende linje er ret simpel:

Lo :y(t)=t-e , t€]—oo00f . (8.1)

Lad nu p = (x,y,z) betegne et vilkarligt punkt i rummet. S& kan kvadrat-afstanden fra p til L,
udtrykkes ved

yz-l-z2 —Xy —Xx-Z el
rP(pl)=[e1 e es] | —yx P+ —yz || e . (8.2)
—z:x  —z-y xX24y? e
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OPGAVE 8.1. Bevis formlen i (8.2). Kig evti [4, Afsnit 8.3].

Dermed er summen S(e) af kvadrat-afstandene fra punkterne i punktmengden {p;,---,p,} til
L., hvor vi betegner de tre koordinater for punktet séledes: p; = (x;,yi,2):

i=n

S(e) = ZFZ(piaLe)

Yi(G+z) —Xivevi  —Lixien el (8.3)
=[e e e ]| —Liyvioxi Li(x+z) —Xivi-u e
—Yizixi —Yizeyi Li(d4y?) e3

Opgaven er nu den samme som fgr, nemlig at finde e séledes at fejlen S(e) er mindst mulig.

8.2 Linje-approksimationer i 3D;
den bedste, den darligste, og den mellemgode

Matricen 1 udtrykket (8.3) vil vi selvfglgelig (igen) kalde inertimomentmatricen, Im, for punkt-
mangden:

i=n €1
Se)=Y rP(p',L)=[e1 e e3s]:Im | e | | (8.4)
i=1 e3

og den er (igen, ligesom 1 ligning (5.8)) relateret direkte til SVD data for M som fglger, og med
samme udregninger og begrundelse som i (5.8):

oi+03 0 0
Im=U- 0 o3+0f O Ul (8.5)
0 0 o3+o?

hvor U og 61 > 62 > 63 > 0 som nevnt stammer fra SVD dekomponeringen af M, ligesom 1
ligning (5.1).

Saer
03 +03 0 0 el
S(e):[el e 63}-U- 0 G%—FG% 0 'UT‘ €2 ) (8.6)
0 0 o3+07 €3

som er mindst — med vardien 63 — for

el 1
U'. e | = | 0 [ ,1ie. &kvivalent med [ el e e3 }~U: [ 1 0 O} , (8.7)
e3 0
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hvilket opnas nér e er den fgrste rekke i U ", altsd netop nér e = u; (eller e = —uy).

Vi har dermed fundet en retningsvektor u; for den f@rste principale akse i PCA for punktmang-

den med centreret datamatrix M, og fejlen ved at approksimere punktm@ngden med den akse er
2 2

03+ 05.

Tilsvarende afleses pa samme made, at en retningsvektor for den sidste principale akse er u3
(vinkelret pa up), og den tilhgrende fejlvaerdi er den stgrt mulige veerdi, (5% + G%. ’Mellemfejlen’
6% + G% fas endelig ved brug af u;-retningsvektoren (som pr. SVD dekomponeringen er vinkelret
pa bade u; og u3).

Med andre ord: De principale akseretninger er givet ved s@jlevektorerne i U og de respektive fejl
er simple summer af kvadrater af 6-verdierne.

Det er igen en rimelig simpel sag at illustere disse resultater (i rummet) og dermed forhabentlig
gore dem intuitivt mere tilgengelige:

- -
4 — 4 //> " |
- -
< <
2 7.14 2 *+° Fejl = 138, 2 *s° Fejl = 274
Lo Lo
.‘: l‘:
0 0 @ o /
. R
-2 -2 o -2
—445 ] - - —4~<SP o —4 _
— 7 -1 T -1 T -1
0'512\3 2 PL53 2 0 03, 3 2 1 0 0'?;.\53 2 10

Figur 13: En punktmangde og de parvis ortogonale principale akser igennem massemidtpunktet.
Akse-retningerne er udtrukket fra U-matricen 1 SVD af den centrerede data-matrix M . Her er
ogsa markeret de fejl der opnas ved approksimation af punktmangden med de respektive prin-
cipale akser. Fejlverdierne er som fundet ovenfor udtrykt ved henholdsvis 63 + 63, 67 + 63, og
(5% + G% i voksende rekkefglge.

OPGAVE 8.2. Samme som opgave 6.3 ovenfor, men nu i 3D og med 3 akse-projektioner.

8.3 Plan-approksimationer i 3D;
den bedste, den darligste, og den mellemgode

Til sidst vil vi undersgge det helt naturlige spgrgsmal: PCA-analysen af en given punktmangde
giver — ligesom ovenfor — typisk anledning til tre parvis ortogonale principale akser igennem
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b= /////,/\/ 4 j//////\/ 4;<:;/////>
2- 2 2-
0 0 S 0 /

-2 2 o

B e R s B e
055 2 10 055 2 10 0-5??3 > 10

Figur 14: Projektionerne af punktmangden fra figur 13 pa de respektive principale akser for
puktm@ngden. Bemark hvordan tetheden af projektionspunkterne vokser med de tilsvarende
fejlverdier fra figur 13.

massemidtpunktet for punktmangden. Hvert par af disse akser udspander en plan. Der er altsa
3 PCA-planer, som 1 sig selv naturligvis approksimerer punktmangden mere eller mindre godkt.
Men er der én af de planer, som er den bedst approksimerende plan blandt alle planer igennem
massemidtpunktet? Svaret er — maske ikke sa overraskende:

Saetning 8.3. Lad en centreret punktmengde med n punkter i rummet veere givet ved (3 x n)-data-
matricen M med singulcere veerdier 61 > 67 > 63 og principale akseretninger givet ved sgjlerne i
den tilhgrende U-matrix. Den plan i rummet som bedst approksimerer punktmeengden er planen
udspeendt af de to forste principale akser (med enheds-normalvektoren uz) og tilhgrende fejl
S=03.

Bevis. Vi ser pa planen IT igennem (0,0,0), som har enhedsnormalvektor u = uy,u», u3 og har
brug for et udtryk for kvadratet pa afstanden fra et punkt p = (x,y,z) til IT:

xXr Xty x-z 1
Pp)=[wm m w ] |yx ¥ yzl| |m]| . (8.8)
x 7oy 22 U3

OPGAVE 8.4. Bevis formlen i ligning (8.8). Kig evt. i [4, Afsnit 9.1].

26



Fejlen S(u) ved brug af approksimation med IT er s — med p; = (x;,yi,2):

i=n

S(u) = Zrz(Pi,H)

X; Xi-YVi Xi-Zi M1
=[wm w m]-|vix Y oyiew || m (8.9)
Zi*Xi ZiYi le H3
M1
- T
=[m w3 ]-M-M |
H3

OPGAVE 8.5. Bevis, at det lige pracis er M- M ", der optreder som midtermatrix i produktet
ovenfor i (8.9).

Vi bruger selvfglgelig nu igen SVD omskrivningen/faktoriseringen af M og opnar det simple
udtryk for S(u):

:[.Ul 129 HS}'M'MT 2 (8.10)
H3
ol 0 0 m
=[m w w]U-| 0 &3 0| U'|m
0 0 o3 u3

Heraf afleeser vi nu, at S(u) er mindst, nemlig G%, for u = us, altsa for den plan, der er udspaendt af
de to f@rste principale akser. Og at S(u) er stgrst, G%, for u = uy, altsa for den plan, der er udspandt
af de to sidste principale akser i PCA analysen af M. Og det var det, vi skulle bevise. U

I figurerne 15 og 16 ses illustrationer af indholdet af s&tning 8.3 for den konkrete punktmang-

de 1 figurerne 13—14 ovenfor. Opstillingen/rekkefglgen folger samme opstilling som for linje-
approksimationerne.

9 SVD som projektions-operator i rummet

Ligesom i planen giver SVD en direkte metode til projektion af rumlige punktmangder ikke blot
pa de 3 principale akser, men ogsa pa de 3 planer, som udspandes af de principale akser:
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Figur 15: Fejlmalene ved planapproksimationer efter par af PCA-principale akser.
Seetning 9.1. Lad M betegne den centrerede data-matrix for en punktmengde i rummet, og lad

M =U-X-V betegne SVD af M, hvor vi har fra (5.2) (her igen kun angivet i form af 7 punkter
1 rummet):

cr 0 0 00OO
Y= 0 oo 0 0 00O 9.DH
0 0 o3 00 00O

Vi definerer ligesom for punktmeengderne i planen en ny ¥X-matrix, som nu afhenger af 3 para-
metre, €1, €y 08 €3

R O] & 0 0 000
L(e1,e) = 0 07 € 0 00O
0 0 cz3-¢&3 0 0 O

9.2)

S o O

Sa er de centrerede data-matricer for de projicerede punkter pa de principale akser givet ved
henholdsvis

M, =U-%(1,0,0)-V '
M, =U-%(0,1,0)-V " (9.3)
My =U-%(0,0,1)-V '

Og de centrerede data-matricer for projektionerne pd de tre planer udspeendt af par af principale

akser er tilsvarende (hvor M3 betegner matricen for projektionen pa anden og tredje principale
akser, osv.):
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Figur 16: Projektionerne af de givne punkter pa PCA-planerne i figur 15.

My =U-£(0,1,1)-V'
Mi3=U-%(1,0,1)-V ' (94)
Mp=U-£(1,1,0)-V'

Bevis. Beviset er kun lidt mere kompliceret end beviset for s@tning 7.1, men fglger i gvrigt

samme strategi, og overlades derfor til opgave 9.2 nedenfor.
[

OPGAVE 9.2. Bevis s@tning 9.1 i alle detaljer — evt. ved at fglge strategien fra beviset for sat-
ning 7.1.

OPGAVE 9.3. Benyt s@tningen til at konstruere PCA projektioner af selvvalgte punktmengder
i rummet — pa samme made som illustreret i figurerne 14 og 16.

OPGAVE 9.4. 1 opgave 7.3 benyttes koordinaterne 61 - v; som faktorer pa e = u; med henblik pa
at rekonstruere projektionspunkter pa den fgrste principale akse. Hvordan fremstilles tilsvarende
projektionspunkterne pa den plan, der er udspandt af de to f@grste principale akser? Illustrér med
de punktmengder 1 rummet, som er brugt i opgave 9.3 ovenfor.

10 Klynger

Punktmangder optraeder typisk i mere eller mindre veldefinerede "klumper’ eller klynger (clusters).
Typisk gnsker man at kunne finde en opdeling af punktmangden i sadanne klynger med henblik
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pa at kunne klassificere de objekter, som datapunkterne repraesenterer, se [1]. Som det fremgar af
den reference er det ikke nogen simpel sag, sa vi vil her ngjes med at se pa opdelinger af en given
punktmangde i to delmeengder og sa finde de(n) opdeling(er) som er bedst. Men hvad betyder
det at en opdeling er bedre end en anden? Vi vil benytte Fréchet malet til at fortelle hvor meget
en given delm@ngde af en punktmangde ’fylder’ og dermed hvor tet den "klumper sammen’.
Som det fremgar af definitionen nedenfor kan det mal betragtes som et inertimoment omkring
massemidtpunktet for punktmangden:

10.1 Definition af de bedste klyngedannelser

Definition 10.1. Lad P = {py,--- ,pn}, n > 2, veere en given (nummereret) punktmengde (i rum-
met eller i planen). Et punkt kan gerne teelles med flere gange, men sa hver gang med forskellige
indeks-numre. Lad Py og P> betegne to udtpmmende delmengder af P, sadan at Py UP, = P og
sadan at numrene i P| er forskellige fra numrene i P>. Vi definerer sa Frechét malet for hver af
delmeengderne saledes:

FM(P) = Y lpj—mP)P= Y (pj—mP))e(pj—m(P)) (10.1)
ilpi€P jlpjeP

hvor uy (Py) er massemidtpunktet for Py. Tilsvarende defineres FM(P,).

Og den bedste opdeling fas sa via denne naturlige definition:

Definition 10.2. En optimal (bedst mulig) klyngeopdeling af P i to klynger P 0g P, er karakte-
riseret ved at summen af deres to Frechét mal er mindst:

(1%,1%) — argminp, p,) (FM(P{) + FM(Py)) . (10.2)

Det er oplagt, at der findes en sadan opdeling med P og P og et tilsvarende minimumsverdi
FM(P;) +FM(P,) fordi der "kun’ er endeligt mange opdelinger af den givne punktmangde.

OPGAVE 10.3. Givet tallene 1,--- ,n, n > 2. Find antallet af opdelinger af talmangden i to dis-
junkte mangder, der hver indeholder mindst to tal og som tilsammen indholder alle tallene.

Der er imidlertid nu (mindst) to problemer: Antallet af opdelinger bliver hurtigt astronomisk og
derfor beregningsmeessigt meget tungt. Dertil kommer, at vi ma forvente, at der typisk vil optrade
flere forskellige opdelinger, par af klynger, som giver samme minimumsveerdi FM(P; ) +FM(P,).

Med 7 punkter, som f.eks. de givne test-punkter i (2.2), kan det godt lade sig ggre at checke alle
par af P; og P> og na frem til en entydig bedst klyngeopdeling som vist i figur 17.
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Figur 17: De 7 punkter fra (2.2) opdelt i to optimale klynger. Frechét mélene er henholdsvis
FM(P) =7.62, FM(P;) = 0.53, FM(P,) = 0.82.

OPGAVE 10.4. Eftervis helt konkret, at den bedste opdeling af de 7 punkter fra (2.2) i to klynger
— 1 henhold til definitionerne 10.1 og 10.2 — er den, der er vist i figur 17 og med de der angivne
Frechét mal.

10.2 PCA-hjalp hen imod de bedste klyngedannelser

Som allerede bemerket en passant i afsnit 6.2 er projektionerne af en given punktmangde pa
den fgrste prinicipale akse typisk spredt ud langs den akse, hvilket sa ogsa naturligvis galder
for projektionerne af de to bedste klynger. Det er derfor en glimrende ide at dele projektions-
punkterne i to maengder og derefter checke det totale Frechét mal for den tilsvarende opdeling af
den oprindelige punktmangde. Den simplest mulige opdeling af projektionspunkterne fas ved at
valge et separationspunkt pa aksen og definere P; som de punkter i P hvis projektioner pa aksen
ligger til venstre for separationspunktet og tilsvarende P> via projektionspunkterne til hgjre for
separationspunktet. Blandt alle sadanne opdelinger findes sa igen den eller de som minimerer det
totale Frechét mal som i definition 10.2.

OPGAVE 10.5. Eftervis helt konkret, at den bedste opdeling af de 7 punkter fra (2.2) i to klynger
med den ovenfor beskrevne metode er praecis den samme opdeling som fundet i opgave 10.4.

Nedenfor i figur 18 er PCA-projektions-metoden benyttet til at finde gode kandidater til de bed-
ste opdelinger af stgrre samlinger af datapunkter i planen og i rummet. Der kan kun vare tale om
’gode kandidater’, da der naturligvis gar informationer tabt ved enhver projektion fra et stgrre
rum til en linje.
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OPGAVE 10.6. Find eksempler pa datapunkter (blot i planen) for hvilke de to metoder giver
forskellige klyngeopdelinger, og hvor PCA-klyngeopdelingen ikke er optimal. Vink: Maske kan
projektionerne pa anden principale akse tilfgje noget af den tabte information fra projektionerne
pa den fgrste principale akse.

I praksis vil man typisk benytte en sdkaldt k-means algoritme, som er en iterativ metode til be-
stemmelse af k klynger med mindste totale Frechét mal, se [1] og [2]. Stukturen og konvergensen
af sddanne algoritmer er et intereessant videregaende studium i sig selv. Ovenfor har vi kun an-
tydet hvad der er pa spil — og sa endda kun i hgjst 3D og kun for k = 2!

o 1 O o ® @)
SN P o 0.8
y g o Q 0.6
0.5 O O 0.4—
o @) ° @)
o ) O 0.2
o O @) O (@) z 0
©)
©) —0.2—
o] %5 0 0.5 1 _0.4-]
o ® O
—0.6
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-0.5 o
)
—0.
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Figur 18: Tilfeldige punktmangder i 2D og 3D med klyngekonfigurationer konstrueret pa basis
af opdeling via fgrste principale akse. De respektive massemidtpunkter for klyngerne er angivet
med grat.
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