Kapitel 7

Geometrisk dynamik i 3D

Som antydet i forrige kapitel 6 kan enhver 2 x 2—deformationsmatrix K essentielt skrives som et
produkt af en symmetrisk matrix og en rotationsmatrix (som definerer et medfglgende hangsel).

Det samme gelder for 3 x 3—deformationsmatricer. Vi begynder dette kapitel med at formulere
precis hvad det resultat gar ud pa. Det er indholdet af fglgende s@tning om poler dekomposition:

|l Seetning 7.1  Enhver regulzer matrix K kan skrives som et produkt
K=R-S'F |, (7.1)

hvor R er en rotationsmatrix, S er en symmetrisk matrix med positive egenverdier, og Fer flipmatricen
(der som bekendt athenger af om det(K) er positiv eller negativ).

Rotationsmatricen R og den symmetriske matrix S kan selv faktoriseres og dekomponeres pa fglgende

made:
R=U.-V*
(7.2)
S=V.-Z.v* |
hvor U, V, og X er de velkendte matricer fra SVD faktoriseringen af K, se nedenfor.
\ Lag merke til at den satning specielt betyder, at hvis K har positiv determinant (altsa

Q T F= E)oghvisZ =E (altsacl =0 =1),saer S = E og dermed K =R, dvs. Ker
selv en rotationsmatrix.

Bevis. Det er let at bevise S@tning 7.1 nar vi har SVD faktoriseringen af K til radighed.

K=U.Z-V*-F . (7.3)
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Vi skriver simpelthen SVD faktoriseringen saledes - ved at indsatte en ekstra (enheds-)faktor
V*.V = E strategisk mellem U og X:

K=U-Z-V*F
=U-(V*-V)-Z-V*.F
=(U-V")-(V-Z.V*).F
=R-S-F |,

(7.4)

hvor U - V* er et produkt af to rotationsmatricer og derfor selv en rotationsmatrix (hvorfor det?)
Vi mangler blot at vise, at S = V- X - V* er en symmetrisk matrix. Men det fglger af at:

S*=(V-Z-V*)*
— V** . Z* . V*
. (7.5)
=V.-Z.V
=S ,
hvor vi har benyttet, at der klart geelder £* = X og V* = V. O]

I OPGAVE 7.2

Bestem polere dekompositioner for hver af fglgende deformationsmatricer (nummereringen stammer
fra den tidligere opgave 4.19, som handlede om SVD faktoriseringen af disse matricer):

010
0
0 0 2

K; =

(O8]
=

Ks=|[0 2 0

(7.6)

V2
Ks=| 0
NG
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7.1 Samtidig bevaegelse og deformation af tetraeder

Vi vil nu se pa hvad ovenstdende polaere dekomposition betyder for en generel tidsafhaengig
deformation og beveagelse af et tetraeder i rummet - pa samme made som vi diskuterede dette for
samtidig bevagelse og deformation af trekanter i planen i forrige kapitel.

Et (fod)punkt p for et tetraeder bevager sig altsa nu i rummet og har til ethvert tidspunkt ¢ et sat
koordinater med hensyn til det gode gamle fast valgte koordinatsystem { O, x,y,z}:

p=p@)=(p1(t),p2(t),p3(t)) . t €T , (7.7)

hvor I betegner det tidsinterval, hvori bevagelsen er beskrevet - seedvanligvis, nar ikke andet er
navnt, vil vi bruge I = IR.

I OPGAVE 7.3

Bestem en tidsparametrisering p(t), ¢ € 1, af den cirkel € i rummet, som har centrum i (1,0,0), radius
3, og som ligger i den plan igennem centret som stér vinkelret pa vektoren (1,1,1). Valg I sadan at
cirklen gennemlgbes netop én gang.

lll Eksempel 7.4

Et eksempel er vist med fodpunkts-kurven i figur 7.1. Den viste (animerede) bevagelse er simpelthen

givet ved:
p(t)=(—=1+3,—2+3:,0) , hvor r€][0,1] . (7.8)

I den samme figur er vist en ikke-triviel animeret deformation af et tetraeder. L&g marke til, at det er
selve tetraederdeformationen der stadig er det interessante - ikke selve fodpunkts-bevegelsen. (Det
forhold vil @ndre sig dramatisk i n@ste kapitel, hvor vi vil koble deformationen til fodpunktsbevegelsen
og styre deformationen af tetraederet blandt andet ved hj®lp af banekurven for fodpunkts-bevagelsen.)

Den viste deformation af tetraederet er givet ved fglgende fuldstendige specifikation af det markerede
treben:

=K(t)X(0,i,j,k) +p(r) ., hvorre[0,1]og

7.9
p(t)=(—=1+43r,—2+43t,0) , ogkantvektorerne er givet ved 79
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hvor K(1) =U(1)-Z(z) - V*(r)
o ) (7.10)
Et)=| 0 1+(/2) 0 ’
0 0 1—(2/2)
0og

U(r) =R (2nt) -Ry(2m1) - Ry (2m1)
(7.11)
V*(t) =R, (—mnt) -Ry(—mr) - Ry(—mr)
Det fremgar (ogsa af animationen), at selv om deformationsmatricen har et rimeligt simpelt udtryk, sa er
beveagelsen langt fra simpel. Det skyldes udelukkende de involverede rotationer. Selve strekningen og

kompressionen af tetraederet fra start til slut er bestemt af 6;(¢) —veerdierne i £(z) og de kan jo direkte
aflaeses, sddan at vi for eksempel umiddelbart kan Igse felgende typiske opgaver:

|l OPGAVE 7.5

| | Bestem til ethvert tidspunkt z € [0, 1] volumenet Vol(X|()) af det tetraeder som er defineret i (7.9).

| OPGAVE 7.6

Hvis vi benytter standard-priss@tningen for tetraedre pa fabrikken Mp, hvor meget koster det sa at fa
lavet fglgende stak bestaende af 1000 tetraedre, som er produceret efter forskriften fra eksempel 7.4,
se ligning (7.9): X(¢;),;, = i/1000, i = 1,2,3,...,1000.

Hvis vi ikke roterer, det vil sige hvis vi kun benytter S(z)-delen af den polere dekomposition for
K(7), sa far vi den deformation af tetraederet som er vist i figur 7.2.

Det er stadigveek rotationerne i rummet og altsa rotationsdelen R(z) af de polere dekompositioner,
det er sveerest at forsta - sa dem vil vi dyrke lidt nermere i det fglgende.

7.2 Differentiation af tidsafhaengig rotationsmatrix

For at forsta hvordan rotationer og rotationsmatricer R(#) udvikler sig og virker i rummet, er
det ngdvendigt at undersgge og finde simple udtryk for deres tids-afledede R’(r). Hvis den
tidsafhangige 3 x 3—rotationsmatrix R(z) er givet ved sine element-funktioner séledes:

I’]](l‘) I”]Q(l‘) r13(t)
R(t) = | rat(t) ra(r) r3(r) : (7.12)
r31(t) }’32(2‘) r33 (l‘)
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Figur 7.1: Deformation af tetraeder med K(7) som specificeret i eksempel 7.4, se de definerende ligninger
(7.9). Animeret.

sd er R'(¢) defineret ved de r—afledede af de enkelte element-funktioner r;;(¢) sddan her:

d ri () rat) ris)
RO =R(0) = |y ) () |- (7.13)
r3(t) ryp(t) ras(r)

~
~—
=
o~
\S]
~—~
~

Da vi antager, at R(7) er rotationsmatricer for enhver verdi af r € IR, si geelder der per definition
4.5, dels at det(R(¢)) = 1 for alle ¢ og dels at

R*(t)=R7'(r) . (7.14)
Sa geelder derfor ogsa for alle ¢ at
R(1)-R*(r)=E . (7.15)

Den ligning kan vi differentiere med hensyn til ¢ og far sa, da E er en konstant matrix:

d

S(RO)R(1)=0 , dvs.

(7.16)
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Figur 7.2: Deformation af basistetraederet med den symmetriske matrix S(z) fra den polere dekomposition
af K(7) fra eksempel 7.4. Animeret.

|l OPGAVE 7.7

Vis - eller giv et selvvalgt ikke-trivielt eksempel, der viser - at de to ligninger i ovenstaende ligning
(7.16) er &kvivalente, altsa at man kan finde den afledede af et matrix-produkt med ’den sedvanlige
produkt-metode’, som kendes for funktioner: (f(¢)g(¢))’ = f'(t)g(¢) + f(¢)g (¢). Vink: Kig eventuelt
forst pa 2 x 2-matricer A (7).

Det vil sige, at der for rotationsmatricerne R(¢) altid geelder:

R'(1)-R*(t) = —R(z) -R"(r)

— —(®R() R i

7.3 Skaevsymmetriske matricer

Ligningen (7.17) ovenfor betyder, at matricen Q(¢) = R'(¢) - R*(¢) er skeevsymmetrisk for enhver
vardi af ¢ 1 fglgende forstand:

En matrix A er skeevsymmetrisk hvis A* = —A
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Figur 7.3: Rotation med rotationsmatricen R(z) fra den polere dekomposition af K(z) fra eksempel 7.4.
Animeret.

I OPGAVE 7.9

Vis, at en given 3 x 3—matrix () er skeevsymmetrisk hvis og kun hvis der findes 3 tal a, 3, og v,

saledes at
0 -y B ]

Q= v 0 -« (7.18)

—B o 0

7.3.1 Akse-vektorer og akse-matricer

Skaevsymmetriske 3 x 3—matricer er altsa — efter opgave 7.9 — ret simple i den forstand, at de kan
beskrives ved tre elementer. Og tre elementer er jo netop ogsa tilstrekkelige og ngdvendige til
beskrivelse af en vektor i rummet. Fglgende satning er derfor ikke sa overraskende (vi vil igen
formulere s@tningen med (), fordi vi is@r skal bruge s@tningen for de skeevsymmetriske matricer
Q(r), som vi fandt ovenfor i forbindelse med undersggelsen af tidsafhangige rotationer R(z))
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Figur 7.4: Rotationen af tetraederet i 7.3 med fast fodpunkt i Origo. Animeret.

|||| Seetning 7.10 Lad Q vere en vilkarlig given skeevsymmetrisk 3 x 3—matrix. S findes der

en entydigt bestemt vektor w, saledes at
Qv* = (wxv)" foralle vektorer v (7.19)
og den vektor w er simpelthen givet ved de tre elementer fra () som er markeret i opgave 7.9 ovenfor:

w = (OC, B,'Y) = (032,013,021) . (7.20)

Bevis. Vi skal bare vise, at den pastaede vektor w har den gnskede egenskab og at det er den
eneste vektor med den egenskab. Men det fglger af de direkte udregninger:

Wav3 — W3V2
(wxv) = | w3v; — O3 (7.21)
W1v2 — W2V
og
0 — (@3 () Vi vz — W3V
3 0 - v | = | W3vi —®v3 . (7.22)

-0 O 0 V3 W1Vv) — v
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Altsa samme resultat for alle v = (v1 V2, V3). Det vil sige, at den anviste vektor w faktisk opfylder
(7.19). Vi mangler sa kun at vise, at det er den eneste vektor der kan bruges. Hvis 1 er en anden
vektor med den samme egenskab som w, altsa at den ogsa opfylder (7.19), sa er specielt ogsa

((w—n)xv)" = Qv —Qv* = 0° foralle vektorer v , dvs.
(7.23)

(w—mn)xv=0 foralle vektorer v

og det er kun muligt for w — 1 = 0 (hvorfor det?), sa n kan ikke vare en anden vektor end w,
og det var det, vi skulle vise. ]

Hvis Q) er en vilkarlig givet skeevsymmetrisk 3 x 3—matrix med de 9

elementer ();;, sd kalder vi
W = (032,043,0)

den til ) associerede akse-vektor.

Den omvendte setning gelder ogsa:

||| Seetning 7.12 Lad w = (o;,®,,®3) vare en vilkarlig givet vektor i rummet. S findes der

en entydigt bestemt skeevsymmetrisk matrix ), saledes at
(wxv)" = Qv* foralle vektorer v (7.24)
og den matrix ) er givet ved de tre elementer fra w saledes

0 — 3 (V5]
— (O] 0

Bevis. Ligesom for s@tning 7.10. [

Hvis w er en vilkarlig given vektor med koordinaterne w = (®;,®;,®3), s&

kalder vi
0 —3 (V)]
0= 3 0 —m
— Wy (O] 0

den til w associerede akse-matrix.
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Il OPGAVE 7.14

En skaevsymmetrisk matrix () har fglgende kendte elementer:
Qp=3 , Qz=—4 , Opn=1 . (7.26)

Bestem den til () associerede aksevektor.

ll OPGAVE 7.15
En given vektor w har egenskaberne:
wx(1,1,0) =(-3,3,—-1) , wx(0,1,1)=(-1,—-1,1) . (7.27)

Bestem den til w associerede aksematrix.

7.4 Tidsafhaengige rotationsmatricer

Som allerede udviklet ovenfor far vi skeevsymmetriske matricer serveret en masse ved til ethvert
tidspunkt at danne en ganske bestemt produktmatrix ud fra en given tidsath@ngig rotationsmatrix

Q@) =R(1) R(1) , (7.28)

Lad os begynde med de simpleste rotationer, koordinat-akse-rotationerne, som vi fgrst stiftede
bekendtskab med 1 4.18.

|l OPGAVE 7.16

Lad R(7) = R;(r) som defineret i 4.18. (Bemzrk, at vi har udskiftet den uafh@ngige variable w med
tiden ¢.) Dvs.

cos(t) —sin(z) 0
R(1) =R, () = | sin(r) cos(t) O . (7.29)
0 0 1

Bestem for enhver veerdi af ¢ den skeevsymmetriske matrix €)(z) efter forskriften 7.28, og bestem

derneest den til Q}(z) associerede aksevektor w(r) for ethvert tidspunkt 7.

Il OPGAVE 7.17

Samme opgave som ovenfor, men nu for de to andre elementar-rotationer, henholdsvis R(7) = R(¢)
og R(r) =Ry(¢).




7.4. TIDSAFHZEANGIGE ROTATIONSMATRICER 115

BT

Figur 7.5: Rotationen af tetraederet i 7.3 med tilhgrende antydet akse-vektor w(t). Animeret.

|l OPGAVE 7.18

Lad R(7) =R;(6(z)), hvor 8(¢) er en givet funktion af ¢, altsa

cos(6(z)) —sin(6(z)) 0O
R(1) =R.(6(¢)) = | sin(6(r)) cos(6(z)) O . (7.30)
0 0 1

Bestem Q) (7) og den associerede aksevektor w(t). Vink: Det kan vare en god idé fgrst at bestemme
w(t) for et specielt, konkret, valg af vinkelfunktion 6(z), for eksempel 6(¢) = 7z.

| OPGAVE 7.19

| | Lad R(z) =Ry(n/4) Ry(¢). Bestem Q(r) og den associerede aksevektor-funktion w(z).

7.4.1 Rotationer med given akse-vektor-funktion

Hvis vi har féet givet en vektorfunktion w(z), kan vi sé finde en rotation R(7) der har w(r) som
aksevektor til ethvert tidspunkt ¢ ? Det er ikke svert, vi skal jo 'bare’ finde R(¢), sdledes at

R'(1)-R*(t) =Q(t) , (7.31)
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hvor Q(¢) er den aksematrix, der til tidspunktet # har w(7) som associeret aksevektor. Ligningen
er zkvivalent med fglgende matrix-differentialligning, idet vi jo stadig har at R*(z) = R™!(z) :

(7.32)

Det vil sige, vi skal bestemme R(7) sddan at fplgende ligning er opfyldt:

7 ( ) ()
3 (1) () (1)

~
~—
l\?\
[\S)
—~

~

0
(03(t)

| —m(t)

0
(03(t)

| —m(t)

—03 (Z)
0
(O]] (t)

—03 (Z)
0
(O]} (t)

(1)
—M (l‘)
0

(1)
—M (t)
0

‘R(7)

rll(t) rlz(t) r13(t)
ru(t) ra(t) ra(r) |,
r3] (t) r3n (l‘) r33 (l‘)

hvor vi har brugt definition 7.13 og indsat de kendte koordinatfunktioner for w(t) i aksematricen.

Det vil sige, at hver sgjle i R(7) skal opfylde det samme differentialligningssystem bestiende af 3
koblede line@re ligninger med 3 ubekendte funktioner:

[ () ]
51 (1)
L 75 (1)

[ 75(t) ]
ra3(t)
L 33(t)

0
w3 (t)

| —mo(1)

0
(,03(1‘)

| — (1)

0
(,03(1‘)

| —mo(1)

—03 (t)
0
o (2)

—03 (t)
0
(O]] (Z‘)

—03 (t)
0
(O]] (Z‘)

(Oz(t)
—M (t)
0

(Oz(t)
—M (t)
0

(Oz(t)
—M (t)
0

rll(t)
rzl(l‘)
r3i(t) |

rlz(l‘)

raa(t) (7.33)

ra(t) |

r13 (t)
3 (l‘)

r33(t) |

Hver sgjle i R(¢) tilfredsstiller altsa er og samme differentialligningssystem, dvs. de har felles

systemmatrix (7).

Hvis vi derfor kalder de tilsvarende vektorer - svarende til koordinatsgjlerne i R(#) - henholdsvis

e(t), f(z), og g(7), sdledes at

R(7)

[ e*(r) (1) g'(1) ]

b

(7.34)
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sa er (7.33) akvivalent med:
e” (1) = Q(t)e" (1)
(1) = Q(t) £ (¢) (7.35)
g () =0()eg ) .

Hvis vi skriver de 3 ligninger pa kompakt form, sa far vi netop den ligning vi startede med, ligning

(7.32):
[e"(r) £5(1) g*(1) | =Q()-[e() (1) g (1) ]
(7.36)

sa pengene passer!

Men ved at indfgre vektorerne e(z), f(¢), og g(¢) kan vi skrive ligningerne i (7.35) ved hjalp af
den til Q)(7) associerede akse-vektor w():

e(t)=w(t) xe(t
(1) = w(r) x£(¢) (7.37)
g'(t) =w(r) xg(r)

Der er altsa flere forskellige mader at udtrykke differentialligningerne pa, nér vi skal finde R(7)
med en given akse-vektor-funktion ww(r).

Lad os se pa et fgrste simpelt eksempel:

|l Eksempel 7.20

Lad w(r) = (0,0,2) for alle r € R og antag, at R(0) = E. Vi vil finde den rotation R(z), som hgrer
til rotations-akse-vektor-funktionen w(t), og som tilfredsstiller den givne begyndelsesbetingelse. Den
fgrste vektor-differentialligning i (7.37) kan vi skrive saledes:

¢/(1) = (0,0,2) x e(t)

(€ (1).2(1),€3(1)) = (0,0,2) x (er(), e2(r), e3(1))

(640,40, 4(0)) = (~2e2(1), 261 (1),0) (1.38)
ey (1) 0 -2 0 e1(1)
[eg(t)]_{z : o”@@}
(1) 0 0 O e3(1)
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Det system har lgsningerne (den fuldstendige lgsningsmaengde):
e3(t)

e1(t) = cycos(2t) + cpsin(2t) (7.39)
ex(t) = —cpcos(2t) +cysin(2t)

c3

hvor ¢y, ¢y, 0g c3 er vilkarlige (arbitraere) konstanter. De konstanter fastlegges via begyndelsesbetingel-
serne til tiden # = 0, som for den fgrste sgjle-vektor €(0) i R(0) = E er fglgende: e3(0) =0, sd c¢3 = 0;
e1(0) = 1, sé ¢; = 1; den sidste betingelse, e, (0) = 0 giver endelig c; = 0.

Lgsningen for vektorfunktionen e(z) er derfor:
e(t) = (cos(2t),sin(2¢),0) . (7.40)

Tilsvarende kan den samme fuldstendige lgsning fra (7.39) benyttes til bestemmelse af f(7) og g(¢). Det
er kun begyndelsesbetingelserne, der er forskellige. Resultaterne er:

f(z) = (—sin(2t),co0s(2¢),0)

(7.41)
g(r) =(0,0,1)
séledes at den sggte rotation R(z) er:
cos(2r) —sin(2t) 0
R(t)=[e*(t) £(t) g(t) | =] sin(2r) cos(2r) 0 . (7.42)
0 0 1

Il OPGAVE 7.21

Eftervis ved direkte udregning, at den fundne Igsning i eksempel 7.20 ovenfor faktisk er en lgsning,
bade til differentialligningssystemet R’(7) = Q(r) - R(¢) og til begyndelsesvardi-kravet: R(0) = E.

Il OPGAVE 7.22

Bestem pa samme made som i eksempel 7.20 de rotationer R(7) som giver nedenstéende akse-vektor-
funktioner w(t), idet det igen antages, at R(0) = E:

w(t) =(0,1,2)

w(t) = (1,1,2) (7.43)
w(r) = (0,0,1) |
w(r) = (0,0,1%)
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Figur 7.6: Rotation af basistetraecderet med akse-vektor funktion w(t) = (0,0,2sin(7)). Animeret.

|l Eksempel 7.23

Hvis vi lader w = (0,0, (7/2)sin(z)) og R(0) = E fas ved lgsning af differentialligningssystemerne
ovenfor den rotation, som ses i figur 7.6. Akse-vektor-funktionen er ogsa vist der. Lgsningen er givet
ved:

sin(mcos(t)/2) —cos(mcos(r)/2) 0O
R(7) = | cos(mcos(t)/2)  sin(mcos(r)/2) 0O . (7.44)
0 0 1

Il OPGAVE 7.24

| | Vis ved direkte check, at den angivne lgsning i eksempel 7.23, ligning (7.44), er korrekt.

lll Eksempel 7.25

Hvis vi lader w = (0,0,2sin*(¢)) og R(0) = E, sa far vi (ved numerisk lgsning af differentiallignings-
systemerne ovenfor) den rotation, som er vist i figur 7.7.
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Figur 7.7: Rotation af basistetraederet med akse-vektor funktion w(¢) = (0,0,2sin?(¢)). Animeret.

|l Eksempel 7.26

Rotations-akse-vektoren w = (cos(t),sin(7), 1) og R(0) = E er benyttet i figur 7.8. Rotations-lgsningen
er:

cos(t) —sin(t)cos(t) sin? (1)
R(r) =R, (1) -Ry(t) = | sin(r) cos? (1) —sin(t) cos(r) : (7.45)
0 sin(t) cos(t)

|l OPGAVE 7.27

| 1 Vis ved direkte check, at den angivne lgsning i eksempel 7.26, ligning (7.45), er korrekt.

7.5 Qutlook

Med de varktgjer, vi nu har kridtet banen op med, er vi parate til at undersgge, hvordan punkterne
inde i et tetraeder X(¢) = X(p(z),a(r),b(z),c(t)) beveger sig, nir selve tetraederet fremkommer
ved rotation af et basistetraeder med en rotationsmatrix R(7), samtidig med at fodpunktet beveges
via en given forskrift p(7).

For eksempel kan vi som en fgrste naturlig opgave undersgge bevagelsen af et hjgrnepunkt 1
tetraederet, for eksempel det hjgrnepunkt ¢(z), der er spidspunkt for a(7) nér vi benytter p(7) som
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Figur 7.8: Rotation af basistetraecderet med akse-vektor funktion w(z) = (cos(t),sin(¢),1). Animeret.

fodpunkt for a(z). Hvis vi kalder stedvektoren til p(z) for p(¢), sé er stedvektoren til g(7) givet
ved:

a(r) =a()+plr) - (7.46)
lll Eksempel 7.28

Hvis vi betragter den konkrete rotation af basistetraederet, som stammer fra den polare dekomposition
af K(¢) i eksempel 7.4, dvs. den rotation, der er vist i figur 7.3, sa er banekurven for ¢(¢) den kurve, der
er vist i figur 7.9.

I et fglgende kapitel vil vi blandt andet undersgge farten og retningen af bevagelsen af punktet
q(t), altsa hastighedsvektoren for bevaegelsen af punktet til ethvert tidspunkt .

Bemerk, at farten og retningen af bevagelsen af fodpunktet p(7) er direkte givet ved den tidsafle-
dede af stedvektoren til p(t):

p'(1) = (P (1).pa(1). (1)) (7.47)
og helt tilsvarende har vi fra 7.46
q () =a'()+p'(1) - (7.48)

Da a(r) er fremkommet ved at gange R(#) pa koordinatsgjlen for den fgrste kantvektor i basiste-
traederet, altsd for basisvektoren i, s& er koordinatsgjlen for a(¢) pracis den forste sgjle i R(z).
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Figur 7.9: Banekurve for hjgrnepunkt i det roterede tetraeder i figur 7.3

Vektoren a(z) er altsa (ndr vi betragter rotationer) den vektor, som vi har kaldt e(z) i ligning 7.34.
Det vil sige, at

q' () =e0)+p'(1) (7.49)
men sa har vi jo fra ligning (7.37), at

q'(r) = w(t) xe(r) +p'(r) , (7.50)

hvor w(r) er den til rotationen R(#) associerede akse-vektor-funktion. Tilsvarende udtryk etable-
res lige sa let for hastighederne af beveagelsen af de to resterende hjgrnepunkter i tetraederet.



Kapitel 8

Styring langs krumme kurver

I dette kapitel vil vi som lovet se nermere pa, hvordan vi kan benytte fodpunktskurven p(t) og
fodpunktskurvens geometriske egenskaber, saisom krumning og torsion (der defineres nedenfor),
til at kontrollere og styre bevaegelserne af tetraedrene i rummet. Selve styringen af tetraederne
beskrives fgrst til allersidst — 1 afsnit 8.6.

8.1 Tids-parametriserede regulaere kurver

Vi repeterer lidt fra kapitel 7: Et punkt p der bevager sig i rummet har til ethvert tidspunkt 7 et
set koordinater med hensyn til det fast valgte koordinatsystem { O, x,y,z}:

p=p()=(pi1(t),p2(t),p3(t)) , 1l , 8.1

hvor I betegner det tidsinterval, hvori bevegelsen er beskrevet, f.eks. I = [a,b], og hvor p; (1),
p2(t) og p3(t) er 3 funktioner af ¢. Vi vil typisk antage, at disse tre koordinatfunktioner er glatte
funktioner, dvs. de kan differentieres et vilkarligt antal gange.

Stedvektoren fra O til punktet p(¢) betegnes naturligvis med vektor-notation som fglger, idet
koordinaterne for stedvektoren oplgst efter basisvektorerne {i,j,k } netop er de samme som
(x,y,z)-koordinaterne for p(r). Derved far vi (sted)-vektor-funktionen p(z) til beskrivelse af
bevaegelsen langs kurven:

p=p()=(pi(t),p2(t),p3(t)) .t €l . (8.2)

I OPGAVE 8.1

En cirkel C i (x,y)-planen er bestemt ved at cirklens radius er 3 og cirklens centrum ligger i punktet
(2,1,0). Bestem en tidsparametrisering p(z) = (p1(¢), p2(t).0) af cirklen med tilhgrende tidsinterval
I séledes at punktet p(¢) (dvs. spidspunktet af p(7)) gennemlgber cirklen netop én gang.
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Figur 8.1: Simpel konstruktion af — og bevagelse pa — en ret linje i rummet. Animeret.

B B0

Figur 8.2: Singuler og selv-overlappende konstruktion af — og bevagelse pa — en ret linje i rummet, den
samme linje som i figur 8.1. Animeret.

En parameterfremstilling p(z), ¢ € I, af en kurve er en reguler parameterfrem-
stilling hvis
p'(t) #0 forallerel . (8.3)

Parameterfremstillingen er tilsvarende singuler for 7 =t € I hvis p’(z9) = 0.

I OPGAVE 8.3

I figurerne 8.2 og 8.3 markerer de rgde punkter singulere punkter for den anvendte og animerede
parameterfremstilling. Konstruér singulere parameterfremstillinger af den viste rette linje, sddan at de
singuleere punkter for dine parameterfremstillinger optreeder netop i de viste punkter.

en given kurve (f.eks. en ret linje) har en reguler parameterfremstilling, sa behgver ikke

‘ En given kurve har uendelig mange meget forskellige parameterfremstillinger. Selv om
alle parameterfremstillinger af den samme kurve at vere regulare.
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Figur 8.3: Singuler men ikke overlappende konstruktion af — og bevagelse pa — en ret linje i rummet, den
samme linje som i figurerne 8.1 og 8.2. Animeret.

M! _ | Nogle kurver, som f.eks. asteroiden, p(t) = (cos®(t),sin(¢),0) som er vist i figur
Q 8.4, har ikke nogen som helst parameterfremstilling, der er reguler overalt. Se f.eks.
http://en.wikipedia.org/wiki/Astroid.

B (k¥

Figur 8.4: Konstruktion af — og beveegelse péa — en asteroidekurve (i (x,y)-planen). Denne parametrisering
har 4 singulere punkter. Enhver parametrisering har mindst disse 4 singul@re punkter. Animeret.

8.2 Buelaengde-parametriserede kurver

Med henblik pa at ggre analysen af kurverne meget lettere vil vi nedenfor ofte antage, hvor det er
muligt, at de kurver vi betragter, er parametriserede pa en sadan made, at farten er konstant 1, dvs.
at hastighedsvektoren p’(¢) har konstant leengde 1. Den antagelse kan vi udtrykke pa forskellige


http://en.wikipedia.org/wiki/Astroid
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mader:
Ip'(1)] =1
1(p (1), P2 (1), P5(1))| = 1
PR+ P20 +p2(0) =1 o
RO 20 +20) =1
|(vi(2),v2(r),v3(2)) || =1
Ive)ll=1

hvor vi ogsa har indfgrt og brugt betegnelsen v(z) for hastighedsvektoren (v for velocity) v(z) =
p'(2).

Il OPGAVE 8.4
Hvilke af fglgende kurver, som er angivet ved stedvektor-funktionerne p(t), har konstant fart 1 ?
Alle tidsintervaller er hele den reelle talakse IR .

i) () =(1,11)
i) p(t) = (1,1,1%)
i) p(t) = (t,i%,7)
iv) p(r) = (1,cos(t),sin(z))
v) p(t) = (1,2cos(t),2sin(t)) (8.5)
vi) p(t) = (1,cos(2t),sin(2r))
vii) p(t) = (t,cos(t),sin(z))
4
viii) p(t) = 5cos(t),l—sin(t),—cos(t))

I OPGAVE 8.5

En kurve - en sékaldt helix eller vindellinje - er givet som fglger, hvor a og b betegner to konstanter,
der ikke begge er 0:
p(t) = (acos(t),asin(t),bt) , teR. (8.6)

1. Tegn (eller plot) selv kurven for forskellige valg af a og b. Se eksempler i figurerne 8.5 og 8.6.

2. Forklar, hvorfor det er rimeligt, at den ene kurve i figur 8.5 kaldes hgjreskruet og den anden
venstreskruet.

3. Undersgg hvilke vardier for a og b der giver hgjreskruning og hvilke der giver venstreskruning.
Prgv evt. forst med (a,b) = (1,1), (a,b) = (1,—1), (a,b) = (—1,1), (a,b) = (—1,—1).

4. Find for enhver verdi af a og b farten ||p’(¢)|| af den tilhgrende beveegelse langs kurven udtrykt
ved a og b nér bevagelsesforskriften er den ovenfor givne p(7).
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Figur 8.5: En venstreskruet og en hgjreskruet helix.

o
R k=) B

Figur 8.6: Konstruktion af — og bevagelse pa — vindellinjer. Vindellinjen til hgjre er venstreskruet med
lille *pitch’ (dvs. den hgjde som punktet lgftes ved én omgang) og forholdsvis hgj konstant fart. Animeret.

8.2.1 Hvordan omparametriseres til buelaengde?

Regul@®re kurver kan omparametriseres til buel&ngde-parametrisering:

||| Seetning 8.6  En given reguler kurve p(¢), t € I = [a,b], med p’(¢) # 0 for alle 1 € I

omparametriseres ved hjelp af funktionen S(7) som er givet ved:
t
S(t) :/ p'(u)||du forallet € I =[a,b] |, (8.7)
4}

hvor 7y € [a,b] er et fast valgt startpunkt (o behgver ikke at veere a) for integrationen.
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Funktionen S(¢) er en voksende glat funktion pa hele z-intervallet [a,b], s& der findes en omvendt
funktion 7'(s) som ligeledes er en voksende glat funktion pa hele det tilsvarende s-interval

(s)
(1) = [S(a),S(b)] = [, B].
Den omparametriserede kurve 1(s) = p(7'(s)) har farten ||n’(s)|| = 1 for alle s € [, B].

Den omparametriserede kurve 1(s) er dermed buelengdeparametriseret fordi s maler preecis bue-
leengden med fortegn af kurvestykket fra punktet p(zo) = p(7(0)) = n(0) til punktet p(7'(s)) = n(s)
pa kurven. Fortegnet pa s afggres af om punktet 1(s) ligger for (sd er s < 0) eller efter (sd er s > 0)
startpunktet 1(0) pa kurven.

Langden af det stykke af kurven der ligger mellem punktet p(7 (s1)) = 1(s1) og punktet p(7 (s2)) =
1n(s2) er derfor L = |s; — s1|. Dette ggr det naturligvis igen rimeligt at sige, at 7n(s) buel@ngde-

parametriseret.
Bemerk, at funktionen S(¢) sagtens kan antage negative verdier i intervallet 7 € [a,b] —
‘ det forekommer jo netop i de tilfelde hvor 7y > a saledes at S(¢) < 0 for alle ¢ < 1, ifplge

definitionen af S(z) i (8.7).

Il Bevis

Funktionen S(7) er en voksende funktion: Det fplger af, at §'(¢) = ||p/(¢)|| > O pa hele 7-intervallet [a,b].
Da T (s) er defineret til at veere den omvendte funktion af S(¢) har vi per den definition: 7 (S(¢)) = ¢ for
alle 7 € [a,b] og S(T(s)) = s for alle s € [a, B]. Specielt har vi derfor ogsa (fra keedereglen eller direkte
fra differentiationsreglen for omvendte funktioner):

1

S1(s())
S'(t)-T'(s) =1

Vi kan nu bruge det til at vise, at farten af () er 1, altsd at ||'(s)|| = 1 for alle s € [a, B]:

(8.8)

17 @) = 1510

=[T'(s)|- H%p(t)\,:w | (8.9)
= |T"(s)|- 1P’ (1))._, |
=T'(s)-S'(1)|

=1

Og heraf fglger dernast endelig, at leengden af det stykke af kurven der ligger mellem punktet p(7'(s;)) =
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1(s1) og punktet p(7 (s2)) = n(sz) er L = |s, — s1]. Vi har nemlig:

52 ,
L= [ In(s)lds
s1
52
:|/ 1ds| (8.10)
s1

= |s2 —s1]

Satning 8.6 kan tolkes saledes: Hvis det er muligt at kgre pa en vej uden at stoppe op
<)/ | (men med tilladte accelerationer og decelerationer), s er det ogsa muligt at kgre med
Q konstant fart pa den samme vej hele vejen fra den ene ende til den anden. Hvis farten er
konstant 1 sa kan man afleese tiden pa kilometertelleren og man kan afleese det kgrte

antal kilometer pa sit stopur. (Hvorfor og hvordan?)

~c~- | Deter ikke muligt at kgre pa asteroiden uden at stoppe op mindst i de 4 singuleere
Q punkter, som er fremhavet i figur 8.4.
ll Eksempel 8.7

Vi ser pa en simpel tidsparametriseret reguleer kurve p(7) og omparametriserer den pé fglgende méde:

p(r)=Br—1,3t—2,0),1€[0,1]

p'(r) =(3.3,0)
Ip' ()]l = 3v2
‘ (8.11)
S(t) = / 3v2'du , ved valg af integrationsstart i fo = 0
to=0
S(r) =3V2't
s
T(s)= , den omvendte funktion
(5 3v2

séledes at vi nu far den bueleengde parametriserede kurve ved at indsette T'(s) pa z-pladsen i p(7):
n(s) =p(T(s)) = (3T(s) — 1, 3T(s) ~ 2, 0) , s € [8(0).5(1)] = [0.32]

n(s) = <\;5—1, jz‘“’) , 5 €[0,3v2]

(8.12)

Det kan vare umuligt at finde bade funktionen S(z) og den omvendte funktion 7 () udtrykt ved
seedvanlige funktionstegn. Begge funktionerne kan dog approksimeres vilkarligt godt f.eks. med
spline funktioner.



130

KAPITEL 8. STYRING LANGS KRUMME KURVER

| OPGAVE 8.8

Se Maple’s kommando [Spline] via Maple pakken [> with(CurveFitting);]. Find ud af, hvordan
[Spline] kommandoen kan benyttes til at finde vilkarligt gode approksimationer til begge funktionerne
S(r) og T (s) ud fra en passende valgt sekvens af punkter pé grafen for S(z).

-10

Figur 8.7: En plan kurve p(¢) med tids-parametriseret markering til venstre og buel&ngde-parametriseret
markering 1(s) = p(7 (s)) til hgjre. I midten: Funktionerne S(z) og T (s) for kurven. Bemzrk, at her er
T(0) = S(0) og derfor n(0) = p(0).

I OPGAVE 8.9

Lad p(¢) betegne fplgende 7-parametriserede kurve

p(t) = (p1(t).p2(t).p3(1)) = (,0,0) , t€R . (8.13)

Vis, at den kurve ikke har positiv fart for alle ¢ (parameterfremstillingen er altsa ikke regulaer), men
at kurven (alligevel) kan omparametriseres til en enhedsfart-parametriseret kurve 1n(s) = p(7'(s)) =
(T(s)3,0,0), som dermed er en reguler parametrisering.

| OPGAVE 8.10

Lad p(r) betegne fglgende halv-cirkel med radius a > 0:

p(1) = (p1(1), p2(1), p3(t)) = (acos(t),asin(z),0) , re(0.m] . (8.14)

1. Bestem S(7) og den omvendte funktion 7'(s) sddan at omparametriseringen 1(s) = p(7'(s))
giver en parametrisering af halvcirklen med enhedsfart.

2. Angiv et interval for parameteren s saledes at 17(s) gennemlgber precis samme punktmangde
som p(7), ¢ € [0,7], netop én gang.
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Il OPGAVE 8.11

Lad p(z) betegne folgende kurve:

1 ot
g(lfff ﬁ) ;

Tegn (plot) kurven, og vis, at den faktisk allerede er enhedsfart-parametriseret.

p(r) = (%(1+z)3/2, rel-1,1] . (8.15)

Som allerede antydet: Nar en kurve er enhedsfart-parametriseret vil vi ofte bruge notationen s for
parameteren og betegnelsen 1(ss) for kurven med den parametrisering - eller bemerke eksplicit,
om parametriseringen har enhedsfart eller e;j.

4

-1

Figur 8.8: Til venstre: Den t-parametriserede kurve p(¢) = (t,¢2,¢3), t € [~1,1]. I midten: Funktionerne
S(t) og T (s) for kurven. Til Hgjre: Den s-parametriserede kurve. Sammenlign ogsd med den plane kurve i
figur 8.7 hvor forskellen mellem 7-parametrisering og s-parametrisering er endnu tydeligere.

8.3 Krumning og torsion

I dette og de fglgende afsnit vil vi definere krumning og torsion for regul@re rumkurver.

Vi vil i begyndelsen antage, at rumkurven allerede er givet pa bueleengde-parametriseret form (og
derefter — 1 afsnit 8.4 — bruge de fundne resultater til at vise hvordan krumning og torsion kan
udtrykkes for en vilkarlig tids-parametriseret version af den samme kurve):

n(s) = (x(s).y(s).z(s)) » selop] (8.16)

Vi gnsker naturligt nok, at krumningen er en funktion af s, der forteller hvor meget kurven bgjer
i og omkring stedet 1(s) og at torsionen er en funktion af s, der forteller hvor meget kurven
spiralerer i og omkring stedet 11(s). Vi skal altsa helst definere krumning sddan at en lille cirkel
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(med lille radius) har stor krumning og en stor cirkel (med stor radius) har lille krumning. Og vi
skal definere torsionen sadan at de tidligere viste helix-vindellinjer har en torsion der pa tilsvarende
made kan beskrive stgrrelsen af deres spiralering (snoning) samt fortelle, om de er hgjre- eller
venstre-snoede.

Hermed har vi sa allerede to naturlige spgrgsmal:
1. Hvad er mon torsionen af en cirkel?
2. Hvad er mon krumningen af en vindellinje?

Det finder vi ud af nedenfor.

Hyvis kurven ikke er givet pa bueleengde-parametriseret form, men maske kun rat som
en reguler tids-parametriseret rumkurve p(7), s er der to muligheder for at bestemme
kurvens krumning og torsion pa ethvert sted p(7): Enten omparametriseres kurven til en
buelengdeparametriseret form — og sa kan formlerne fra dette og de efterfglgende fire
afsnit benyttes — eller ogsa bruges formlerne fra afsnit 8.4 direkte ved at regne pa p(z) og
de t-afledede af p(¢). Det er nemlig ikke ngdvendigt at omparametrisere fgrst! Grunden
til at vi indfgrer krumning og torsion ved hj®lp af den buel@ngde-parametriserede
version af kurven er dels, at det er meget lettere og dels, at den strategi (stort set) allerede
viser, at de to funktioner kun afthenger af den regulere kurve selv — betragtet som en
organiseret punktm@ngde 1 rummet — og ikke af hvilken parametrisering, der benyttes.

8.3.1 Krumning
For en given bueleengde-parametriseret kurve 1(s) definerer vi:
e(s) =n'(s) dette er enheds-tangentvektoren til kurven .17
K(s) = ||n”(s)|| dette er definitionen pa krumning: leengden af accelerationsvektoren '

Krumningen af kurven pé stedet 1(s) defineres altsé som leengden af accelerationsvektoren nér kurven
er buelengde-parametriseret.

Hvis k(s) > 0 kan vi definere en ny enheds-vektor f(s) ved hjelp af accelerationsvektoren 1" (s)
saledes:

K(ls)n“(s) , for x(s)>0 , (8.18)

f(s) =

og dermed endelig en tredje enhedsvektor g(s) ved hjalp af krydsproduktet af e(s) og f(s):

g(s) =e(s) xf(s) , for x(s)>0 . (8.19)
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|l Seetning 8.13  De tre vektorer som udover krumningen K(s) er defineret ovenfor (for
K(s) > 0) bestar af tre ortogonale enhedsvektorer, e(s), f(s), g(s).

De udggr derfor for ethvert s langs kurven en ny basis for vektorer i rummet — enhver vektor i rummet
kan oplgses pa entydig made efter vektorerne e(s), f(s), g(s). Vi kalder den nye basis Frenet-Serret
basen for 1(s) og betegner den sadan: {e(s),f(s),g(s)}rs.

hvor pa kurven vi befinder os. Det er illustreret med animationen i figur 8.12 (et godt

‘ Bemark, at Frenet—Serret basen atha@nger af s og derfor typisk vil @&ndre sig ath@ngig af
stykke fremme i teksten).

Il OPGAVE 8.14

Bestem krumningen k(s) (for enhver verdi af s) for den allerede enhedsfart-parametriserede kurve:
n(s) = (3cos(s/3),3sin(s/3),0) , se][0,6m] . (8.20)

Bestem tilsvarende for enhver veerdi af s de tre Frenet-Serret vektorer {e(s),f(s),g(s) }rs. Vis, at de

tre fundne vektorer i Frenet—Serret basen er ortogonale enhedsvektorer.

|l OPGAVE 8.15

Bestem krumningsfunktionen K(t), dvs. krumningen som funktion af ¢, for den kurve, der har ¢-

parametriseringen
t

— 21
’\/f) ; (8.21)

p() = (0140, (112

hvor ¢ €] — 1, 1[. Vink: Se og brug resultatet fra opgave 8.11.

Begrundelsen, beviset, for s@tning 8.13 kan ses saledes:

Il Bevis

Vektoren e(s) = 1/(s) er en enhedsvektor fordi den er hastighedsvektoren for den buel@ngdeparame-
triserede kurve 1(s). Vektoren f(s) = 1”(s) /x(s) er en enhedsvektor fordi k(s) netop er leengden af
1" (s). Vektorerne e(s) og f(s) er ortogonale fordi

e(0)-106) = (15 ) (0) €5

()0 '

=0
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Da e(s) og f(s) saledes er ortogonale enhedsvektorer, sa er krydsproduktet g(s) = e(s) x f(s) ligeledes
en enhedsvektor, der star vinkelret pa hver af de to vektorer e(s) og f(s).

lll Eksempel 8.16

Vi lader 1(s) betegne fglgende kurve - en cirkel med radius a > 0 i (x,y)—planen - som er parametriseret
med enhedsfart:
n(s) = (acos(s/a),asin(s/a),0) . (8.23)

Sa har vi fglgende ingredienser til bestemmelse af krumningen og til konstruktion af Frenet—Serret basis:
e(s) =n'(s) = (—sin(s/a),cos(s/a),0)
1 1
n"(s) = (—=cos(s/a),——sin(s/a),0)
a

k() = ()] = - (8.24)
n//(s) .
f(s) = ) = —(cos(s/a),sin(s/a),0)

g(s) =e(s) xf(s) = (0,0,1)

8.3.2 Torsion

Den ovenfor indfgrte krumning ¥ (s) er gjensynlig den faktor vi skal gange pa f(s) for at fa ()
(husk p&, at €' (s) = 1" (s)):
e(s) =x(s)f(s) . (8.25)

Torsionen t(s) optreeder pa samme made (panzr fortegnet!):

Lad n(s) betegne en buelengdeparametriseret kurve med K(s) > 0 og

Frenet-Serret basis {e(s),f(s),g(s) } s

Sa definerer vi torsionen T(s) for kurven séledes:

g'(s) = —(s)f(s) . (8.26)

Det er nok ikke pa forhand klart, at g'(s) og f(s) altid er proportionale (hvad de jo skal vere for at
ovenstaende definition 8.17 giver mening). Her er et lille argument for det:
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Il Bevis

Vi skal indse, at g/(s) er parallel med f(s). Men det fglger af, at g'(s) star vinkelret pa enhedsvektoren
g(s) (hvorfor det?) og at g'(s) ogsa star vinkelret pa e(s), hvilket fglger af:

g(s) = L (e(s) £(s))

:ds
d

= <dse(s)> x £(s) +e(s) x f'(s)
=0+e(s)xf(s)

=e(s) xf(s)

1 e(s)

(8.27)

Da g/(s) star vinkelret pa bade g(s) og e(s), sd ma g'(s) vare proportional med f(s). Og proportionali-
tetsfaktoren, torsionen, er derfor veldefineret i definition 8.17. Bemzrk, at vi har brugt, at k(s) > 0.

| OPGAVE 8.18

Da vi ved, at Frenet-Serret vektorerne {e(s),f(s),g(s)}rs, udggr en basis for alle vektorer i
rummet, sa kan vi ogsd udtrykke den afledede af f(s) som en kombination af de tre vektorer:

Lad 1(s) = (cos(s),sin(s),0) betegne en enhedscirkel i (x,y)-planen. Hvad er torsionen for den

kurve?

||l Seetning 8.19  Lad 1(s) vare en buelzengdeparametriseret kurve med krumning x(s) > 0,
torsion T(s), og Frenet-Serret vektorer e(s), f(s), og g(s). Sa gelder:

t'(s) = —x(s)e(s) +t(s)g(s) . (8.28)

Vi far altsa ikke nye oplysninger ved at differentiere f(s).
|l OPGAVE 8.20

Lad n(s) = (cos(s/+v/2),sin(s/+/2)),s/+/2) betegne en vindellinje i rummet.
1. Hvad er krumning og torsion for den kurve?
2. Bestem Frenet—Serret basis for kurven for ethvert s.

3. Eftervis, at ligning (8.28) er opfyldt i dette tilfelde.
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|l OPGAVE 8.21
| | Visligningen (8.28) og dermed s&tning 8.19 helt generelt.

8.3.3 Opsamling for buelaengde-parametriserede kurver

Vi samler definitioner og resultater om krumning, torsion, og Frenet—Serret basis for buel@ngde-
parametriserede kurver i fglgende s@tning. Hvis en given kurve ikke er buelengde-parametriseret,
sa ga straks til den tilsvarende mere generelle satning for tids-parametriserede kurver i afsnit 8.4,
setning 8.25.

|| Seetning 8.22  En kurve med parameterfremstillingen 1(s) og enhedsfart |1/ (s)| = 1 for

alle s, har krumning K(s), torsion T(s), og Frenet-Serret vektorer e(s), f(s), og g(s) givet ved fplgende
udtryk (vi antager, at krumningen er strengt positiv for alle s, k(s) > 0):

K(s) =1n"(s)]l
1 . (8.29)

e(s) =n'(s)
£(s) — K(l)n“(s) (8.30)

g(s) = e(s) xf(s)

De tre Frenet—Serret vektorfunktioner tilfredsstiller fglgende ligninger, hvor k(s) > 0 betegner kurvens
krumning, og t(s) betegner kurvens torsion.

e(s) = K(s)f(s)
f'(s) = —x(s)e(s) +t(s)g(s) (8.31)
g(s) = —t(s)f(s)

Il Bevis

Bemeerk, at med de givne definitioner af e(s), f(s), g(s), og k(s) er det faktisk kun det eksplicitte udtryk
for torsionen T(s), vi mangler at vise.

Ligningen
(n'(s) x 0" (s)) - 0" (5) = & (s)x(s) (8.32)
fas af felgende ingredienser
n"(s) = x(s)f(s)
() = ¥ () 4 (5) = K () +x(0) (x(o)e(o) Fo0)(e))
n'(s) x 1"(s) = x(s)g(s)
g(s)-f(s) = g(s)-e(s) =0 , g(s)-8(s) =1
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”
~

e

Bemark rumproduktet i udtrykket for torsionen:

(8.34)

|l OPGAVE 8.23

En vindellinje er givet ved en tidsparametrisering p(7) = (acos(t),asin(t),bt), t € R. Konstanten a
antages at veere forskellig fra 0, men b kan vere vilkarlig. Se opgave 8.5, figur 8.5, og opgave 8.30.

1. Bestem en enhedsfart parametrisering 71(s) af kurven og brug dén i de fglgende to delopgaver.
2. Bestem Frenet-Serret basisvektorfunktionerne e(s), f(s), og g(s) for kurven.

3. Bestem kurvens krumning K(s) og torsion t(s) for enhver verdi af a og enhver veerdi af b.

Dermed har vi nu besvaret de to (nu elementere) spgrgsmal fra tidligere:

e

De to naturlige spgrgsmal var:
1. Hvad er mon torsionen af en cirkel?
2. Hvad er mon krumningen af en vindellinje?

Det har vi nu fundet ud af!

8.3.4 Den lokale kurve-form

Hvilken indflydelse har krumning og torsion pa en kurves forlgb i rummet? Hvordan inspicerer vi
en given kurve omkring et givet punkt med henblik pa at ’se’ hvor meget krumning og torsion
kurven "har’ i punktet? Det kan vi pa fglgende made ved udnyttelse af buelengdeparametrisering
og Frenet—Serret basis:

Vi lader 1(s) betegne en buel&ngdeparametriseret kurve med positiv krumning. Ved at Taylor-
udvikle kurvens koordinatfunktioner med udviklingspunktet s = O til tredje orden far vi fglgende,
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hvor (s) betegner en epsilon-vektor-funktion med egenskaben &(s) — 0 for s — 0:

S2 S3
n(s) =sn'(0)+ 5 n"(0) + £ n"(0) +57e(s)
S3 S2 S3 S3
_ (s—K2(0)€> e(0) + (K(o)5 +K/(O)€> 7(0) + (K(O)’C(O)E) g(0) + s%¢(s)
(8.35)
Il OPGAVE 8.24

Hvad er n”(s) udtrykt ved Frenet—Serret basis samt ¥(s), ¥’(s) og T(s)? Og hvordan er det udtryk
benyttet i ovenstaende? Vink: Se ligningerne i (8.33).

I Frenet—Serret basen {e(0),f(0),g(0)}rs kan kurven nu lokalt udtrykkes ved de approksime-
rende koordinatfunktioner, hvor vi kun benytter de lavest forekommende potenser af s for hver
koordinatfunktion fra Taylor-udviklingen i (8.35):

09 = @506)260) = (5. ()2 () ) e

Vi isolerer og eliminerer dernast s af ovenstaende ligning og far de simple koordinatrelationer:

¥ = (2 x(0) > .22 (8.37)

Specielt far vi altsa heraf, at enhver kurve, der plottes i sin egen Frenet—Serret basis projiceres
approksimativt pa en parabel i (X,y)-planen og pé en tredjegradskurve i (X,Z)-planen.

Parablens koefficient pa X2 er k(0) /2, s& krumningen af kurven 7(s) i punktet 17(0) kan siledes
aflzeses af parablen. Tredjegradskurvens koefficient pa x> er k(0) - T(0) /6, sa torsionen af kurven
1n(s) i punktet n(0) kan dermed ogsa afleeses af tredjegradskurven - nér vi kender krumningen
K(0).

som ovenfor men i det punkt der svarer til s = 5o, hvordan ser udtrykkene i ligningerne

‘ Hvis buelengdeparametriseringen 1(s) er givet og der gnskes en lokal undersggelse
(8.35), (8.36), og (8.37) sa ud?

Den lokale inspektion af krumning og torsion i Frenet—Serret basen for punkter pa vindellinjer
med forskellige vardier af krumning og torsion er illustreret 1 figurerne 8.9, 8.10 og 8.11 samt
eksempel 8.27 nedenfor. Se ogsa en tilsvarende matrix med vindellinjerne i det almindelige
koordinatsystem 1 figur 8.16 og den tilhgrende inspektionsopgave 8.31.
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Figur 8.9: Vindellinjer med forskellige kombinationer af krumning og torsion. Alle er vist i en tilhgrende
Frenet—Serret basis.
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Figur 8.10: Vindellinjer med forskellige kombinationer af krumning og torsion. Alle er vist i en tilhgrende
Frenet—Serret basis, her set langs g-aksen, saledes at den halve krumning k(0) /2 hermed kan ’afleses’
som koefficienten pé x* i det approksimerende andengradspolynomium i punktet p(0).
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gl

gl
|

Figur 8.11: Vindellinjer med forskellige kombinationer af krumning og torsion. Alle er vist i en tilhgrende
Frenet—Serret basis, her set langs f-aksen, saledes at k(0) - (0) /2 hermed kan "afleeses’ som koeffficienten
pa *° i det approksimerende tredjegradspolynomium i punktet p(0).
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8.4 Krumning og torsion for tids-parametriserede kurver

Som allerede antydet ovenfor kan det vare en besvarlig sag at finde en enhedsfart-parametrisering,
en s-parametrisering, af en given kurve ud fra en given 7-parametrisering af kurven. Heldigvis kan
vi alligevel forholdsvis enkelt beregne Frenet-Serret basis {e(r),f(z),g(7) } rs og krumningen x(7),
og torsionen t(¢) i et vilkarligt punkt p(¢) pa kurven som funktioner af den givne tids-parameter t.

Det er samlet i fglgende helt generelle s@tning:

8.4.1 Krumning, torsion og Frenet—Serret basis
for tidsparametriserede kurver

|| Saetning 8.25 En regulr kurve med parameterfremstillingen p(¢) med p/(z) # 0 for alle ¢

har krumning, torsion, og Frenet-Serret vektorer givet ved fglgende udtryk, hvor v(¢) = ||p’(7)|| > 0
betegner farten af den tilhgrende bevegelse:

P xp'0)]

="
(8.38)
o() = 2
g(r) = pii) x ) ndr k(z) >0 (8.39)

f(r) =g(r) xe(t) narx(r) >0

Bemerk, at e(z) og g(r) beregnes lettest fgr f(7). Frenet-Serret vektorfunktionerne e(z), f(¢), og
g (1) tilfredsstiller nu fglgende ligninger, hvor k() betegner kurvens krumning, t(z) betegner kurvens
torsion, og v(t) farten af beveegelsen:

e(r) = v(t)x(2)f(r)
f'(r) = —v(t)x(r)e(t) +v(r)t(t)g(r) (8.40)
gt)= —v()t()i()
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< N
Beviset for denne generelle satning for tids-parametriserede kurver bygger direkte pa de tidligere
fundne udtryk for buel&@ngde-parametriserede kurver i s@tning 8.22:

Bemerk igen hvordan rumproduktet af de tre fgrste afledede af p(7) optreder i udtrykket
for torsionen i ligning (8.38), jvf. (8.34).

Bevis. Da den givne kurve p(¢) er antaget at veere reguler, sé kan vi buelengdeparametrisere
kurven, jvf. afsnit 8.2.1, s@tning 8.6:

n(s) =p(7(s)) . (8.41)

Bemerk, at vi kan — og vil — bruge denne buel&ngde-omparametrisering af kurven i
<M ! | dette bevis uden faktisk at beregne eller kende det konkrete funktions-udtryk for T(s)
Q (eller det konkrete funktionsudtryk for S(z)). Det er kun eksistensen af disse funktioner
vi benytter 1 beviset — ikke deres konkrete udtryk. S@tningen, som vi beviser her, kan

altsa derefter frit benyttes uden at vi kender disse funktioner eksplicit.

Da 1(s) er bueleengdeparametriseret gaelder alle resultaterne i s@tning 8.6 som vi nu blot skal
fortolke til kurvens tids-parametriserede version. Det ggres direkte ved at beregne de fgrste tre
s-afledede af 1(s) og udtrykke dem som T-afledede af p(7 (s)) via kadereglen:

n'(s) = (%p(t)) : (%T(s)) w’(t)-% : (8.42)

hvor vi har benyttet at T'(s) =7 og T'(s) = 1/8'(t) = 1/||p/(¢)|| = 1/v(z). Derefter er

w6 = (5 (P05 )
oy (o0 )

Da 1" (s) er ortogonal pa 1/ (s), sd er n”(s) ogsa ortogonal pa p’(z) sadan at n”(s) og p’(¢)/v(z)
udsp@nder et rektangel med arealet:

@l =) < (2

() xp'0)]
KON

(8.43)

(8.44)

idet p/(z) x p’(¢) = 0. Dermed fglger nu udtrykket for krumningen af kurven:

) = (7)) = ') = PO P01 8.45)
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For at vise udtrykket for torsionen benytter vi (igen):

e = B0 50

og observerer, at denne vektor er ortogonal pa bade p’(¢) og p”(¢) séledes at kun de elemen-
ter i n”(s), som ikke er kombinationer af disse to vektorer, kan bidrage til rumproduktet
(n'(s) x n”(s)) -n™(s). Men vi har jo netop at

n"(s) = % (p”(t) ' v21(t) N (p/(t) ' %» ﬁ (8.47)

hvor vi ikke behgver at kende faktorerne (x;), sdledes at

(n'(s) > n"(s)) 0" (s) = (p'(£) < P"(2)) " (1) - —5 0 (8.48)

Dermed har vi ogsa vist udtrykket for torsionen:

- m«(p’(t) xp”’(t))p"(t) (8.49)

_ (@) xp"(t)-p"(t)
Ip’(2) x p" ()1

Formlerne for Frenet—Serret basis vektorerne fas ligeledes:

e(t) =e(r(5) =) = (5000) - (55 =20 8.50)

(8.51)

og dermed, da Frenet—Serret basen er ortogonal, positivt orienteret og bestar af enhedsvektorer:

f(r) =g(r) xe(r) . (8.52)
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De z-afledede af Frenet—Serret basens vektorer fas igen ved simpel anvendelse af keedereglen. For

eksempel:
¢() = etst0)
= %e(s))-di,—(;) (8.53)
= x(S(1)) -£(S(1)) - v(1)
=v(r)-x(r) -£(z)
[
|l OPGAVE 8.26

Vis, at ovenstdende udtryk i satning 8.25 lige preecis reducerer til dem vi fandt i seetning 8.22 nar

ll Eksempel 8.27

kurven p(7) er parametriseret med enhedsfart v(¢) = 1 for alle 7.

Vi betragter den plane kurve, en parabel, der er givet som grafen for denne funktion: y = x? i

(x,y)—planen. Kurven kan vi opfatte som en parametriseret rumkurve pé fglgende made:
K p(t)=(1,120), (8.54)

hvoraf vi far fglgende ingredienser til beregning af Frenet-Serret elementerne for kurven:

p'(t) = (1,21,0) # (0,0,0) foralle s
ot = V1142
p'(t) = (0,2,0)
p" (1) = (0,0,0)
p'(r) xp"(t) = (0,0,2) 559
Ip'(2) < p"(1)]| =2
(p'(t)xp"(1))-p" () =0
K(t) = —2
(1+412)32
(1) =0

Specielt er altsd k(0) = 2 i overensstemmelse med, at Taylorudviklingen af kurven i Frenet-Serret basen
i kurvens toppunkt netop skal give parablen y = (k(0)/2) - %, jvf. (8.37).
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| OPGAVE 8.28

| | Bestem Frenet—Serret basis {e(z),f(r),g(7) } rs for parablen i eksemplet 8.27 ovenfor.

lll Eksempel 8.29

Mere generelt, grafen for en funktion y = f(x) i (x,y) —planen kan parametriseres:

K p(t)=(t.f(1).0), (8.56)

hvoraf udledes, som i eksempel 8.27:

_ |f"(1)]
K= T () (8.57)
(t) =0
b

)

Figur 8.12: Animation af Frenet-Serret basis langs kurven p(t) = (¢,£2,3).

|l OPGAVE 8.30

En generel vindellinje er som bekendt givet ved parameterfremstillingen:
K : p(t)=(acos(t),asin(t),bt) , teR , (8.58)

hvor a # 0. Bestem direkte ved hjelp af S@tning 8.25 krumningen, torsionen, og Frenet—Serret

vektor-funktionerne for denne vindellinje. Sammenlign med resultatet fra opgave 8.23.
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| OPGAVE 8.31

I figurerne 8.16, 8.9, 8.10 og 8.11 ses tabeller med billeder af vindellinjer. De har alle samme laengde
(to af de viste cirkler overlejrer til en vis grad sig selv). Krumningerne af de respektive vindellinjer
er heltallene fra og med 1 til og med 4. Torsionerne af de respektive vindellinjer er heltallene fra
og med —2 til og med 2. Marker pa én af figurerne hvilke vindellinjer der har hvilke kombinationer
af krumning og torsion. Se evt. figur 8.13 som viser animationer dels igennem torsioner med fast

krumning og dels igennem krumninger med fast torsion.

6
K=——,1T=2
5
k=2, 1=-10
ewl®) (=be+)

Figur 8.13: Animation af vindellinje med konstant leengde, men med variabel torsion og krumning,
henholdsvis.

8.4.2 Approksimerende vindellinjer

I lighed med Taylor approksimationen i afsnit 8.3.4 som gav approksimerende parabler og
tredjegradskurver i Frenet—Serret basens koordinatplaner, vil vi her se hvordan vi ogsa kan
approksimere en vilkarlig kurve med vindellinjer i ethvert punkt pa kurven.

|| Saetning 8.32 Givet en tidsparametriseret regulzer kurve p() med positiv krumning x(0) og

torsion T(0) i punktet p(0). S& findes der preecis én vindellinje ¥ som bade gér igennem punktet p(0),
har samme tangent p’(0) som kurven og samme krumning %(0) og torsion ©(0) som kurven i punktet.

Den vindellinje vil vi selvfglgelig kalde den approksimerende vindellinje til kurven i punktet.
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Nér vi har kurvens Frenet-Serret basis {e(0),f(0),g(0) } s til radighed i det udvalgte kurvepunkt
p(0) er det ikke svert at konstruere den sggte vindellinje.

Standard-vindellinjen er givet ved r(u) = (acos(ku),asin(ku),bku), hvor a > 0, b, og k > 0 er
konstanter, der bestemmer dels vindellinjens krumning og torsion og dels farten af parameterfrem-
stillingen. Vindellinjen har jo sin helt egen Frenet-Serret basis {€(0),£(0),g(0)} rg(y) i det punkt,
der svarer til u = 0.

Vi bestemmer fgrst konstanterne a, b, og k for vindellinjen, sadan at den har konstant fart

v(0) = ||p’(0)|, (konstant) krumning k(0) og (konstant) torsion T(0). Dvs. vi bestemmer a, b, og
k saledes at: 4
0
<(0) a? +b?
b
0) = (8.59)
©(0) a? +b?

___ x(0)
SO e
—C)
K2(0) +1%(0)

Bemerk specielt, at b har samme fortegn som t(0) séledes at kurven og den approksimerende
vindellinje har samme type torsion, i.e. de er begge venstre-skruede eller begge hgjre-skruede.

|l OPGAVE 8.33

| | Vis ved indsattelse, at ovenstadende veerdier lgser ligningerne i (8.59).

Den fundne vindellinje kan dernest roteres og translateres *pa plads’ sa den netop bringes til at
approksimere kurven p(¢) pa stedet p(0). Rotationen er naturligvis den rotation i rummet, der
roterer Frenet—Serret basen for vindellinjen over i Frenet—Serret basen for kurven. Resultatet er
illustreret og animeret i figur 8.14. Det ses at de konstruerede vindellinjer approksimerer den
givne kurve 1 ethvert punkt.
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(w(+]

Figur 8.14: Animation af approksimerende vindellinje-stykke (med konstant l&ngde) langs kurven
p(r) = (1.%.1%)

| OPGAVE 8.34

Et sammenhangende stykke af en helix (vindellinje) kaldes kort hvis den ikke nar at ga en hel gang
rundt om sin akse. Se figur 8.15.

Et forholdsvist nyt resultat (fra 2013) om vindellinjer er udtrykt i fglgende sa@tning, se [DBT]:
Lad pg og p;1 vere (stedvektorer til) to punkter i rummet og lad vy og v; vaere to enhedsvektorer
med fodpunkter i henholdsvis pp og p;. Sa findes der netop én kort vindellinje fra po og p; med
tangentvektorerne vo og v hvis og kun hvis fglgende simple betingelse er opfyldt:

(P1—Po) - (Vi—Vvo) =0 . (8.61)

Kan du give et kort argument for den pastand?
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Figur 8.15: Vindellinjer, der forbinder to punkter med samme tangentlinjer i endepunkterne. Den ene (rgd)
er altid kort, mens den anden ikke ngdvendigvis er leengst (som yderst til hgjre).

8.4.3 Sl-enheden for krumning og torsion
Vi indfgrer enhederne for de stgrrelser, der indgar i krumnings- og torsions-formlerne. Vi bruger

udelukkende SI-enheder, se Wiki; International_System_of_Units:

1. Farten v males i meter per sekund:
v={v} [v], hvor [v] = m/s.

2. Hastighedsvektorer v(¢) = p’(¢) har koordinater, der males i meter per sekund:
vi = {v;i} [vi], hvor [v;] = m/s.

3. Accellerationsvektorer a(¢) = p”(¢) har koordinater, der méales i meter per sekund i anden:
a; = {a;} [a;], hvor [a;] = m/s%.

4. Accelerationens tidsafledede a’(z) = p”’(¢) har koordinater, der méles i meter per sekund i

tredje: @} = {a}} [d], hvor [@]] = m/s>.

5. Koordinaterne for prikproduktet mellem to vektorer a - b males i produktet af enhederne for
koordinaterne for henholdsvis a og b.

6. Koordinaterne for krydsproduktet mellem to vektorer a x b males i produktet af enhederne
for koordinaterne for henholdsvis a og b.

Vi benytter dernast den generelle formel for krumning og torsion som givet i s@tning 8.25 og far:


http://en.wikipedia.org/wiki/International_System_of_Units
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|| Saetning 8.35 SI-enheden for bade krumning og torsion er [1(z)] =m~" og [t(t)] =m~'.

|l OPGAVE 8.36

| | Visdens®tning ved at inds&tte enheder i de respektive ligninger fra s@tning 8.25.

8.5 Plane kurver

Hvis en rum-kurve er helt indeholdt i en plan i rummet, sa vil vi naturligvis sige, at kurven er en
plan kurve.

Lad os antage at kurven 1(s) = (x(s),y(s),z(s)), s € [, B], er reguler og buelengde-parametriseret.
Sa er 1(s) helt indeholdt i den plan, der har ligningen ax+ by + cz = d, hvis (og kun hvis):

ax(s)+by(s)+cz(s) =d , forallese [a,p] . (8.62)

Lader vi nu s betegne et tal i [o, B] betyder det, at 1(s) er helt indeholdt i planen hvis og kun
hvis

a(x(s)—x(s0)) +b(y(s) —y(s0)) +c(z(s) —z(s0)) =0 , forallese [o,pB] , (8.63)
som er ekvivalent med, at (x(s) —x(s0),y(s) —y(s0),z(s) —z(s0)) stér vinkelret pa (a,b,c):
(n(s) —n(so0)) - (a,b,c) =0 . (8.64)
|l OPGAVE 8.37
Lad 1(s) betegne folgende rumkurve:
n(s) = <;> : (\/fcos(s),\/fsin(s) + cos(s),V2'sin(s) —cos(s)) , seR . (8.65)

1. Vis, at kurven er indeholdt i en plan og find en ligning for den plan.

2. Find torsionen af kurven.

Det er ikke nogen tilfeldighed, at kurven i opgave 8.37 har torsion 0:

|| Seetning 8.38 En regulaer rumkurve med positiv krumning har overalt torsionen T = 0 hvis og

kun hvis kurven er en plan kurve.
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Il Bevis

Vi antager, at kurven er bueleengde-parametriseret. Hvis kurven ligger helt indeholdt i en plan sa er
kurvens tangentvektor e(s) vinkelret pd en konstant enhedsnormal-vektor N til planen:

e(s) N=0 , (8.66)

sadan at
0
0
—0 (8.67)
0
0
f

fordi N er konstant og k() > 0. Men dermed er bade e(s) o
for alle s. Dermed er g’(s) = 0 for alle s og derfor er T(s) =

(s) vinkelrette pa N séledes at g(s) = £N
for alle s.

=)

Omvendt, hvis T(s) = 0 for alle s har vi g'(s) = 0, sa g(s) = go, en konstant vektor. Men dermed har vi
ogsa:

d

25 (1(s)-g0) = n'(s) -go = e(s) -80 =0 . (8.68)

sadan at 1(s) - go er en konstant og sidan at (17(s) — 1(s0)) - go = 0, hvilket netop betyder, at 11(s) er
en plan kurve — indeholdt i en plan der har normalvektor gy.

|l OPGAVE 8.39
Lad p(z) betegne fglgende rumkurve:
p(t) = (\/5 (cos() +1),3v/2sin(r) 4 cos(r) 4 1,3v2'sin(t) — cos(r) — 1) , teR . (8.69)

1. Find torsionen t(¢) af kurven.

2. Vis, at kurven er indeholdt i en plan og find en ligning for den plan.

8.5.1 Plane kurver —i (x,y)-planen
I det fglgende vil vi antage, at kurverne vi betragter, er plane og at de er indeholdt i (x,y)-planen.
I (x,y)-planen kan vi udnytte orienteringsfordelen: Enhver vektor a = (aj,a,0) har en entydig

bestemt “hat’- eller “tvaer’-vektor a = (—az,a;,0), som fremkommer ved at dreje a vinklen /2 i
(x,y)-planen i positiv omlgbsretning, dvs. imod uret, dvs. i den omdrejnings-retning der drejer
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x-aksen over i y-aksen. De to vektorer a og a er specielt vinkelrette pa hinanden.

Lad os nu betragte en bueleengde-parametriseret kurve i (x,y)-planen 1(s) = (x(s),y(s),0) med
krumning k(s) betragtet som krumningne af en rumkurve. I de punkter hvor krumningen er positiv
har vi ogsa en torsion T(s) og en Frenet-Serret basis {e(s),f(s),g(s) }rs, hvor g(s) = 0 for alle s.
I planen er 1" (s) = €'(s) altid proportional med e/(s\), sé vi har dermed i ethvert punkt pa kurven
en proportionalitetsfaktor, som vi vil kalde k4 (s) og som kan antage bade positive og negative
verdier:

For en plan buel@ngdeparametriseret kurve 1(s) med n’'(s) = e(s) definerer
vi K4 (s) ved ligningen:
e(s) =xs(s)e(s) , (8.70)

som er &kvivalent med
Ke(s) =e(s)-€(s) . (8.71)

e'(s) =n"(s) = x(s)f(s) . (8.72)
sadan at -
ke (s) = x(s) (f(s) .e(s)) : (8.73)

hvor prikproduktet pa hgjre side af ligningen enten er 1 eller —1. Heraf betegnelsen k. (s).

Med andre ord har vi |k (s)| = K(s) og fortegnet for k4 (s) er +1 nar e(s) drejes i positiv om-
Igbsretning (dvs. €(s) har samme retning som e(s)) og fortegnet er —1 nar e(s) drejes i negativ

omlgbsretning (dvs. € (s) har modsat retning af e(s)) under bevegelsen langs den plane kurve
igennem voksende s-vardier.

Se eksemplet i figur 8.17, hvor hastighedsvektoren 1n'(s) = e(s) er angivet under bevaegelsen
(med fart 1) pa kurven sammen med den inducerede krumning med fortegn.

Il OPGAVE 8.41

Find udtrykket for den orienterede krumning k4 () som funktion af # for en reguler z-parametriseret

kurve p(7) i (x,y)-planen.
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8.5.2 Plane kurver med givne krumningsfunktioner k. (s).

Vi antager, at krumningen K4 (s) for en buelengdeparametriseret plan kurve er givet. Vores opgave
er at konstruere en kurve i planen, som har den givne krumning som funktion af buelengdepara-
meteren s.

Da 17/(s) = e(s) er en enhedsvektor, kan den skrives pé fglgende form:

n'(s) = (cos(9(s)),sin(9(s)),0) (8.74)

hvor ¢(s) er en glat funktion af s, der simpelthen maler vinklen mellem kurvens tangentvektor
n’(s) og x-aksen (dvs. vektoren (1,0,0)).

Vi kan udtrykke krumningen — med fortegn — for den plane kurve ved hjelp af (den afledede af)
o(s):

||| Seetning 8.42
Ke(s)=0'(s) . (8.75)

Il Bevis

—

Det fglger direkte dels af 1”(s) = k. (s) - e(s) og dels af:

o (8.76)

Da k. (s) er en givet glat funktion af s kan vi jo integrere den og dermed fa

/ e (u) du = / "o () du = o(s) — 6(0) . (8.77)
0 0
P4 den anden side ved vi:

1'(s) = (cos(d(s)),sin(0(s)),0) , (8.78)
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sadan at
n(s) = /OS n'(u) du+n(0)
_ /0 " (cos((u)),sin(6()),0) du+1(0) (8.79)

= /O (cos </OuKi(v)dv—|—¢(())) ,sin (/OuKi(V)dv-l-q)(O)) ,0> du+mn(0)

Heraf fglger: Hvis vi veelger 1(0) = (0,0,0) og hvis vi veelger ¢(0) = 0, s& har vi en eksplicit
kurve med den gnskede krumningsfunktion (med fortegn):

n(s) = /0 ' (cos ( /0 uKi(v)dv> sin ( /0 uKi(V)dv) ,0) du . (8.80)

Overvej hvad de valg betyder. Dvs. hvis vi havde valgt andre 11(0) og ¢(0), hvilke andre
kurver havde vi sa faet?

Vi kan samle de ovenstaende overvejelser til fglgende:

||| Seetning 8.43  Lad . (s) vere en given glat funktion. Sa findes der en buelzngdeparame-

triseret kurve 717(s) i (x,y)-planen der har den givne funktion som krumningsfunktion med fortegn.
Kurven er entydigt bestemt op til rotation og translation. Den reprasentant der gar gennem (0,0,0)
med tangentvektoren 17'(0) = (1,0,0) er bestemt direkte ved fglgende formel:

0= (/O _— </0u1<i(v)dv> i /0 o (/Oulci(v)dv> i, 0) . 8.81)

Il OPGAVE 8.44

Her er 4 (orienterede) krumningsfunktioner for 4 plane kurver i (x,y)-planen:

1. ki (s)=s

2. Ki(s)=e™*

3. ki(s) =s3—2s
4. xi(s) = 25

I figur 8.18 er vist 3 plane kurver i (x,y)-planen.
Hvilken af de 4 krumningsfunktioner passer til hver enkelt af de 3 plane kurver?

Plot selv den *manglende’ kurve.
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8.6 Frenet-Serret styring af et basistetraeder

I ethvert punkt p(7) pé en given reguler rum-kurve p(z), ¢ € [a,b], med positiv krumning, vil vi nu
opbygge et tetraeder, der skal vare en roteret (og derefter parallelforskudt) kopi af basistetraederet.
Den givne fodpunktskurve p(#) far nu roral indflydelse pa styringen af tetraederet, nemlig via
Frenet—Serret basis for kurven, som jo definerer et entydigt bestemt treben (tetraeder) i ethvert
punkt med de parvis ortogonale enheds-vektorer {e(z),f(7),g() } rs som kantvektorer:

Lad p(7) betegne en reguler rumkurve. Det tilhgrende Frenet-Serret treben

defineres for ethvert r ved:
X(r) =X(p(r).e(r).£(2).8(2)) (8.82)

hvor {e(t),f(z),g(¢) } rs er den til kurven hgrende Frenet-Serret basis pé stedet p(t), séledes at
X(t) =R(t)X(O0,i,j.k) +p(t) . (8.83)
hvor rotationsmatricen R(7) nu er givet ved Frenet-Serret kantvektorerne:

R(t)=[e(t) £(t) g(r)] - (8.84)

Rotationsmatricen R(z) for et Frenet-Serret treben kan naturligvis differentieres og analyseres pa
samme made som i kapitel 7 med tilhgrende aksematrix }(z) og associeret aksevektor ().

Lad os lige repetere:

For en given tidsafhengig rotationsmatrix R(z) finder vi fgrst den skeevsymmetriske tidsathengige

aksematrix
: 0 —w3(1)  wp(r)
Q@) =R (t)-R*(t) = | os3(t) 0 —o (1) , (8.85)
—O)Q(I) (O]] (t) 0

hvoraf vi afleeser den associerede tidsath@ngige aksevektor w(r) = (0 (z), (), w3(1)).

Med Frenet—Serret rotationsmatricen R(#) for en kurve til radighed kan vi nu ogsé definere en
anden skavsymmetrisk matrix:

Lad p(r) betegne en reguler tidsparametriseret rumkurve med Frenet-Serret

rotationsmatrix R(7). Vi definerer den tidsathengige krumnings-matrix eller Frenet-Serret-matrix & (7)
for kurven sdledes:

[z

(t)=R*"(t)-R'(¢) . (8.86)
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Denne nye tidafhengige matrix er interessant fordi den indeholder krumningen k(¢) og torsionen
1(t) for kurven p(¢) — deraf navnet krumningsmatrix:

|| Seetning 8.47 Lad p(r) betegne en regulzr tidsparametriseret rumkurve med Frenet—Serret

rotationsmatrix R(#). Krumningsmatricen Z(7) for en Frenet-Serret rotationsmatrix R(z) er skeevsym-
metrisk for alle # og elementerne er fglgende:

0 —v(t) - x(r) 0
E()=R*(t)-R(t) = | v(t)-x(z) 0 —v(t) -1(1) , (8.87)
0 v(t)-t(r) 0

hvor v(z) = ||p/(¢)|| betegner farten, altsd leengden af den tids-afledede af p(z).

’

Il Bevis

Bogstavet & er det graske (store bogstav), der svarer til (det lille bogstav) &. Begge
udtales ’ksi’, se Wiki.

Skavsymmetrien af &(r) folger pd samme méde som for Q(7):
d
=—E

dt
= LR (1)-R(0))
Codt
=R"(1) R()+R*(1)-R'(r) ,

0
(8.88)

saledes at
—R™(¢)-R(t) =R*(¢) -R'(z)

—(R*(r)-R'(r))" =R"(r) -R'(r) (8.89)

f'(t) = —v(t)x(t)e(r) +v(t)t(t)g(r) (8.90)
gt)=—v))f@) .
sadan at
R()=[ () () g°() ]

(8.91)


https://en.wikipedia.org/wiki/Xi_(letter)
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hvilket precis giver fglgende matrix-produkt:

0 —v(t) - k() 0
R*(t)-R'(t) = | v(t) x(¢) 0 —v(t) -1(1) : (8.92)
0 v(r) (1) 0

|l Eksempel 8.48

Vi lader p(s) betegne fglgende kurve — en cirkel med radius a > 0i (x,y) —planen — som er parametriseret
med enhedsfart:

p(s) = (p1(s),pa2(s),p3(s)) = (acos(s/a),asin(s/a),0) . (8.93)

Sa har vi fglgende ingredienser til konstruktion af Frenet—Serret trebenet og til analyse af trebenets
rotation:

e(s) =p'(s) = (—sin(s/a),cos(s/a),0)
p’(s) = (—lcos(s/a),—ésin(s/a),O)

a
// 1
(5) = ["(s)) = - .99
f(s) = I::((SS)) = —(cos(s/a),sin(s/a),0)
g(s) =e(s) xf(s) = (0,0,1) ,
[ —sin(s/a) —cos(s/a) 0
R(s)=| cos(s/a) —sin(s/a) O ]
0 0 1
- (8.95)
—cos(s/a)/a sin(s/a)/a 0O
R'(s)= | —sin(s/a)/a —cos(s/a)/a 0 ]
i 0 0 0
sdledes at
0 —-1/a O
Q(s) =R'(s)-R*(s) = [ 1/a 0 0 ]
0 0 0 (8.96)
w(s)=(0,0,1/a) |,
og
0 —1/a O
E(s) =R*(s)-R'(s) = |: 1/a 0 0 ] (8.97)
0 0
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| OPGAVE 8.49

Dette er opgave 2 fra 2-timersprgven, E09. En kurve er givet ved en parametrisering saledes:
p(s) = (3cos(s/5), 3sin(s/5), 4s/5) , hvor se[0,57] . (8.98)
1. Vis, at kurven er enhedsfart-parametriseret.
2. Bestem Frenet-Serret trebenets kantvektorer e(s), f(s), og g(s) for kurven.

3. Bestem krumningen k(s) for kurven.

4. Bestem torsionen t(s) for kurven.

I OPGAVE 8.50

En vindellinje er givet ved en tidsparametrisering p(z) = (acos(t),asin(z),bt), t € R. Konstanten a
antages at veere forskellig fra 0, men b kan vere vilkarlig. Se opgave 8.5, figur 8.5, opgave 8.30, og
opgave 8.23.

1. Bestem Frenet—Serret trebenets kantvektorer e(z), f(z), og g(#) for kurven.
2. Bestem den tilhgrende rotationsmatrix R(7) for kurven.
3. Bestem akse-matricen (2(7) og den associerede akse-vektor w(r) for kurven.

4. Bestem Frenet-Serret matricen Z(7) for kurven ved at udregne produktet R* - R’(7), og sam-
menlign med de tidligere fundne udtryk for krumning «(#) og torsion t(¢) for vindellinjerne.

Leg mearke til, at Frenet-Serret matricen E(¢) og aksematricen Q)(¢) for rotationen
givet ved Frenet—Serret rotationsmatricen R(t) ikke ngdvendigvis er den samme matrix,
selv om de klart er i "familie’ med hinanden i den forstand, at de begge er produkter af
R*(¢) og R'(7):

E(1) =R*(1)-R'(r)

‘ Q) =R'(r) - R*(t) . (8.99)

De to matricer Z(r) og Q(¢) er faktisk sdkaldt similere for ethvert 7 via similaritetstrans-
formationen R(¢) i den forstand, at

R1(1)-Q(r)-R(t) =R*(r) - Q1) -R(r) =

[z

(t) . (8.100)

| OPGAVE 8.51
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Bemrk, at en af kantvektorerne i det markerende treben for det bevegede tetraeder i figur 8.19 har et
spidspunkt, der ser ud til at bevege sig langs y—aksen. Fodpunktskurven for Frenet—Serret bevegelsen
af basistetraederet er givet ved forskriften:

p(t) = (cos(t/V2),t/V2,sin(t/V2)) . (8.101)

Vis, at den navnte observation er korrekt for denne specielle vandrette helix, og bestem farten af den

bevaegelse af det nevnte spids-punkt pa y-aksen.

8.7 Kurver med given fart, krumning og torsion

I kapitel 7 afsnit 7.4.1 fandt vi den tids-afhengige rotationsmatrix R(#) ud fra en given tidsafhan-
gig akse-matrix Q)(7) (plus en "begyndelsesveerdi’ R(0) = Ry).

Vi vil nu se pa det tilsvarende problem for den tids-afh@ngige Frenet-Serret matrix: Hvis vi har
faet oplyst element-funktionerne i Frenet-Serret matricen, dvs. v() - k() og v(¢) - t(¢), kan vi sd
finde R(7) sidan at

0 —v(t) -x(7) 0
R*(t)-R'(t) =E@) = | v(t) -x(¢) 0 —v(t) () ? (8.102)
0 v(t)-1(1) 0

Vi ma igen forvente, at det kun kan lade sig ggre at finde en entydig lgsning til problemet hvis vi
igen har féet oplyst en "begyndelsesvardi’ R(0) = Ry for R(7). Men sa kan opgaven Igses pa
samme made som i kapitel 7:

Ligning (8.102) er &kvivalent med fglgende matrix-differentialligning, idet vi jo har at R*(¢) =
R 1(1):

R™(t) = E*(t) - R*(¢)

r(t) (1) (1) 0 v(r) - x(t) 0 r(t) ra(t) ra(r)

() rp(t) () | = | (1) x() 0 v(r) (1) ria(t) (1) raf

ria(t) () () 0 —v(t)-t(r) 0 ris(t) ra3(1) ras(t)
(8.103)

og da R(¢) har Frenet-Serret basisvektorernes koordinater som sgjler, far vi:

(1) e(r) es(r) 0 v(1) - (1) 0 ei(t) et) es(r)

H@) H) f) | = | —v()-x() 0 v(e) () || A() fale) f()

(1) &) &) 0 —v(t)-(t) O gi(t) &2(1) &(1)
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Hver sgjle i R*(¢) — det vil sige hver reekke i R(7) — tilfredsstiller altsé et og samme differen-
tialligningssystem; de har felles systemmatrix Z*(¢). Eksempelvis har vi for den fgrste sgjle i
R*(7):

e\ (1) 0 v(t)-x(7) 0 ei(t)
fi() | = | —v()-x() 0 v(e)-t(e) | | Al | (8.105)
&1 (1) 0 —v(t)-t(r) 0 g1(r)

lll Eksempel 8.52

Viladerv(t) =2,x(t) = 1,1(t) = 0, 0g R(0) = Ry = E. S& har vi fglgende ingredienser til bestemmelse

af R(?):
0 -2 0
E(f)=(2 0 0 . (8.106)
0 0 O
Vi skal altsa lgse tre differentialligningssystemer med den konstante systemmatrix Z*. Det forste system
er fglgende:
e\ (1) 0 20 e (1)
fiey |=] -2 00 fi(t) . (8.107)
& (1) 0 0 0] [&l)
Det system har den fuldstendige lgsning:
gi(t)=c3
e1(t) = ¢y cos(2t) + ¢, sin(2t) (8.108)

fi(t) = ¢z cos(2t) —cy sin(2t)

hvor ¢y, ¢z, 0og c¢3 er vilkarlige konstanter, som imidlertid bliver fastlagt af begyndelsesbetingelsen
R(0) = Ry = E hvilket medfgrer: e;(0) = 1, 1(0) =0, og g1(0) = 0. Heraf fir vic3 =0, ¢; = 1, og
> = 0, sadan at

ei(t) = cos(2t) (8.109)
f1(t) = —sin(2t)

Pracis den samme fuldstendige lgsning og den samme begyndelsesbetingelse kan benyttes til at finde:

£(1) =0
ex(t) = sin(2t)
fo(t) = cos(2t)
(8.110)
g(t) =1
e3(t) =0
f(t)=0 ,
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saledes at:

cos(2t) —sin(2r) 0
R(t)=[e*(r) f(r) g(t) | =] sin(2r) cos(2r) 0 : (8.111)
0 0 1
Sammenlign med den tilsvarende Igsningsprocedure for R'(7) -R*(¢) = Q(¢) og bemark
forskellene.

lll Eksempel 8.53

I forleengelse af eksempel 8.52 kan vi nu undersgge preecis hvilke tidsparametriserede kurver p(z) der
giver anledning til de givne data v(t) =2, x(¢) = 1, ©(r) = 0, og R(0) = E: De skal alle opfylde, at
R(1) er givet konkret ved (8.111). Specielt er derfor:

e(t) = (cos(2t),sin(2¢),0)
p'(t) = v(t) - (cos(2¢),sin(2t),0) = (2cos(2¢),2sin(2¢),0) (6112
saledes at .
p(t) = /0 (2cos(2),2sin(2),0)di +po 8.113)

hvor py er en vilkérlig integrations-konstant (vektor). Hvis vi veelger den vektor til at vere p(0) =
(0,—1,0) far vi dermed den entydige lgsningskurve:

p(¢) = (sin(2r),—cos(2¢),0) . (8.114)

Det er tydeligvis en cirkel i (x,y)-planen. Og den har preecis de krumningsdata vi begyndte med: v(z) = 2,
k(t) =1,1(t) =0,0g R(0) = E.

Vi har hermed bevist og illustreret fglgende s@tning, som ofte ben@vnes hoveds@tningen for
rumkurver og som er den rumlige generalisering af s@tning 8.43 for plane kurver:

||| Seetning 8.54 Lad v(r) > 0, x(r) > 0 og t(t) vaere tre givne glatte funktioner af paramete-

rent € I. Antag at 0 € 1. Lad pg vere en fast vektor i rummet og lad Rg betegne en given rotationsmatrix.

Sa findes der en entydigt bestemt tidsparametriseret rumkurve p(z) med p(0) = po siledes at Frenet-
Serret rotationsmatricen for kurven er Ry til tiden t = 0 og saledes at farten af (bevagelsen langs)
kurven er v(¢), krumningen af kurven er K(¢), og torsionen af kurven er t(¢) til ethvert tidspunkt ¢ € 1.
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Figur 8.16: Vindellinjer med forskellige kombinationer af krumning og torsion. Alle vindellinjer er her
vist 1 det sedvanlige retvinklede koordinatsystem i rummet. Det er forholdsvis simpelt at spotte stgrrelsen

af krumning og torsion samt fortegnet af torsionen — se opgave 8.31 og sammenlign med figurerne 8.9,
8.10, og 8.11.
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B

Figur 8.17: Bevegelse med buelengdeparametrisering langs den plane kurve fra figur 8.7. I midten ses
hastigheds-indikatoren 1/(s) = e(s) og (til hgjre) krumnings-indikatoren k4 (s). Animeret.

Figur 8.18: Plane kurver med givne krumningsfunktioner. Men hvilke? Se opgave 8.44.
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o -

(b4

Figur 8.19: Frenet-Serret styret bevagelse af basistetraederet langs "vandret’ vindellinje. Se opgave 8.51.
Animeret.
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Kapitel 9

Medfalgende tetraederrum

I kapitel 7 har vi allerede undersggt bevaegelsen af punkter, der *fglger med’ en given bevagelse
af et tetraeder - for eksempel spidspunkterne for de tre kantvektorer e(z), f(), g() i det roterede
tetraeder. Placeringen af det roterede tetraeder er til ethvert tidspunkt ¢ givet ved:

g(1))
+p(t) ©.1)
]

hvor R(7) stadig betegner en rotationsmatrix til ethvert tidspunkt # og p(z) betegner den tids-
parametriserede fodpunktskurve for tetraederet

|l Bemaerkning 9.1 Lag merke til, at vi i dette kapitel igen *fritstiller’ bide rotationsmatricen

og fodpunktskurven i forhold til hinanden i den forstand, at de ikke ngdvendigvis er koblede som i
forrige kapitel, hvor tetraederet og dermed R(7) blev styret direkte ud fra fodpunktskurvens geometri

via Frenet—Serret basen.

9.1 Koordinat- og basis-skift

Et objekt, der er fast monteret pa - eller i - det bevaegede tetraeder XI(7) har til ethvert tidspunkt en
position i rummet, som selvsagt er direkte bestemt af tetraederets position i rummet. Positionen
er altsa direkte bestemt ud fra fodpunktskurven og de tre kantvektorer. Vi skal blot derudover
beskrive pracist hvordan objektet er nagelfast placeret pa - eller i - tetraederet.

Vi betragter et punkt pa et freesevarktgj, f.eks. centerpunktet for et kugleformet freesehoved, som
er monteret pa enden af en stilaksel, der er fast monteret pa tetraederet XI(7) saledes at akslens
andet endepunkt hele tiden er i fodpunktet p(¢). S& kan vi repreesentere stdlakslen med en vektor
w(t), der til ethvert tidspunkt har fodpunkt i p(7) og spidspunkt i fresehovedets centerpunkt. Den
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Figur 9.1: Koordinatsystemerne { Q,&,n,{} og { O,x,y,z} med tilhgrende basisvektorer {e,f,g} og {i,j,k}
samt en vektor w med fodpunkti Q.

vektor har faste koordinater i forhold tetraederet, dvs. i forhold til e(z), f(¢), og g(). Det vil sige,
at der findes 3 konstanter, Wy, Wy, og wj saledes at

w(r) =wie(r) +wof(t) +wsg(t) . 9.2)

Det er vigtigt at legge merke til, at pd grund af den nagelfaste placering af w(z) i X(r) sé er
de tre koordinater w1, Wy, og w3 konstante, uath@&ngige af tiden z. Da de tre kantvektorer e(t),
f(¢), og g(t) til ethvert tidspunkt er ortogonale enhedsvektorer, idet R(#) er en rotationsmatrix, sa
kan konstanterne findes ved almindelig retvinklet projektion af w pa kantvektorerne, altsa ved
prikprodukterne

w(r) -£(z) = (wie(t) +waf(r) +w3g(z)) -£(z) = W (9.3)

Vektoren w har i den forstand koordinaterne (Wl,wz,W3) med hensyn til de nye basisvekto-
rer e(t), f(¢), og g(r). Og med opstillingen ovenfor er w stedvektor ud fra fodpunktet p(r)
til det spidspunkt der er givet ved centret af freesehovedet. Til ethvert tidspunkt 7y har vi der-
med defineret et nyt koordinatsystem, {Q,&,m,{} med de nye basisvektorer i akseretningerne
{e.f.g} = {e(t0).£(t0).8(10)} 0g Q = p(to). se figur 9.1.

Herefter kan vi ikke bare skrive en vektors koordinater saledes w = (1,2,7) uden at pre-
cisere hvilket af de to koordinatsystemer {Q,e,f,g} eller {O,i,j,k}, der refereres til. Hvis
w = e+ wof + Wwsg, sa har w koordinaterne (szl , szz,sz3) med hensyn til den nye basis {e,f,g}
og det er sdvanligvis ikke koordinaterne for w med hensyn til den gamle basis {i,j,k}.
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Med hensyn til den gamle basis {i,j,k} har vi stadigveek koordinaterne (uden ~) (w1 ,Wz,W3) for
w:
w=wii+wyj+wik . (9.4)

Vi bliver saledes ngdt til at markere, hvilken basis vi bruger nar vi skriver og bruger koordinater
for vektorer. Det ggr vi med index G pa gamle koordinater og index N pa nye koordinater saledes:

w =wie+Wwof +1i3g = (Wi,W2,W3)N

w' =wie" +inf  +wsg" = | Wy

N
9.5)
w=wii+waj+wisk = (wi,w2,w3)g

wi
w5 =wii" + sz* +wik* = | wp

w3 G

Bemerk, den afggrende forskel mellem (1,2,7)y og (1,2,7)g. Vi vil finde sammenhangen
mellem de to koordinatset for en vilkarlig vektor w. Der ma ngdvendigvis vare en eller anden
sammenh&ng, da de jo begge er koordinatsat for én og samme vektor.

Vi bruger, at e er den vektor, der med hensyn til den gamle basis {i,j,k} har precis de koordinater
som star i rotationsmatricens fgrste sgjle, og tilsvarende for f og g:

ril
e = 1
L 131 | g
_ ' _
f =1 r» (9.6)
| 732 15

r3
g = | 13
L 733 |
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Ved indsettelse i (9.5) far vi sa:

1 2 13
w =W | +wo | r2 | W3 | 3
r1 g 2 | g r3 g
i riz2 i3 wi
= |1 rn 13 Wy 9.7)

r31 132 133 o LWy

G

hvor det sidste lighedstegn stammer direkte fra sidste ligning 1 (9.5).

Vi har derfor fglgende generelle sammenh@ng mellem de to koordinats@t for samme vektor w
udtrykt 1 de to baser:

i i T3 wi wi
1 T2 123 1) = | w : (9.8)
r31 132 13 o LWy w3 1,

|l Bemaerkning 9.2 Lag marke til, at vi har brugt bade tilde og index N til at markere nye

koordinater og ingen tilde sammen med index G til at markere gamle koordinater. Resultatet er sa, at de
gamle koordinater for en vektor w kan bestemmes ved at gange R-matricen pa de nye koordinater for
w. Bemark ogsa, at der jo stadigvaek i R-matricen stir de gamle koordinater for de nye basis-vektorer!
Prgv for eksempel at finde de gamle koordinater for den nye f@rste basis-vektor, der jo har de nye
koordinater (W1, W2, Ww3) = (1,0,0) .

Omvendt har vi ogsi direkte fra (9.8) ved at gange med R™! = R* pa begge sider af lighedstegnet:

*

Wi 1 T2 T3 wi
105) = | r rn mn3 1) , 9.9)
w3 |y 31 r2 133 o Lws g

saledes at de nye koordinater for w kan bestemmes ved at gange den transponerede af rotations-
matricen pa de gamle koordinater for w.
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I OPGAVE 9.3

betegne den dertil hgrende nye basis.
hensyn til {i,j,k}) henholdsvis: (1,0,0)s, (0,1,0)¢, (0,0,1)g, og (1,2,3)6.

(1,0,0)n, (0,1,0)n, (0,0,1), og (1,2,3)y.

171

Lad R betegne rotationsmatricen R, (#) for en fast valgt veerdi af to € R og lad N = {e(to),f(t0).g(10) }

1. Bestem de nye koordinater (W;,W,,ws3) for de vektorer w, der har de gamle koordinater (med

2. Bestem de gamle koordinater for de vektorer w, der har de nye koordinater henholdsvis:

Med de to baser {i,j,k} og {e,f,g} til radighed i rummet kan vi beskrive linezre afbildninger fra
R? ind i R? ved hjelp af hver enkelt af de to baser: En given linezr afbildning kan jo udtrykkes
ved hjelp af en afbildningsmatrix dels med hensyn til den gamle basis og dels med hensyn til den

nye basis.

Lad os antage, at 4 : R? — R er en given linezr afbildning. S& galder der for enhver vektor

w € R at billed-vektoren 4(w) kan skrives pa to mider:

A(w) = A(wii+ waj+ w3k)
=wi A1) + w2 A(j) + w1 A(k)
og tilsvarende
A(w) = A(wie+ wof +13g)
= w1 A(e) + 02 A(F) + 1 A(g)
Det betyder pracis at der gelder fglgende for alle w:

(A(w))"=[ (Aa@®)" (AG)" (AK)" Jw" .
sa hvis vi lader A betegne matricen for 4 med hensyn til den gamle basis far vi

wi
(/‘ZL(W))E = AG wo = AG Wz;

w3 G

og tilsvarende nar vi lader Ay betegne matricen for 4 med hensyn til den nye basis:

Wi
(A(W))y =An | W2 | =Aywy

W3N

(9.10)

(9.11)

(9.12)

(9.13)

9.14)
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Men heraf fglger sa af (9.8) og (9.9):

(A(w))y =R (A(W))

= R*Agw;
cone 9.15)
= AN WX;
Da dette holder for alle vektorer w ma derfor galde:
R'AGR=R'AGR=Ay . (9.16)

De to afbildningsmatricer Ag og Ay for afbildningen A4 med hensyn til henholdsvis den gamle og
den nye basis er saledes simileere med hensyn til basisskiftmatricen R.

9.2 Hastighedsfeltet for det medfelgende rum

Vi betragter nu igen (ligesom i kapitel 7, afsnit 7.5) et punkt ¢(7), der bevager sig sammen med

tetraederet
X(t) =R(t) X (0,i,j, k) +p()

=R(p(r).e(r).£(r).g())

idet vi her dog ikke vil indskreenke os til kun as betragte hjgrnepunkterne i tetraederet.

(9.17)

Vi betragter altsé nu et vilkarligt punkt ¢(z), som er fast i forhold til tetraederet og som derfor har
faste tidsuathngige koordinater med hensyn til det nye koordinatsystem {e(¢), f(¢),g(7) }. Det
vil sige, at stedvektoren q(7) fra Origo O i det gamle koordinatsystem til punktet ¢(7) er summen:

q() =p(1) +w() . (9.18)

hvor p(z) (som tidligere) er vektoren fra O til det nye koordinatsystems Origo Q(¢) = p(¢), og
hvor w(r) er vektoren fra p(z) til ¢(¢). Den sidstnevnte har sa faste tidsuafhengige koordinater
(W1, W, w3) med hensyn til den nye basis e(t),£(7),g(¢):

w(t) =wie(r) +waf(r) +wag(t) (9.19)

saledes at
q(r) = p(t) +wie(r) +wof(r) +wsg(r) . (9.20)
Punktet g(7) beveeger sig ikke i det medfglgende nye koordinatsystem hvor det har konstante

koordinater, men ¢g(¢) bevager sig (typisk) i det faste gamle koordinatsystem.

Vi vil undersgge hastigheden af den bevagelse til ethvert tidspunkt i det faste gamle koordi-
natsystem. Vi ma forvente, at beveegelsen afhenger bade af fodpunkt-bevegelsen p(t) og af



9.2. HASTIGHEDSFELTET FOR DET MEDFOPLGENDE RUM 173

rotationsmatricerne R(7). Ved at differentiere (9.20) med hensyn til # far vi:

)
r) +w1w(t) x e(t )+wzw(t) x £(2) + wiw(t) x g(¢)
1)+ aw(t) x (wie(r)) +w(t) x (waf(r)) + w(r) x (Wsg(t)) (9.21)
)

(1) +w(t) < (q(t) —p(t) .
hvor vi har benyttet (7.37) fra kapitel 7 og den aksevektor, w(z), som som er bestemt via R(z).

Da valget af det faste punkt ¢(¢) i det medfglgende nye koordinatsystem var helt generelt og
givet ved punktets faste koordinater (Ww;,w,,W3) i det nye system, sd kan vi nu ved hjalp af
(9.21) tl ethvert tidspunkt bestemme den @jeblikkelige hastighed af ethvert punkt, der er fast
monteret i det rum, der fglger med tetraederet. Vi skal blot kende punktets faste koordinatsat 1
dette medfglgende tetraecder-rum samt fodpunktets hastighedsvektor p’(7) og rotationsmatricens
gjeblikkelige akse-vektor ().

Med andre ord: Vi kender nu bevagelsen, ikke blot af selve tetraederet X(¢) og dets hjgrnepunkter,
men ogsa bevagelsen af ethvert punkt i hele det rum, der er fast monteret pa tetraederet.

Vi har dermed:

||| Seetning 9.4 Lad X(r) betegne en bevagelse af et tetraeder:

X(1) = R(1) X (0.L.j. k) +p(1) =N(p(r).e(r).£().8(1)) 9:22)

hvor R(#) angiver en rotationsmatrix til ethvert tidspunkt  med akse-vektor w(). Det til denne
bevagelse hgrende gjeblikkelige hastighedsfelt til tidspunktet #y er sa givet ved fglgende vektor i det
vilkarligt givne punkt i rummet, der har stedvektoren q (ud fra det gamle faste Origo, O):

V,(t0) = q'(t0) = p'(10) + w(10) x w(10)

=p'(t0) + w(to) x (q—p(t)) (9.23)

|l Bemaerkning 9.5 Med andre ord: Til ethvert tidspunkt og til ethvert givet punkt i rummet har

vi dermed knyttet en vektor, nemlig den hastighed som punktet har pa det tidspunkt hvis det fglger fast
med i hele tetraeder-rummets bevagelse, sddan som den bevagelse er fastlagt af X(z).
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(lr+) (br(+]

Figur 9.2: En tetraeder-bevagelse langs en cirkel og det tilhgrende gjeblikkelige hastigheds-vektorfelt
V, (1) for enhver verdi af t € [0,27], se eksempel 9.6. Animeret.

|l Eksempel 9.6

En roterende bevaegelse af et standard tetraeder er givet ved en parametriseret fodpunktskurve (i dette
tilfeelde en cirkel) og en tidsafhengig rotationsmatrix R(z), der er et produkt af to akserotationsmatricer
som fglger, hvor parameteren er 7 € [0,27]:

p(1) = (cos(z),sin(r),1)G

cos(t) —sin(t)cos(t) sin? (1) (9.24)
R(t) =R, (7)-Ry(¢) = | sin(r) cos?(t) —sin(t) cos(r) .
0 sin(r) cos(r) G

Vi bestemmer fgrst aksematricen Q(¢) og aksevektoren w(r) til ethvert tidspunkt z:

0 -1 sin(r)
Q) =R'(t)-R*(t) = 1 0  —cos(t)
—sin(r) cos(r) 0

w(t) = (cos(t),sin(),1)g

(9.25)
G

Ud fra disse ingredienser finder vi det gjeblikkelige hastighedsfelt for ethvert punkt ¢ = (¢1,92,93)G, se
opgave 9.7:

Vy(t) = (=q2+ (g3 = 1)sin(t), g1 — (g3 — 1) cos(1), (g2 — sin(z)) cos () — (g1 —cos(t) ) sin(7) ) -

Se figur 9.2, hvor hastighedsfeltet (og tetraeder-bevagelsen) er vist i animation over det givne ¢ —interval,
t € [0,2m].



9.3. KARAKTERISERING AF HASTIGHEDSFELTET 175
Il OPGAVE 9.7

Eftervis de angivne udtryk i eksempel 9.6 - is@r det sidste, dvs. udtrykket for det gjeblikkelige
hastighedsfelt for den angivne bevegelse af tetraederrummet.

I OPGAVE 9.8

Bestem tilsvarende udtryk som i eksempel 9.6, men nu ud fra fglgende — lidt simplere — data for
bevegelsen af tetraederrummet:

(9.26)

9.3 Karakterisering af hastighedsfeltet

Der er to hovedtilfelde for det gjeblikkelige hastighedsfelt for en bevagelse af tetraederrummet til
et givet tidspunkt 7. Vi antager som ovenfor, at bevagelsen er givet pa fglgende méde, hvor R(7)
som sedvanlig betegner en tidsafhangig rotationsmatrix og p() betegner en tidsparametriseret
fodpunktskurve:

X(r) =R(t) X (O,i,j. k) +p(r) . (9.27)

Det afggrende er, om den ud fra R(7) bestemte akse-vektor (til det givne tidspunkt) w(zp) er
nul-vektoren eller ikke:

9.3.1 Jjeblikkelig parallelforskydning
Hvis w(1p) = 0 er hastighedsfeltet simpelthen ifglge (9.23):

Vy(t0) =p (1) (9.28)

saledes at alle punkter ¢ i hele rummet har samme hastighedsvektor til det betragtede tidspunkt 7.
Der er altsa tale om en gjeblikkelig parallelforskydning (gjeblikkelig translation) i den retning
og med den fart, som er givet ved tetraederfodpunktets hastighed p’(#) til det tidspunkt. Hvis
specielt p’(z9) = 0 siger vi, at alle punkter i hele rummet er i gjeblikkelig hvile til tidspunktet 7.

9.3.2 QOjeblikkelig skrue-beveegelse

Hvis w # 0 er en fast valgt vektor i rummet, kan vi definere en ret linje i rummet med retnings-
vektoren w/ ||w|| pa fglgende made, hvor parameteren er u og ry er stedvektoren til et fast punkt
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1 rummet:
L : r(u)=ro+uw , hvor ueR . (9.29)

bbb
bbb

B B0

Figur 9.3: Lodrette tetracder-bevagelser langs henholdsvis en cirkel og en vindellinje, begge med tilhgren-
de gjeblikkelige skrue-akser samt hastighedsfelter for enhver veerdi af ¢ € [0,27]. Animeret.

|| Seetning 9.9 Vi ser pa en speciel bevagelse af tetraederrummet beskrevet ved X(t) =

R(7) X (0,1,j,k) + p(¢) som ovenfor men her med konstant akse-vektor w og en fodpunktsbevagelse
med konstant hastighedsvektor hw pa linjen L:

p(t)=ro+htw , hvor teR . (9.30)
Denne bevagelse giver anledning til fglgende hastighedsfelt i rummet:

V,=hw+wx(q—r) . (9.31)

Bevis. Viindsetter p(r) = ro+ ht w i(9.23) og far som gnsket til ethvert tidspunkt 7:

Vy(t0) =p'(t0) + w x (g —p(10))
=hw+ w x (q—ro—htyw) (9.32)
=hw+ wx (q—rp)
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Enhver bevegelse af et tetraederrum, der til et givet tidspunkt 79 giver

anledning til et hastighedsfelt af formen (9.31) vil vi kalde en gjeblikkelig skrue-bevagelse med den
rette linje £ som gjeblikkelig skrue-akse, gjeblikkelig vinkelhastighed w og gjeblikkelig reduceret
skrue-hgjde (pitch) h. Betegnelsen gjeblikkelig betyder selviglgelig, at skrue-aksen, vinkelhastigheden,
og den reducerede skruehgjde alle ath@nger af tidspunktet og jo ikke ngdvendigvis er konstante.

De betegnelser er helt rimelige. Lad os se pa et eksempel:

lll Eksempel 9.11

Med udgangspunkt i akserotationsmatricen R(7) = R;(¢), der har tilhgrende akse-vektor w = (0,0,1)g,
og ved valg af fodpunktskurven p(7) = (0,0,4t)¢, hvor & er en konstant, far vi

X(z) =R, (t) X (0,1,j,k) + (0,0,ht)¢

— R((0.0,hr)ge(r).£(1).g(r)) . 639

hvor
g(t) = (0,0,1)g
e(t) = (cos(t),sin(t),0)¢ (9.34)
f(z) = (—sin(t),cos(z),0)c.
Hvis vi nu betragter et punkt g(7) med faste koordinater (W, Ww,, W3 )y i det bevaegede tetraedersystem
far vi stedvektoren q(¢) fra O til ¢(¢):

q(t) = (0,0,ht)g +wie(r) + waf(r) +wsg(t) (9.35)
saledes at
cos(t) —sin(z) 0 w1 0
q'(t) = | sin(t) cos(r) 0 wy | +1] 0 . (9.36)
0 0 1 cLwsly ht G

Dette er en rotation med vinkel 7 af vektoren w omkring z-aksen efterfulgt af en parallelforskydning
i z—akseretningen med vektoren (0,0,4¢)¢ - altsd en skrue-beveegelse. Endnu mere konkret kan vi
eksempelvis betragte punktet (1,0,0)y i det medfglgende tetraecderrum. Det punkt vil gennemlgbe
felgende punkter, beskrevet med koordinaterne i det gamle koordinatsystem:

q(t) = (0,0,ht); +e(r) = (cos(t),sin(t),ht)g , hvorteR (9.37)

hvilket netop er en parameterfremstilling for en helix - som er hgjreskruet hvis 4 > 0, venstreskruet hvis
h < 0 og som er udartet til en cirkel hvis 42 = 0, jvf. opgave 8.5 i kapitel 8.
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| OPGAVE 9.12

I forleengelse af ovenstiende eksempel 9.11: Find de kurver, som gennemlgbes af punkterne (0,1,0)y,
(0,0,1)y 0g (1,2,3)y i lgbet af skruebevagelsen.

9.4 Hovedresultat for roterende bevaegelser

Vi kan nu formulere og vise hovedsatningen for roterende bevagelser i rummet. Vi antager, at
w(1y) # 0 sadan at der virkelig er tale om en egentlig rotation. (Hvis w(#) = 0 er sagen allerede
klar; sa er der tale om en gjeblikkelig parallelforskydning, se 9.3.1 ovenfor.)

|| Seetning 9.13 Lad X(r) = R(r) X (0.i,j. k) + p(z) betegne en egentlig roterende bevagelse
af basistetraederet langs en given fodpunktskurve p(z). Vi antager altsa, at w(z) # 0 for alle ¢.

Sa findes der til ethvert tidspunkt 7y en entydigt bestemt ret linje £(#) i rummet, nemlig

, _ w(to) x p'(fo)
L(ty) : r(u)= (p(to)—i—”fv(m)||20> +uw(y) ., hvorueR (9.38)

saledes at den gjeblikkelige bevegelse af tetracderrummet til tidspunktet 7y er en skrue-bevegelse med
L (o) som skrue-akse og med reduceret skruehgjde /(fy) som er givet ved

w(o) p'(t0)
lew(to)[|?

Hvis h(fy) = 0 er der tale om en gjeblikkelig drejning omkring aksen L (7o) til det givne tidspunkt 7.

h(to) = (9.39)

Det gjeblikkelige hastighedsfelt for bevagelsen af tetraederrummet pa stedet q er tilsvarende:

Vy(10) = p'(10) + w(t) x (q—p(10)) - (9.40)

De ingredienser som udledes i s@tning 9.13 til beskrivelse af den egentlige

roterende bevagelse X(7) = R(¢) X (0,i,j,k) + p(7), altsa L(z), w(t), og h(t) vil vi her og i det
folgende kalde bevagelsens skrue-data til tiden ¢.

Bevis for scetning 9.13. Vi skal blot vise, at det gjeblikkelige hastighedsfelt har form som i ligning
(9.31). Vi lokaliserer fgrst skrue-aksen i rummet, dvs. vi skal finde et eller flere punkt(er) g = r
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saledes at fglgende ligning er opfyldt for en passende verdi af (1p):

V. (to) = h(to)w(to) - (9.41)
Denne ligning er selvfglgelig ®kvivalent med

]’l(to)w(to) = p/(t()) + (U(l‘()) X (I‘—p(t())) . (9.42)

Men den i pastanden angivne veerdi af 4(zo) lgser netop (9.42): Med preecis den veerdi af h(zo) er
alle punkterne r(u) pé linjen L(fy) lgsninger til (9.42). Se opgave 9.15 nedenfor. Vi setter ry til
at veere det udpegede punkt

(U(t()) X p/(l‘())

ro =plip) + — 2200 (9.43)
lw(to) ||
sadan at
L(ty) : r(u)=rotuw(to) , hvorueR . (9.44)
Med det r( har vi sa ogsa (per konstruktion) at (9.42) er opfyldt:
h(to)w(to) :p/(l‘o)—}-w(l‘o) X (l‘o—p(l‘o)) . (9.45)
Heraf far vi
p,(to) = h(t())w(t()) — w(t()) X (I‘() —p(t())) , (9.46)

som ved indsettelse i (9.23) giver

V,(t0) = p'(10) + w(to) x (ro —p(t0))
= (h(to)w(to) — w(to) % (ro —p(10))) + w(to) % (ro —p(%0)) (9.47)
= h(to) w(to) + w(to) x (q(to) —1o)

Det vil sige, at vi sluttelig har fglgende gjeblikkelige hastighedsfelt for den betragtede bevaegelse:

Vy(to) = h(to) w(to) + w(to) x (a(to) —ro) (9.48)
og det er netop i henhold til definition 9.10 en @jeblikkelig skruebevagelse omkring den pastaede
akse. Skruebevagelsen reducerer specielt til en gjeblikkelig drejning hvis (7)) = 0. 0
|l OPGAVE 9.15

Vis, at ovenstaende intermezzo i beviset for seetning 9.13 er OK, altsa at: "Den i pastanden angivne
veerdi af h(t) lgser netop (9.42): Med preecis den veerdi af (1) er alle punkterne r(u) pa linjen L(19)
lgsninger til (9.42)."
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Figur 9.4: Tetraeder-bevagelse langs cirkel, den tilhgrende gjeblikkelige skrue-akse samt hastighedsfeltet
for enhver veerdi af ¢ € [0,27], se eksempel 9.16. Animeret.

|l Eksempel 9.16

En bevaegelse af tetraederrummet er givet ved udtrykkene for p(7) og R(7), som er angivet i eksempel
9.6:

p(7) = (cos(t),sin(t),1)¢

cos(t) —sin(t)cos(t) sin? (1) (9.49)
R(1) =R, (1) -Ry(t) = | sin(r) cos? (1) —sin(7) cos(7) .
0 sin(z) cos(t) G

I det eksempel fandt vi, at aksevektoren for bevaegelsen er
w(t) = (cos(r),sin(t),1)g . (9.50)
Bevagelsen af tetrederrummet har sa fglgende gjeblikkelige skrue-akse for enhver verdi af ¢:
L(tr) : r(u)=(cos(t)/2,sin(t)/2,3/2)G+ (ucos(t),usin(r),u)g , wue0,2n]  (9.51)

med reduceret skruehgjde i(¢) = 0. Bemerk, at den gjeblikkelige skrueakse athenger (kraftigt) af
tidspunktet ¢. Se opgave 9.17 og figurerne 9.4.
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Il OPGAVE 9.17

Vis, at den pastaede skrue-akse i eksempel 9.16 er korrekt for enhver verdi af ¢, og eftervis, at
skruehgjden konstant er 0, saledes at der til ethvert tidspunkt er tale om en gjeblikkelig drejning
omkring den gjeblikkelige skrue-akse.

| OPGAVE 9.18

Bestem skrue-akse og reduceret skruehgjde for ethvert ¢ i det eksempel, der er defineret i opgave 9.8:

(9.52)

|l OPGAVE 9.19

Bestem w(t), det gjeblikkelige hastighedsfelt, den gjeblikkelige skrueakse, og den gjeblikkelige redu-
cerede skruehgjde for enhver veerdi af 1 € R ud fra fglgende data for en bevaegelse af tetraederrummet:

p(z) = (cos(t),sin(),0)g

R(7) = R, (2¢) ©:33)

9.5 Frenet—Serret skrue-data

I dette afsnit vil vi se lidt nermere pa de specielle tetraederbeveagelser, der er totalt styret af en
given fodpunktskurve, nemlig Frenet—Serret styring ved hj&lp af Frenet—Serret basen for en given
reguler kurve p(z) med positiv krumning som vi indfgrte og analyserede i kapitel 8, afsnittene
8.3 og 8.6.

Vi vil her specielt undersgge hvordan krumningen og torsionen af fodpunktskurven indgar i
beskrivelsen af skrue-data for Frenet—Serret styringen af et basistetraeder langs den givne fod-
punktskurve.

||l Seetning 9.20 Lad p(r) betegne en reguler kurve i rummet med fart v(z), krumning %(¢) > 0,

torsion (¢ ), og medfglgende Frenet—Serret tetraeder:

(1) = X(p(t).e(1).£(2).8(1)) = R(1) ®(O0,i.j.k) +p(r) . (9.54)
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Skrue-data for den derved definerede Frenet—Serret styring af X(z) er da givet ved fglgende udtryk for
enhver given veerdi af £:

w(t) = v(t)-1(r) -e(t) +v(r) - x(t) -g(t) 9.55)
h(’):]@(t;gi)@(,) ., og (9.56)

L(t) r(u)z(p(t)—i—ng_t)Tz(t)-f(t)>—I—u-(’r(t)-e(t)—l—l((t)-g(t)) . (9.57)

Bevis. Vi ved allerede fra kapitel 8 at de gamle koordinater for w er elementer i aksematricen ()
som jo per definition er matricen (mht. den gamle basis) for den line@re afbildning v — w X v.
De nye koordinater for w (dvs. koordinaterne med hensyn til den nye basis {e,f,g}) fas derfor
som de tilsvarende elementer i afbildningens matrix med hensyn til den nye basis, som er givet
via basisskiftmatricen R pa fglgende vis — sammenlign med ligning (9.16):

RO R=R"!(R-R)-R
=R*-(R-R*)-R
= (R"-R))(R"-R)
= (R*-R)-E

o}
— H
o

(9.58)

hvor v = v(t) betegner farten, leengden af p’(z), i.e. v(¢) = ||p’(¢)||. Koordinaterne for cw med
hensyn til {e,f,g} er derfor:

w=v-(1,0,x)x , (9.59)
sadan at
w(t)=v(t) (t(r)-et)+x() -g(t) , (9.60)
som pastaet.
Dernast far vi direkte:
lw(s)? =v2(1)- (1€ (s) +7°(5)) (9.61)

og dermed fglgende:

(9.62)
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Figur 9.5: Frenet-Serret styring langs en vindellinje og den tilhgrende gjeblikkelige skrue-akse for enhver
verdi af s € [0,2n]. Animeret.

som giver resten af de pastaede skruedata ved indseattelse i definition 9.14. ]

I OPGAVE 9.21

Lad p(s) betegne fglgende buelengdeparametriserede rumkurve (jvf. opgave 8.49 fra kapitel 8):
p(s) = (3cos(s/5),3sin(s/5),4s/5) , seR . (9.63)

Bestem skrue-data for Frenet-Serret styring langs p(s) og angiv til ethvert tidspunkt det tilsvarende

gjeblikkelige hastighedsfelt af det medf@glgende tetraederrum.

9.6 Styring med givne skrue-data

Vi vil i dette afsnit se pa den omvendte problemstilling i forhold til hovedresultatet i s@tning 9.13,
nemlig fglgende:
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Antag, at vi har faet oplyst en parameterfremstilling (med enheds-retningsvektor v(¢)) for en
ret linje L(7) til ethvert tidspunkt 7, samt to funktioner af tiden w(z) og /(). Antag ogsa, at vi
kender den pracise placering af et standard tetraeder i rummet til tiden # = 0, dvs. vi kender
X(0) =R(0)X (0,i,j,k) + p(0), hvor altsa R(0) er en given rotationsmatrix og p(0) er et givet
fodpunkt i rummet. Kan vi sé konstruere R(#) og p(#) til ethvert senere — og tidligere — tidspunkt
sadan at den givne rette linje £(z) til det tidspunkt netop bliver den gjeblikkelige skrue-akse
for den gjeblikkelige skruebevagelse af X(7) = R(¢) X (0,1,j,k) + p(7) med gjeblikkelig akse-
rotationsvektor w = w(r) - v(t)?

Svaret er ja, det kan vi! Og det er indholdet af fglgende s@tning, hvor vi gentager beskrivelsen af
scenariet med lidt flere precise detaljer:

||l Seetning 9.22 Vi lader £(¢) betegne fglgende familie af orienterede rette linjer i rummet:

L(t) : r(u)=q(t)4u-v(t) , hvor ueR , teR , (9.64)

hvor q(¢) er en parametriseret kurve i rummet, og hvor v(z) er en enhedsvektor til ethvert
tidspunkt 7 € R. Lad h(t) og w(t) betegne to givne funktioner af 7 og antag at w(t) > 0 for alle .
Lad endelig pg betegne et punkt i rummet med stedvektor pg og lad Rg betegne en given rotationsmatrix.

Sa findes der en entydigt bestemt parametriseret fodpunktskurve p(¢) med p(0) = po og en entydigt
bestemt 7-parametriseret familie af rotationsmatricer R(7) med R(0) = Ry séledes at fglgende roterende
beveagelse af standard-tetracderrummet

X(r) =R(r)X(0,i,j. k) +p(r) (9.65)

netop har £(r) som gjeblikkelig skrueakse, w(t) = w(t) - v() som gjeblikkelig aksevektor, og h(t)
som gjeblikkelig reduceret skruehgjde.

Specifikt skal fodpunktskurven tilfredsstille fglgende differentialligninger (med begyndelsesbetingelsen
p(0) = po):

(9.66)

Bevis. Som antydet skal vi Igse to differentialligningssystemer, dels et for p(7) og dels et for R(7)
med begyndelsesbetingelserne p(0) = pp og R(0) = Ry. Men R(z) bestemmes direkte ud fra
w(t) og R(0) som i kapitel 7 afsnit 7.4.1 (se metoden og eksemplerne der og konkrete eksempler
nedenfor).

Vi mangler derfor kun at bestemme fodpunktskurven p(z), dvs. vise, at den er givet som lgsning
til (9.66).
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Fodpunktet p(z) skal opfylde to krav som stammer direkte fra setning 9.13: Det fgrste krav er
givet ved ligning (9.39):
1) w(t) =h(t) lw)|* . (9.67)

som — efter division med w(z) pé begge sider af lighedstegnet — er kvivalent med:
p'(t)-v(t) =h(t) w() . (9.68)

Det andet krav er at til ethvert givet tidspunkt 7 skal det givne punkt q(z) ligge pa den givne linje
L(t), dvs. i henhold til ligning (9.38):

q(t) = (p(t) + M) +uw(r) (9.69)

lw(@)|?

for et passende valg af parametervaerdi u € R (som gerne ma afhange af ). Dvs. for ethvert
tidspunkt ¢ skal der findes en verdi af u saledes at

q(t) —p(t) = MURS 0] +u-w(r)-v() . (9.70)

wit

Vi kan isolere den sggte veerdi af u fra denne ligning ved at danne skalarprodukt med v(z) pé
begge sider af lighedstegnet:

(a(1) =p(2)) - v(t) = u-w(1) (9.71)

hvor vi har benyttet, at v(7) jo er vinkelret pa krydsproduktet v(z) x p’(z) og at v(¢) - v(z) = 1 for
alle 7.

Heraf far vi sd ved at indsatte u-w(z) = (q(t) —p(z)) - v(¢) tilbage i ligning (9.70):

a(t) —p(r) = % T ((a(e) —p() - ¥(5) V() ©.72)
Ved at omskrive den ligning lidt far vi endelig:
V() D' (6) = w(t) - ((a(r) - p()) — () —p(1) -¥(1) () . (©73)

Vi har dermed de to péstéede ligninger til bestemmelse af p(¢) ud fra h(z), w(z), v(r) og q(¢):

v(t) -I?:(t) = vv:(t) ~h(t) (9.74)

v(t) X

Huvis vi skriver disse ligninger ud i koordinater, altsé bruger p(¢) = (pi (), p2(t), p3(t))G osv.
vil vi se (som i det simple eksempel nedenfor) at vi har ialt 4 koblede linezre fgrste-ordens
differentialligninger til bestemmelse af de 3 koordinatfunktioner for p(z).
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Det betyder dog ikke, at differentialligningssystemet er overbestemt og derfor muligvis uden
Igsninger — hvad vi godt kunne frygte, fordi der jo er flere ligninger end ubekendte. Koefficient-
matricen for det totale differentialligningssystem har netop rangen 3 (se opgaver og eksempler
nedenfor) séledes at der for givne (passende pene) koefficientdata A (z), w(t), v(7) og q(7) findes
preecis én lgsning p(7) til differentialligningssystemet (9.74) med den givne begyndelsesbetingelse
p(0) = po. Og det var det, vi skulle vise. O

Vi illustrerer pastanden om, at der generelt findes precis én Igsning til (9.74):

ll Eksempel 9.23

Vi antager, at v(7) = k = den sadvanlige tredje basisvektor i det (gamle) koordinatsystem for alle .
Sa reducerer differentialligningssystemet i (9.74) til felgende — skrevet ud med koordinaterne for de
respektive vektorfunktioner:

p5(t) = w(t)-ht)
pa(t) =w(t)- (p1(t) —qi (1)) (9.75)
pi(t) =w(t)-(q2(t) — pa(1))

som netop har rangen 3 og en entydig lgsning med p(0) = po. Bemerk, at ’krydsproduktligningen’ i
(9.74) kun giver anledning til 2 ligninger, der tilsammen redeggr for hvordan p(z) udvikler sig i det
2D-vektorrum, der er vinkelret pa v =K.

|l OPGAVE 9.24

Lad v = (v1,v2,v3)¢ betegne en given enhedsvektor i rummet og lad (*) betegne fglgende ligningssy-
stem for x = (x, Y, z)G, hvor a er et reelt tal og hvor b er en vektor der er vinkelret pa v:

V-X—a
(9.76)
vXx=Dhb

Vis, at (x) kan skrives pd formen A -x* = ¢*, hvor A er en (4 x 3)-matrix og ¢ er en vektor. Vis
dernast, at (4 x 4)-totalmatricen for dette linezere ligningssystem har rangen 3, siledes at der er netop

én Ilgsning x til systemet.

lll Eksempel 9.25

Med v(¢) = k som i ovenstiende eksempel 9.23 og med /(r) =0, w(r) = 1, q(¢) = (0,0,0)¢ for alle ¢
far vi: /
ps(t) =
py(t) = pi(1) ©.77)
pi(t) =—pa(t) .

som har den fuldstendige Igsning (med frie konstanter ¢;) (fas pa samme made som i eksempel 7.20 i
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Figur 9.6: Tetraederbevagelsen som er udviklet i eksemplerne 9.23 og 9.25. Animeret.

Kapitel 7):
p3(t) = c3
pa2(t) = ¢y -sin(r) + ¢z - cos(r) (9.78)
pi1(t) = cy-cos(t) —cp - sin(t)
Hvis vi dernast antager, at fodpunktet til tiden ¢ = 0 er givet ved p(0) = pp = (1,0,0)¢ far vi derfor
fglgende praecise fodpunktskurve til ethvert andet tidspunkt # — ved at indsatte = 0 i ovenstaende
ligninger og lgse for cy, ¢2, 0g c3:
D3 (t ) =0
p2(t) = sin(1) (9.79)
p1(1) = cos(r)
Med fodpunktskurven pa plads, mangler vi blot at konstruere rotationsmatricen R(z) séledes at den

netop til ethvert tidspunkt 7 har den gnskede aksevektor w(r) = w(t) - v(r) = k og igvrigt tilfredsstiller
begyndelsesbetingelsen, som vi her i dette eksempel vil antage er givet simpelt ved: R(0) = Ry = E.

Konstruktionen af R(7) foregar preecis som i eksempel 7.20 i kapitel 7. Hvis vi gennemgar proceduren
derfra far vi fglgende — ikke overraskende — resultat:

cos(t) —sin(¢) 0
R(tr)=[e*(t) £(t) g () |=] sin(r) cos(t) 0 | =R, (t) . (9.80)
0 0 1

Vi kan altsa konkludere, at i dette eksempel er det fglgende entydigt givne tetraederbeveagelse, der vil
give anledning til de gnskede givne skrue-data inklusive de givne begyndelsesbetingelser (se animationen
af bevaegelsen samt det inducerede hastighedsvektorfelt i figur 9.6):

X(r) = R(1) M (0,i.j k) +p()

=R;(t) X (0,i,j,k) + (cos(7),sin(z),0)¢ (9.81)
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I OPGAVE 9.26

Bestem pa samme made som i eksempel 9.23 de tetraederbevagelser, der opfylder fglgende skrue-data
og begyndelsesbetingelser:

(t)=2, h(t)=0, v(t)=k, q(t)=(0,0,0)g, p(0)=(1,0,0)g, R(0)=E
(t)=2, h(r)=1, v(t)=k, q(t)=(0,0,0)g , p(0)=(1,0,0)g, R(0)=E
3.wt)=1, h(t)=0, v())=k, q(r)=(0,1,0), p(0)=(1,0,0)c, R(0)=Ry(n/4)
(t)

k, q(r)=(0,1,0)g , p(0)=(1,0,0)c , R(0)

~
I
—
=
—~
-~
S—
I
—
<
—
~
~
I

R (n/4)

I OPGAVE 9.27

| Angiv skruedata som kan bruges til konstruktion af rulning af en cirkel langs en ret linje som i figur
9.7.

=)

Figur 9.7: Rulning af cirkel langs linje. Bemerk is@r at den vandrette gjeblikkelige skrueakse ligger i
(x,y)-planen parallel med y-aksen og at den gjeblikkelige reducerede skruehgjde er i(¢) = O for alle 7. Se
opgave 9.27.

| OPGAVE 9.28

Ved at @ndre ganske lidt pa de simple skrue-data, som vi har betragtet ovenfor kan man let
konstruere langt mere komplicerede tetraeder-bevagelser, som f.eks. illustreret med fglgende
eksempel og tilhgrende opgave:

Angiv skruedata som kan bruges til konstruktion af den rulning af en cirkel pa en cirkel som er vist i
figur 9.8.




9.7. SKRUEBEV/AGELSER MED FAST AKSE 189

R

Figur 9.8: Rulning af tiltet cirkel langs en vandret cirkel. Bemerk iser at den gjeblikkelige skrueakse har
en fast vinkel med z-aksen og at den gjeblikkelige reducerede skruehgjde ogsé her er 4(¢) = 0 for alle ¢. Se
opgave 9.28.

lll Eksempel 9.29

I dette eksempel benyttes fglgende skrue-data og begyndelsebetingelser: w(r) = 1, h(r) = 0, v(r) =
(cos(t),sin(t),0)s, q(t) = (0,0,0)¢, p(0) = (0,0,1)5, og R(0) = E. De resulterende ligninger (9.74)
kan lgses eksakt og lgsningerne kan udtrykkes ved almindelige funktionstegn. Resultatet er vist i figur
9.9.

|l OPGAVE 9.30

Det synes at fremga af figur 9.9, at den tetracderbevagelse, der er resultatet af skrue-data i eksempel
9.29, har en fodpunktskurve, der ligger helt indeholdt i en (halv-)kugleflade med radius 1 og centrum i
Origo samt at farten af fodpunktskurven er 0 netop nér fodpunktet rgrer (x,y)-planen. Kan du bevise,
at de observationer er korrekte? Er fodpunktskurven en lukket kurve, der gennemlgbes igen og igen
nar tiden gar? Hvis ikke, betyder det sa at alle punkter pa halvkuglen bliver ‘ramt’ af fodpunktskurven

pa et eller andet tidspunkt?

9.7 Skruebeveegelser med fast akse

De bevaegelser af det medfglgende tetraederrum, som har konstant skrue-akse og en fodpunktbe-
vagelse pa denne faste akse, ma formodes at vare sa@rligt simple. Vi antager fgrst, at den faste
akse er z-aksen, og giver i naste afsnit en prasentation af rotationer omkring en vilkarlig fast
akse.
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(¥

Figur 9.9: Tetraederbevagelsen som er givet via skrue-data i eksemplet 9.29. Animeret. Til hgjre ses (en
del af) den kurve som tetraederets fodpunkt p(7) gennemlgber.

Nar den faste akse er z-aksen far vi specielt fra hovedresultatet for roterende bevagelser, Setning
9.13, at:

L : r(u)= (p(t) +M> +uw(r)

lew ()2
=(0,0,g(tr) +uw(t)) , hvorueR ,1€[0,T] ,

(9.82)

hvor fodpunktbevagelsen p(¢) er antaget at forega langs z-aksen, saledes at p(7) = (0,0,g(¢))
for en lgfte-funktion g(7), og hvor den aktuelle akse-vektor er parallel med z-aksen og givet ved
w(t) =w(t)v(r) =w(r) (0,0,1).

Den reducerede skruehgjde er dermed:

(9.83)

= , foralle t €[0,T]

Da der er tale om en skruebevagelse omkring z-aksen ma vi forvente, at den rotationsmatrix-
funktion R(7), der definerer bevegelsen via udtrykket

X¥(r) = R(t) K (0.i.j.k) +p(¢) (9.84)

har fglgende form:
R(1) =R:(f(1)) (9.85)
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Figur 9.10: Tetraederbevegelse med fast akse og data f(t) =1 og g(r) = 1.

hvor drejningsvinklen er en passende funktion af tiden, f (7).

At den forventning holder stik fas direkte af udregningen af rotationens aksematrix (2(7) og den
tilhgrende aksevektor w(7):

)

(f()

0 —f(t) 0
o o o] . (9.86)

0 0 0

w(t) = (0,0,1'(1))

Det vil sige, at den afledede af drejningsvinklen er lengden (med fortegn) af rotationens aksevektor.
Den reducerede skruehgjde er saledes givet ved forholdet mellem de afledede af f og g:

=50

foraller € [0,T] . (9.87)
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I det specielle tilfelde i eksempel 9.11 er g(7) = ht og f(¢) =1t sdledes at h(t) = h (med fortegn).
Det eksempel er animeret i figur 9.10 (med 4 = 1) hvori der ogsa er monteret et gitter fast
pa det bevaegede tetraeder for at vise den inducerede bevagelse af det medfglgende rum. Til
sammenligning vises bevaglesen med data f(¢) = 2 sin®(¢) og g(t) = 2nsin?(z) i figur 9.11
nedenfor.

R

Figur 9.11: Tetraederbevagelse med fast akse og data f(¢) = 27 sin?(¢) og g(t) = 2m sin?(t).

9.8 Rodrigues’ formel

Nér aksevektoren w(t) har en konstant retning, som ikke ngdvendigvis er (0,0, 1) som ovenfor,
sd kan R(7) stadig bestemmes direkte - det er lidt mere kompliceret, men Rodrigues’ formel giver

en ferdig formel:

|l Seetning 9.31 Lad w(t) = w(t)v veare en given vektorfunktion hvor v er en konstant
enhedsvektor, ||v|| = 1. Vi gnsker at konstruere den rotationsmatrix-funktion R(z), der har aksevektoren

w(r) og som starter med en given rotationsmatrix Ry.
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Lad Q(r) betegne den aksematrix, der har aksevektoren v = (vi,v5,v3):
R 0 —V3 %)
0= V3 0 - (9.88)
—Vvy v 0
Ud fra Q(r) konstrueres nu fglgende matrix-funktion:
R(1) = (E+ sin(£(1)) Q) + (1 — cos( f(t)))ﬁz(t)> R 9.89)
hvor .
0 = [ wwyas (9.90)
0
Sa er R(0) = Ry, og den til R(7) hgrende akse-matrix er givet ved
Q) =w(t) O (9.91)
Den tilsvarende akse-vektor er sa netop
w(t) =w(t)v (9.92)
som gnsket.
Bevis. Det fglger via en direkte udregning af Q)(7) ud fra den péstdede R(r). O
lll Eksempel 9.32
Hvis w(t) = w(t)v=w(t)k = (0,0,w(t)) og Ry = E fér vi:
N 0 -1 0
Q=1 0 0 (9.93)
0 0 O
Ud fra Q(¢) konstrueres nu fglgende matrix-funktion:
R(1) = E+sin(f(1))Q(1) + (1 —cos(f(1))) (1)
cos(f(r)) —sin(f(z)) 0
= | sin(f(# cos(f(¢ 0
0) esty() 0 008
=R, (f(t» ’
hvor .
£(1) = / w(u) du (9.95)
0
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Sa er R(0) = E, og den til R(¢) hgrende aksematrix er givet ved
Q) =w(t) Q) = £/(1) Q1) (9.96)
og den tilsvarende akse vektor er sa netop
w(t) =w()v=f'(t)(0,0,1) , (9.97)

som i ovenstaende afsnit 9.7.
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