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Hvad er fejlrettende koder?

Problemstillingen: Kommunikation over et medie der potentielt
forvansker de sendte data.

N

1100

Fx oplever man ved satellitkommunikation at atmosfaeriske
forstyrrelser kan fordrsage andringer af de sendte data.



Hvor anvendes fejlrettende koder?

o Fejlrettende koder anvendes i mange af de aparater vi omgiver
os med i dagligdagen, fx computere, satelliter, mobiltelefoner,
CD- og DVD—afspillere.
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e Pa en CD er der siledes placeret redundante nuller og
et—taller, der udelukkende bruges hvis der skulle ske fejl pd
den “rigtige” information, altsd pd CD’en lyd eller data.



Hvor anvendes fejlrettende koder?

o Fejlrettende koder anvendes i mange af de aparater vi omgiver
os med i dagligdagen, fx computere, satelliter, mobiltelefoner,
CD- og DVD—afspillere.
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e Pa en CD er der siledes placeret redundante nuller og
et—taller, der udelukkende bruges hvis der skulle ske fejl pd
den “rigtige” information, altsd pd CD’en lyd eller data.

e Man kan bore et lille hul i en CD og stadig afspille den!
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En matematisk model

Afsender
1101
e Man har to parter der gnsker at
Indkoder . ope g 1
kommunikere over en upalidelig kanal.
110101 e Man indskyder en indkoder og en
Kanal
1100 01 afkoder.
e Bade ind- og afkoder er funktioner i
Afkoder : .
den saedvanlige matematiske forstand.
1101
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Paritetscheck

| eksemplet med satelliten kan man fx tilfgje et ekstra ciffer sddan
at antallet af 1-taller i det der sendes altid er lige. Dette kaldes et
paritetscheck og med et sddant kan afkoderen opdage én fejl.
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Paritetscheck
| eksemplet med satelliten kan man fx tilfgje et ekstra ciffer sddan

at antallet af 1-taller i det der sendes altid er lige. Dette kaldes et
paritetscheck og med et sddant kan afkoderen opdage én fejl.
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Paritetscheck

| eksemplet med satelliten kan man fx tilfgje et ekstra ciffer sddan
at antallet af 1-taller i det der sendes altid er lige. Dette kaldes et
paritetscheck og med et sddant kan afkoderen opdage én fejl.
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Hamming—kode

Vi gennemgdr nu en metode der satter afkoderen i stand til ikke
blot at opdage, men ogsa rette én fejl.
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Som fgr gnskes fire bit sendt, og disse placeres i cirkeldiagrammet.
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Hamming—kode

Vi gennemgar nu en metode der satter afkoderen i stand til ikke
blot at opdage, men ogsa rette én fejl.
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Som fgr gnskes fire bit sendt, og disse placeres i cirkeldiagrammet.



Hamming—kode

Vi gennemgar nu en metode der saxtter afkoderen i stand til ikke
blot at opdage, men ogsa rette én fejl.
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Der tilfgjes paritetscheck — antallet af 1-taller i hver af cirklerne A,
B og C skal vaere lige.
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Hamming—kode

Vi gennemgar nu en metode der sztter afkoderen i stand til ikke
blot at opdage, men ogsa rette én fejl.
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B og C skal vaere lige.



Hamming—kode

Vi gennemgdr nu en metode der satter afkoderen i stand til ikke
blot at opdage, men ogsa rette én fejl.
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De 3 ekstra bits tilfgjes til de oprindelige 4, og de resulterende 7
bits er nu det kodeord der sendes afsted.



Hamming—kode

Vi gennemgdr nu en metode der satter afkoderen i stand til ikke
blot at opdage, men ogsa rette én fejl.
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Nu tilfgjes én fejl pd kodeordet.



Hamming—kode

Vi gennemgar nu en metode der sztter afkoderen i stand til ikke
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opfyldt.
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Hamming—kode

Vi gennemgar nu en metode der sztter afkoderen i stand til ikke
blot at opdage, men ogsa rette én fejl.
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Hver cirkel gennemgas og det undersgges om paritetschecket er
opfyldt.



Laengde, dimension og alfabet

e Ved en kode forstas en samling af ord (eller vektorer) med
elementer fra en maengde F, der kaldes kodens alfabet. De
enkelte ord i en kode kaldes kodeord.
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disse. Antallet af pladser i hvert kodeord der kan velges frit,
kaldes kodens dimension.



Laengde, dimension og alfabet

Ved en kode forstds en samling af ord (eller vektorer) med
elementer fra en mangde F, der kaldes kodens alfabet. De
enkelte ord i en kode kaldes kodeord.

| eksemplet s vi at hvert kodeord bestar af 7 elementer i
F ={0,1}. Antallet af pladser i hvert kodeord kaldes kodens
laengde.

| eksemplet s vi at 4 af de 7 pladser i et kodeord kunne
veelges frit, og at de resterende 3 pladser entydigt bestemt ved
disse. Antallet af pladser i hvert kodeord der kan velges frit,
kaldes kodens dimension.

For at have en made at afggre hvor “forskellige” to kodeord c;
og ¢ er, indfgrer man afstanden imellem dem som

dist(c1, cp) = Antal pladser hvorpa c; og ¢ er forskellige.



Afstanden mellem kodeord

e Afstanden mellem to kodeord ¢; og ¢, bestemmer pd hvor
mange pladser der skal ske fejl i ¢; for at “omdanne” det til c;.

c, = 1110 000

c,= 1100 10



Afstanden mellem kodeord

e Afstanden mellem to kodeord ¢; og ¢, bestemmer pd hvor
mange pladser der skal ske fejl i ¢; for at “omdanne” det til c;.

c, = 1110 000

c,= 1100 10

e Hvis der sker flere end T = M fejl, kan modtageren

ikke afggre om det modtagne ord r stammer fra ¢y eller c.
o | figuren er der der lavet 2 fejl pd kodeordet fra eksemplet, her

kaldet ¢;. Man kan vise at ¢, ogsa er et kodeord, og r ligger
faktisk teettere pd ¢, end pa det “rigtige” kodeord c¢;.



Minimumsafstand

Man indfgrer minimumsafstanden d for en kode som den
mindst mulige afstand mellem to forskellige kodeord.

Hvis man antager at der under transmissionen af et kodeord
sker hgjest t fejl, hvor

t <

)

d
2

er man sikker pa at der i afstand hgjest t fra det modtagne
ord ligger preecis et kodeord.

e

Under denne antagelse er man altsa sikker pd at r stammer
fra c1, og altsd kan koden rette t fejl.



Minimumsafstand for Hamming—koden

Kodeordene i Hamming—koden fra eksemplet kan vises at vaere

0000 000 1010 011
1000 110 1001 001
0100 011 0101 100
0010 101 1110 000
0001 111 1101 010
1100 101 1011 100
0110 110 0111 001
0011 010 1111 111

Ved at ga alle par af kodeord igennem og udregne deres afstand,
kan man se at kodens minimumsafstand er 3, og dermed kan den
rette 1 fejl, i overensstemmelse med eksemplet.



Dagens program ...

Hvordan konstrueres fejlrettende koder, altsd ind— og afkodere, der
kan rette flere fejl end i eksemplerne?
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Dagens program ...

Hvordan konstrueres fejlrettende koder, altsd ind— og afkodere, der
kan rette flere fejl end i eksemplerne?

Afsender

l 1101

Indkoder

1101 0
Kanal
1100 0

Afkoder

J 1101

Modtager

@ Givet k og t vil vi lave en kode der har
dimension k og kan rette t fejl.

@® Vil konstruere ind— og afkodere til
denne kode.

© Regne pa konkrete eksempler, og se
preecis hvad der sker med en meddelelse
fra dens vej fra afsender til modtager.



Hvad er et legeme?

e Mangden F siges at vare et legeme safremt der findes to
operationer + og -, samt to elementer 0,1 € [F sdledes at:

@ Forallex,y € F gelder x+y =y + x.

@ Foralle x,y,ze F galder (x+y)+z=x+(y+ 2).
© For alle x € F geelder x + 0 = x.

O For alle x € F findes et y € I séledes at x + y = 0.

@ Forallex,y e F gelder x-y =y - x.

® For alle x,y,z € F gaelder (x-y)-z=x-(y - 2).

@ For alle x € F geelder x -1 = x.

® Foralle x,y,zeFgalderx-(y+z)=x-y+x-2z
© For alle x € F\ {0} findes et y € F saledes at x -y = 1.



Hvad er et legeme?

e Mangden F siges at vare et legeme safremt der findes to
operationer + og -, samt to elementer 0,1 € [F sdledes at:
@ Forallex,y € F gelder x+y =y + x.
@® For alle x,y,z € F gzlder (x +y) +z=x+ (y + z).
© For alle x € F geelder x + 0 = x.
@ For alle x € F findes et y € I sdledes at x + y = 0.
@ Forallex,y e F gelder x-y =y - x.
® For alle x,y,z € F gaelder (x-y)-z=x-(y - 2).
@ For alle x € F geelder x -1 = x.
® Foralle x,y,zeFgalderx-(y+z)=x-y+x-2z
© For alle x € F\ {0} findes et y € F saledes at x -y = 1.

e Legemer er altsd mangder hvor vi kan regne ligesom vi plejer.

e Velkendte eksempler pa legemer er Q og R, og falles for disse
er at begge indeholder uendeligt mange elementer.



Endelige legemer

Der findes legemer der kun indeholder endeligt mange elementer.
Vi vil kigge naermere pd de legemer hvor antallet af elementer er et
primtal p, og et sddant legeme noteres .
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Der findes legemer der kun indeholder endeligt mange elementer.
Vi vil kigge naermere pd de legemer hvor antallet af elementer er et
primtal p, og et sddant legeme noteres .

e Hvordan ser I, ud?
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e Hvordan regner man i F,?
Man regner helt som man “plejer” med hele tal, men man
tager hele tiden rest ved division med p. Eksempelvis gaelder

fglgende i legemet Fq7:

2.7+1=144+1=15=4 (mod 11).



Endelige legemer

Der findes legemer der kun indeholder endeligt mange elementer.
Vi vil kigge naermere pd de legemer hvor antallet af elementer er et
primtal p, og et sddant legeme noteres .

e Hvordan ser I, ud?
F,={0,1,2,...,p—1}.

e Hvordan regner man i F,?
Man regner helt som man “plejer” med hele tal, men man
tager hele tiden rest ved division med p. Eksempelvis gaelder

fglgende i legemet Fq7:

2.7+1=144+1=15=4 (mod 11).

e Notation Fj, =T, \ {0}.



Er F, overhovedet et legeme?

e Resten af a ved division med p skrives a (mod p).
Operationen at tage rest ved division med p er ombyttelig
med + og -, eller med andre ord

(a+b) (mod p) = (a (mod p))+ (b (mod p))
(a-b) (mod p) = (a (mod p))- (b (mod p))
Kravene 1 til 8 galder i de hele tal, og derfor opfyldes de ogsa

af .



Er F, overhovedet et legeme?

e Resten af a ved division med p skrives a (mod p).
Operationen at tage rest ved division med p er ombyttelig
med + og -, eller med andre ord

(a+b) (mod p) = (a (mod p))+ (b (mod p))
(a-b) (mod p) = (a (mod p))- (b (mod p))
Kravene 1 til 8 galder i de hele tal, og derfor opfyldes de ogsa

af .

e Vi beviser nu at krav 9 (eksistens af multiplikativ invers) ogsa

glder i Fp. Lad a € F),, og betragt mangden
S={l1-22-a,...,(p—1)-a} CF,.

Lad /- a og j - a veere to elementer S og antag i > j. Det
pastas at elementerne er forskellige. Antag nemlig modsat at
de er ens, sa er

ira=j-a (modp) = (i—j)-a=0 (modp)



Er F, overhovedet et legeme?

e Dette betyder at p | (i — j) - a og da p er et primtal og
1 < a< p-—1saledes at p ikke kan ga op i a, fas derfor at
pl(i—j) Mendai>jogl<ij<p-—1fas

i—je{1,2,...,p—2}

og altsd kan p umuligt gd op i i — j. Dette er en modstrid og
altsa sluttes at /- a og j - a er forskellige.



Er F, overhovedet et legeme?

e Dette betyder at p | (i — j) - a og da p er et primtal og
1 < a< p-—1saledes at p ikke kan ga op i a, fas derfor at
pl(i—j) Mendai>jogl<ij<p-—1fas

i—je{1,2,...,p—2}

og altsd kan p umuligt gd op i i — j. Dette er en modstrid og
altsa sluttes at /- a og j - a er forskellige.

e Dette betyder at der er p — 1 elementer i S, og da
SCF,

fds altsd at S = [F},. Specielt galder der at 1 € S, og altsa
findes i s3 i - a = 1 hvilket viser at a har en invers.



Polynomier i F,[X]

Ligesom man kan have polynomier med rationelle eller reelle
koefficienter, kan man ogsa have polynomier med koefficienter i
[Fp. Sadanne polynomier benaevnes F,[X].

e Vi betragter polynomiet f(X) € F11[X] givet ved

f(X)=X"0—1.



Polynomier i F,[X]

Ligesom man kan have polynomier med rationelle eller reelle
koefficienter, kan man ogsa have polynomier med koefficienter i
[Fp. Sadanne polynomier benaevnes F,[X].

e Vi betragter polynomiet f(X) € F11[X] givet ved
f(X)=X"0—1.

e Evalueringen af f i visse af elementerne i IF]; udregnes
f(1) = 11°-1 = 1-1 =0 (mod 11)
f(2) = 219—-1 =1024 —1=0 (mod 11)
f(9) =(-2)1° -~ 1=1024 — 1=0 (mod 11)
f(10)=(-1)—-1= 1-1 =0 (mod 11)
Hvis man regner videre kan man faktisk vise at alle
elementerne i ', er rgdder i f(X).



Karakterisering af elementerne i I

Saetning
Lad a € F}, s& er a en rod i polynomiet f(X) = XP~! — 1.

Beuvis.
Betragt produktet af alle elementerne i I},

Fra tidligere ved vi at for a € Fj, gzelder at {1-a,...,(p—1)-a}
er lig med I, og altsa er

apflsz(l.a).(g.a) ..... (p—=1)-a)=1-2----- (p—1)=s.

Dermed fas a~! = 1, hvillket viser at a er en rod i f(X). O



Ordenen af et element i Ff,

For a € I, findes altsa altid en potens af a der giver 1.

Definition (Orden)

Lad a € F,,. Ved ordenen af a forstas det mindste positive tal m
saledes at a™ = 1. Denne orden benaevnes ord(a).

Satning
Lad a € F}, og lad n vaere siledes at a" = 1, s3 vil ord(a) | n.

Beuvis.
Skriv n pd formen n = q - ord(a) + r med 0 < r < ord(a), sa fés

1= a" = aq.ord(a)+r _ (aord(a))q . = (1)q g

Da ordenen er den mindste positive potens af a der giver 1 og da
r < ord(a) betyder dette at r = 0, og altsd ord(a) | n.

O



Ordener i Fq;

Satning

Lad a € F}, s3 vil ord(a) | p — 1.

Bevis.

Vi ved at aP~! = 1 og saxtningen fra forrige slide giver dermed
ord(a) | p— 1 som gnsket. O
Eksempel

Ordenen af elementet 2 i F11 findes ved at udregne potenser af 2
og se hvornar der fis 1. Bemzerk at det ifglge saetningen kun er
ngdvendigt at beregne 29 for d der gir op i p — 1 = 10.

22 = 4 #£ 1 (mod11)
25 = 32 # 1 (mod11)

Altsa er ord(2) = 10.



Primitivt element

Definition (Primitivt element)
Et element a € [}, siges at vaere primitivt sdfremt ord(a) = p — 1.

e Bemark at da ord(2) = 10 i Fq; fas at alle tallene
S={2021 .. 2%,

er forskellige, for hvis 2/ = 2/ f3s 2'/ =1 med i — j < ord(a),
hvilket er umuligt. Da S C [F7; og antallet af elementer i
begge maengder er 10 gaelder derfor

1 =1{2021...,2%.

e Vi har at 2 er et primitivt element F11, og man kan faktisk
vise at ethvert endeligt legeme har et primitivt element.



Afsender

J

Indkoder

Kanal

Afkoder

J

Modtager

Abstrakt matematik i anvendelse

Efter at have stiftet bekendtskab med
endelige legemer, kan vi konstruere en
indkoder.

Vi gnsker altsd en funktion der for hver
meddelelse giver et kodeord.

Konstruktionen blev opdaget af Reed
og Solomon, der ogsa har lagt navn til
koden, og er fra 1960.

Selve grundidéen i konstruktionen er
simpel og koderne er s3 gode at de i
dag anvendes i fx CD- og
DVD-afspillere.



Reed—Solomon koder

e Vi konstruerer en kode, der bestar af vektorer hvor hver plads
er et element i et endeligt legeme [F,.

e Hver meddelelse bestdr af k elementer i .

e Kodeordene bestdr af n = p — 1 elementer i IFp,.

Definition (Reed—Solomon kode)

Lad 3 veere et primitivt element i Fj,. Kodeordene i Reed—Solomon
koden er vektorerne af formen

{(g(8°),8(8"),&(8%).....g(B" ™)) | g € Fp[X],degg < k}.

Bemaerk at 80 = 1,5, 8%,..., 3" 1 er alle de forskellige elementer
i F*.
P



Eksempel: Reed—Solomon indkodning

e Arbejder over legemet I, og veelger

Afsender n=10,k=4,6=2
X,X,X,X
J ( ) e Koden kan sende 11% = 14.641
Indkoder forskellige meddelelser.
(XXX X X X X X X, X)
anal

Afkoder

|

Modtager




Eksempel: Reed—Solomon indkodning

e Arbejder over legemet I, og veelger

n=10,k =40 =2
Afsender
l (1,1,1,1) e Koden kan sende 11* = 14.641
Indkoder forskellige meddelelser.
oo xxxxxx ® Meddelelsen:
Kanal
(1,1,1,1) — g(X) = X3+ X2+ X+1.
Afkoder

|

Modtager




Eksempel: Reed—Solomon indkodning

e Arbejder over legemet I, og veelger

n=10k=4,3=2

Afsender
J (1,1,1,1) e Koden kan sende 11% = 14.641
Indkoder forskellige meddelelser.

e Meddelelsen:

(4,4,8,2,2,0,6,4,7,6)

Kanal
(1,1,1,1) — g(X) = X3+ X2+ X +1.
Afkoder
J e Kodeordet:
Modtager (g(20),g(21),g(22),,,,,g(29)) =

(4,4,8,2,2,0,6,4,7,6).



Egenskaber ved Reed—Solomon koder

Hvor tolerant overfor forekomster af fejl er en Reed—Solomon
kode? Med andre ord, hvor mange fejl kan koden rette?



Egenskaber ved Reed—Solomon koder

Hvor tolerant overfor forekomster af fejl er en Reed—Solomon
kode? Med andre ord, hvor mange fejl kan koden rette?

e Det vides fra tidligere at dette kan afggres udfra kodens
minimumsafstand.

e Minimumsafstanden har en anden karakterisation. Lad ¢ og ¢’
vaere to kodeord, sa er

c = (Co,Cl,.. » Cn— 1)
d = (C6,C17~~-a Ch_1)
c—c = (Co—C07C1 Cl,...,Cn—l_Cr/171)

og altsa er dist(c, c’) lig med antallet af pladser hvorpd ¢ — ¢’
er forskelligt fra nul.

e Antallet af pladser i et ord der ikke er nul kaldes ordets vaegt.



Egenskaber ved Reed—Solomon koder

e Forskellen den i'te plads i to kodeord frembragt af f og g er:

f(6)—e(B) = (ha(B) 4+ +1f)-
(gk-1(8) "+ + o)
= (i1 —&-1)(B) T+ + (fh— &)
= (f—g)(p#)

e Dette betyder at differensen mellem kodeordene frembragt af
f og g igen er et kodeord, nemlig:

(F(B°),.... F(B" 1) — ((8°),-...&(B" 1)) =
((F = g)(B), ... (f —&)(B")).



Egenskaber ved Reed—Solomon koder

e Forskellen den i'te plads i to kodeord frembragt af f og g er:

f(6)—e(B) = (ha(B) 4+ +1f)-
(gk-1(8) "+ + o)
= (i1 —&-1)(B) T+ + (fh— &)
= (f—g)(p#)

e Dette betyder at differensen mellem kodeordene frembragt af
f og g igen er et kodeord, nemlig:

(F(8%),....F(B"1) — ((6°),....g(8" 1)) =
((f —&)(°),-...(f —g)(B" ).
e Dette betyder at minimumsafstanden kan karakteriseres som:

d = n;néin{Antal pladser hvorpa ¢ og ¢’ er forskellige.}
c#c!

= m;ig{Antal pladser hvorpa c ikke er nul}.
C



Egenskaber ved Reed—Solomon koder

Vi kan finde en nedre graense pa minimumsafstanden i en
Reed—Solomon kode

d = m?ig{Antal pladser hvorpa c ikke er nul}
C
= n-— m;x{Antal pladser hvorpa c er nul}
= n— max {Antal potenser hvor g(5') = 0}

deg g<k—1
> n—(k—1)=n—k+1.



Egenskaber ved Reed—Solomon koder

e P& den anden side fas ved valget
F(X) = (X = 1)(X = B)(X = 5%)--- (X = 57?)

et polynomium af grad k — 1 hvis tilhgrende kodeord er

(1), F(B), F(5?),...,F(B"1)) =(0,0,...,0, Ck, Cks1, - - -

k—1 pladser

hvor ck, Ckt1,-- ., Cp alle er forskellige fra nul.

)Cn)7



Egenskaber ved Reed—Solomon koder

e P& den anden side fas ved valget
F(X) = (X = 1)(X = B)(X = 5%)--- (X = 57?)
et polynomium af grad k — 1 hvis tilhgrende kodeord er

(F(1), F(B), F(5?),...,F(B™ 1)) = (0,0,...,0, Ck, Cks1s - - -+ Cn),
k—1 pladser

hvor ck, Ckt1,-- ., Cp alle er forskellige fra nul.
e Dette kodeord har vaegt n — (k — 1), og altsa er:

d<n—(k—1)=n—k+1,
og dermed er minimumsafstanden for en Reed—Solomon kode

d=n—k+1.



Afsender

J (1,1,1,1)

Indkoder

(4,4,8,2,2,0,6,4,7,6)
Kanal
(4!5l8!2I2!0I6!4I9!9)

Afkoder

|

Modtager

Fejl under transmissionen

Eksempel (Fortsat ...)

Koden i eksemplet fra fgr har laengde
n =10 og dimension k = 4. Dermed
er kodens minimumsafstand

d=n—k+1=10—4+1=17,

og da t = 3 er strengt mindre end d /2
betyder det at koden kan rette tre fejl.
Vi laver nu 3 fejl i kodeordet fra
eksemplet.



Afsender

J (1,1,1,1)

Indkoder

(4,4,8,2,2,0,6,4,7,6)

Kanal

(4I518l212I0/6l4/9I9)

Afkoder

J (222222222
AT aeLy

Modtager

)

Fejl under transmissionen

Eksempel (Fortsat ...)

Koden i eksemplet fra fgr har laengde
n =10 og dimension k = 4. Dermed
er kodens minimumsafstand

d=n—k+1=10—4+1=17,

og da t = 3 er strengt mindre end d /2
betyder det at koden kan rette tre fejl.
Vi laver nu 3 fejl i kodeordet fra
eksemplet.

Hvordan kan afkoderen bestemme det
oprindelige kodeord?



Afkodning af Reed—Solomon kode

e Givet en modtaget vektor
(ro,r1,.-.,rm—1), antager at der under
transmissionen hgjest er pafgrt t < % fejl.

Afsender

|

Indkoder

Kanal

Afkoder

|

Modtager




Afkodning af Reed—Solomon kode

e Givet en modtaget vektor
(ro,r1,.-.,rm—1), antager at der under

transmissionen hgjest er pafgrt t < % fejl.
Afsender . . .
e Vi gnsker at finde det entydigt bestemte
J polynomium g(X) € F,y[X] af grad hgjest
Indkoder k — 1, der har frembragt dette kodeord,
dvs. som opfylder
Kanal
g(B') =ri,
Afkoder
l for alle de pladser hvor der ikke er sket
fejl, dvs. for alle i panzer hgjest t pladser.
Modtager




Afsender

|

Indkoder

Kanal

Afkoder

|

Modtager

Afkodning af Reed—Solomon kode

e Givet en modtaget vektor

(ro,r1,.-.,rm—1), antager at der under
transmissionen hgjest er pafgrt t < % fejl.
Vi gnsker at finde det entydigt bestemte
polynomium g(X) € F,y[X] af grad hgjest
k — 1, der har frembragt dette kodeord,
dvs. som opfylder

g(ﬁi) =T,
for alle de pladser hvor der ikke er sket

fejl, dvs. for alle i panzer hgjest t pladser.

For nemheds skyld betragtes kun tilfaeldet
hvor d er ulige, og altsd opfylder antallet
af fejl der kan rettes at 2t + 1 = d.



Polynomier af to variable F,[X, Y]

For at Igse afkodningsproblemet tager man udgangspunkt i det
ikke dbentlyst beslaegtede problem:

e Givet en modtaget vektor (rg, r1,...,rm—1), find et
polynomium forskelligt fra nulpolynomiet pa formen

Q(X, Y) = Qo(X) + YQu(X),

der opfylder
® Q(B,r;)=0foralleic{0,1,...,n—1}.
@ deg Qo(X)<n—-1-1t.
O degi(X)<n—-1—-t—(k—-1)=n—-t—k.

e Her er (3 et primitivt element for det legeme koden er
defineret over.

e Et sddant polynomium kaldes et interpoleringspolynomium.

o Definerer h =n—1—togh =n—1t— k.



Interpoleringspolynomium

Det bemaerkes at

bh+h = (n=1—-t)+(n—t—k)y=2n—k—(2t+1)
= 2n—k—(n—k+1)=n—-1



Interpoleringspolynomium

Det bemaerkes at

bh+h = (n=1—-t)+(n—t—k)y=2n—k—(2t+1)
= 2n—k—(n—k+1)=n—-1

For en stund udskyder spgrgsmalet om hvordan man rent faktisk
for en givet vektor (rg, r1,...,r,—1) finder et
interpoleringspolynomium. Fgrst nogle egenskaber ved dette:

Saetning

Hvis det sendte ord er (cy, c1,...,cn—1) er frembragt af polynomiet
g(X) og det modtagne ord (ro, r1,. .., rn—1) er forskelligt herfra pa
hgjest t pladser, si er




Interpoleringspolynomium

Beuvis.
Polynomiet T(X) = Q(X, g(X)) = Qo(X) + g(X)@1(X), er
polynomium udelukkende i variablen X. Dets grad er

deg T(X) max {deg Qo(X),deg g(X) - Q1(X)}
max {deg Qo(X), deg g(X) + deg Q1(X)}
max{n—1—t,(k—1)+(n—1—t—k)}

= n—-1-t.

(VAN VAN VAN

Hvis den i'te plads i den modtagne vektor er blandt de mindst
n — t pladser i vektoren hvor der ikke er fejl, er r; = ¢; = g(') og
dermed er

T(ﬁl) = Q(/Blag(ﬂl)) = Q(ﬁia f;) =0,

og altsa har T(X) mindst n — t rgdder. O



Interpoleringspolynomium

Bevis fortsat ...
Altsa er antallet af rgdder i T(X) stgrre end den stgrst mulige

grad af T(X), og altsd ma T(X) vaere nulpolynomiet. Specielt er

0= QX £(X)) = Q(X) +g(X)Q(X) = (X) = =~ /5.

Af sztningen fglger at

QIX,Y) = Qu(X)+ YQu(X) =
= Q)Y+ &) = QX)(Y - e(X)).




Fejllokaliseringspolynomium

Lad nu i vaere en af de pladser hvor der er sket en fejl under
transmissionen, dvs. r; # ¢;, sa er

0=Q(8',r) = Qu(B)(ri — 8(8) = QuB") (ri — <),
~——
#0
og altsa er @1(B') = 0. Dette betyder at de pladser hvorpa der er

sket fejl, ma veere rgdder i polynomiet Q1(X), der derfor kaldes et
fejllokaliseringspolynomium.



Hvordan bestemmes Q(X, Y)?

Vi kan skrive polynomierne Qu(X) og Q1(X) pa formen

Q(X) = apXP 4 +aX +ag
Qu(X) = b Xh 4+ 4 b1 X + by

Kravet om at Q(3',r;) =0 foralle i € {0,1,...,n— 1} kan nu
omformuleres til

0 = Q(B)+ru(s)
= a/o,Bll0 + -+ 31,81 + ag + r,'bllﬂlll + -+ I’,‘blﬂl + r,'bo

Denne benaevnes den i'te ligning.



Hvordan bestemmes Q(X, Y)?

Dette giver i alt n ligninger hvori de ubekendte er koefficienterne a;
og bj. Anvendes nu at 2t = d — 1 = n — k fas at antallet af
ubekendte er

(bh+1)+h+1)=hbh+h+2=n+1.

Altsa er der flere ubekendte end ligninger, og man kan derfor finde
koeffcienter der ikke alle er nul, der Igser alle n ligninger.



Hvordan bestemmes Q(X, Y)?

Dette giver i alt n ligninger hvori de ubekendte er koefficienterne a;
og bj. Anvendes nu at 2t = d — 1 = n — k fas at antallet af
ubekendte er

(bh+1)+h+1)=hbh+h+2=n+1.

Altsa er der flere ubekendte end ligninger, og man kan derfor finde
koeffcienter der ikke alle er nul, der Igser alle n ligninger.

Eksempel

| eksemplet med koden defineret over F11 er n = 10 og altsd kan
man principielt finde alle koefficienterne a; og b;, og dermed ogsa
bestemme polynomiet Q(X,Y), ved at Igse et ligningssystem med
10 ligninger og 11 ubekendte. Regningerne kan dog vaere temmelig
tidskraevende!



Afkobling af ligningssystemet

Ligningssystemet bestar af “to dele”, ét der involverer a;’erne og et
der involverer b;'erne. Det viser sig nu at disse kan afkobles.

Satning
Lad a € F,\ {0,1}, s vil
L+al+faP?=0.
Bevis.
Lad S betegne summen S = a® +al 4 - 4+ aP72 sd er

aS—S=(at4+a+- - +aP H—(L+al+-- 4P =211

Da a € [, har det orden p — 1 og altsd fds (a—1)S=1-1=0
hvilket, da det er antaget at a # 1, betyder at S = 0 som
gnsket. O



Afkobling af ligningssystemet

Fremgangsmade ved afkobling af ligningssystemet

e For hvert j € {1,2,...,/1} ganges den i'te ligning igennem

med (B').



Afkobling af ligningssystemet

Fremgangsmade ved afkobling af ligningssystemet
e For hvert j € {1,2,...,/1} ganges den i'te ligning igennem
med (B').
e For hvert sddant j fremkommer derved n nye ligninger og
disse summeres.



Afkobling af ligningssystemet

Fremgangsmade ved afkobling af ligningssystemet
e For hvert j € {1,2,...,/1} ganges den i'te ligning igennem
med (B').
e For hvert sddant j fremkommer derved n nye ligninger og
disse summeres.
e Den derved fremkomne ligning kaldes den j'te ligning, og der
er altsd 1 ligninger i det nye ligningssystem.



Afkobling af ligningssystemet

Fremgangsmade ved afkobling af ligningssystemet
e For hvert j € {1,2,...,/1} ganges den i'te ligning igennem
med (B').
e For hvert sddant j fremkommer derved n nye ligninger og
disse summeres.
e Den derved fremkomne ligning kaldes den j'te ligning, og der
er altsd 1 ligninger i det nye ligningssystem.
Bemark: Da [y +h =n—1fasat hvisj € {1,2,...,h} og
i€ {0,1,...,/0} er

i+je{1,2,...,n—1},

hvilket betyder at alle potenserne 371/ forskellige fra 1.



Afkobling af ligningssystemet

Vi kigger fgrst pad hvad der sker med den del af ligningssystemet
der omfatter a;'erne.

ap (B0 -4+ a8 +ag
ap(BHe +-+ a8t +ao

aj, (,8"_1)/04—' .- —l—alﬁn_l—l-ao



Afkobling af ligningssystemet

Vi kigger fgrst pad hvad der sker med den del af ligningssystemet
der omfatter a;'erne.

(8% - (a(B) +---+ a18° +ao)
(B - (ap(BH) +--+ a1 +ao)

(B 1 - (368" 1)+ 2" 1-20)



Afkobling af ligningssystemet

Vi kigger fgrst pad hvad der sker med den del af ligningssystemet
der omfatter a;'erne.

3l0(ﬂ0)1:+lo RN al(ﬂo)-’:Jrl + 30(60){
alg(ﬁl)/-i-/o N al(ﬁl)-"H + ao(ﬂl)',

(7Yt ar (571 o (57



Afkobling af ligningssystemet

Vi kigger fgrst pad hvad der sker med den del af ligningssystemet
der omfatter a;'erne.

alo(ﬂO)j:+lo IR al(ﬁO)_/:Jrl 4 30(50)1:
ap(BTY Tl 4o a(BY T+ ag(BY
(7Y ar (571 (57

Finder nu den j'te ligning ved at summere de ovenstdende
ligninger. Gar frem “sgjlevis”:

ao(B%) + ao(B'Y + -+ + ap(B" 1Y
ao((#)P°+ (@) +--+ (@) =0



Afkobling af ligningssystemet

Vi kigger fgrst pad hvad der sker med den del af ligningssystemet
der omfatter a;'erne.

alo(ﬂO)j:Jrlo IR al(ﬁoyﬂ 4 30(50)1:
ap(BTY Tl 4o ar(BY T+ ag(BY
alo(ﬁn_l):H_IO"" ,_+al(ﬁn.—1)j+1+ao(ﬁ;1—l)j

Finder nu den j'te ligning ved at summere de ovenstdende
ligninger. Gar frem “sgjlevis”:

al(ﬂo)j“+al(ﬂl)f+1+---+al(ﬁ"—1)f+1 —
(B (I (@) = 0



Afkobling af ligningssystemet

Vi kigger f@grst pad hvad der sker med den del af ligningssystemet
der omfatter a;'erne.

aIO(BO)_[:+/0 IR 31(50)":+1 4 30(50)1:
ap(BY T 4 ag(BY T + ap(BlY
(7Yt ar (571 o (57

Finder nu den j'te ligning ved at summere de ovenstaende
ligninger. Gar frem “sgjlevis”:

alo(ﬁo)j+/o -+ alo(.ﬁl)j—&-/o 4+t a!o(ﬁ”_l)j+/0 _
alo((BJJFIO)O+(ﬁj+/0)1+...+(61+/0)n71) -0



Afkobling af ligningssystemet

Vi kigger f@grst pad hvad der sker med den del af ligningssystemet
der omfatter a;'erne.

3l0(ﬁ0)1:+lo 4 31(60)1:+1 + 30(50)1:
alg(ﬁl)/-i-/o 4 al(ﬂl)-"H + 30(51)',
alo(ﬁn—l):i-&-/o_'_. .. +al(/8"._1)j+1+30(ﬁ;1_1)j

Finder nu den j'te ligning ved at summere de ovenstaende
ligninger. Gar frem “sgjlevis”:

alo(ﬁo)j+/o -+ alo(.ﬁl)j—&-/o 4+t a!o(ﬁ”_l)j+/0 _
alo((BJJrIO)O+(6J+I0)1+...+(6J+/0)n71) -0

Altsa indgér koefficienterne a; ikke i den j'te ligning.



Afkobling af ligningssystemet

Nu ser vi pad bidraget til den j'te ligning fra den del af
ligningssystemet der omfatter b;'erne.

robll(ﬂo)ll +--- 1+ ﬁorobl + I’()b()
nb, (B +--4+ Bnb + nbo

rn—1by (B" V)14 48", 1 by +ra_1bo



Afkobling af ligningssystemet

Nu ser vi pad bidraget til den j'te ligning fra den del af
ligningssystemet der omfatter b;'erne.

(ﬁoy'(fobll(ﬂo)ll +--- 1+ ﬁorobl + I’()bo)
(BY - (nby(BHYY  +--+ B'nbi + ribo)

(5n—1)j . (rn—1b/1 (ﬂn_l)ll-i-' . +5n_1fn_1b1+fn_1bo)



Afkobling af ligningssystemet

Nu ser vi pad bidraget til den j'te ligning fra den del af
ligningssystemet der omfatter b;'erne.

by (B°Y 1 4+ b (BOVT + robo(8°)
rby (BYTh oo+ oAb (BYYTY + nbo(BY

ra_1by (B YY1 by (B 1 bo (B Y



Afkobling af ligningssystemet

Nu ser vi pad bidraget til den j'te ligning fra den del af
ligningssystemet der omfatter b;'erne.

by (B°Y 1 4+ b (BOVTT + robo(8°)
nby(BY*h + o+ nb(BYYTY + nbo(BtY

rn—1b/1 (ﬂn—l)j+l1_|_. .. +rn—1bl(ﬂn_l)j"'l—i-rn_lbo(ﬂ”_l)j

Finder nu den j'te ligning ved at summere de ovenstdende
ligninger. Gar frem “sgjlevis”:

rObO(ﬁO)f + rlbo('ﬁl)j 4+ rnflbp(ﬁ"_l)j |
bo(rO(BJ)O—Frl(ﬁ-’)1+---—|—rn_1(ﬁj)n—1) _ bo-r(ﬁl)

r((X)=rn+nX+---+ rpo1 X"



Afkobling af ligningssystemet

Nu ser vi pad bidraget til den j'te ligning fra den del af
ligningssystemet der omfatter b;'erne.

by (B°Y 1 4+ b (BOVT + robo(8°)
rby (BYTh oo+ mb(BYYTY + nbo(BY
rn—1by, (bn_l)ﬁh-i-' . +fn—1b1(bn_l)j+1+fn—1bo(ﬂ"_1)j

Finder nu den j'te ligning ved at summere de ovenstdende
ligninger. Gar frem “sgjlevis”:

b (Y + by BV 4 4 by (BT = |
bi(ro(F )0 + (B + -+ rpg (B — by (3

r((X)=rn+nX+---+ rpo1 X"



Afkobling af ligningssystemet

Nu ser vi pad bidraget til den j'te ligning fra den del af
ligningssystemet der omfatter b;'erne.

roby B0V 4+ b (BOYT + robo(80)
rby (BYTh oo+ mb(BYYTY + nbo(BY
rn—1by, (/.3"71)14114-' . +fn—1b1(B"fl)j+l+fn—1bo(ﬂ"71)j

Finder nu den j'te ligning ved at summere de ovenstdende
ligninger. Gar frem “sgjlevis”:

rob/1 (/80)_]+Il + r1b,1 (ﬁl)j+/1 4t rnflbll (ﬁnfl)j+/1:
bll(rO(ﬁj"‘h)O + r1(6j+/1)1 + 4+ rn—l(ﬂj—Hl)n_I) :b/]_ ) r(ﬁj“"l)

r(X)=rn+nX+---+ D Gt



Eksempel

Altsa bliver den j'te ligning

0= byr(Fth)+ -+ bir(F*h) + bor(#).

Pointen er at vardierne r(#),..., r(#*h) kan beregnes direkte
udfra den modtagne vektor. Altsd udggr disse ligninger igen et
ligningssystem med b;'erne som ubekendte. Har altsd nu /;
ligninger med /; 4+ 1 ubekendte.

Eksempel

| eksemplet fra tidligere har vi n = 10, k = 4 og t = 3. Det betyder
at h = n—t — k = 3. Det sendte kodeord er
c=(4,4,8,2,2,0,6,4,7,6), mens det der modtages er
r=(4,5,8,2,2,0,6,4,9,9).



Eksempel fortsat

Eksempel (Fortsat ...)

Det modtagne ord svarer til polynomiet
r(X) =9X°% +9X8 4+ 4X7 +6X° +2X* 4 2X3 +8X? + 5X + 4.
Vi skal Igse h = 3 ligninger med hh + 1 = 4 ubekendte:

0 = bar(Br3)+bor (B 2)+ by r(B ) +bor(8Y)
0 = bar(B23)+-bor(62H2)+-by r(52H1) +bor(52)
0= b3r(ﬂ3+3)+b2r(ﬁ3+2)+b1r(ﬁ3+1)+b0r(63)



Eksempel fortsat
Eksempel (Fortsat ...)
Det modtagne ord svarer til polynomiet
r(X) =9X°% +9X8 4+ 4X7 +6X° +2X* 4 2X3 +8X? + 5X + 4.
Vi skal Igse h = 3 ligninger med hh + 1 = 4 ubekendte:

0 = b3r(21F3)+bor(2142) 4 by r(21H 1) +bor(21)
0 = b3r(22+3) 4 byr(2212)4-by r(2211) +-by r(22)
0 = b3r(2373)+-bor(23+2)+ by r(23T1) +bor(23)



Eksempel fortsat

Eksempel (Fortsat ...)

Det modtagne ord svarer til polynomiet
r(X) =9X°% +9X8 4+ 4X7 +6X° +2X* 4 2X3 +8X? + 5X + 4.
Vi skal Igse h = 3 ligninger med hh + 1 = 4 ubekendte:

0=0b3 -7+by-6+b;-9+by-4
=bs-94+by - 7+by - 6+bg - 9
0=05b3-8+by-9+by - 7T+by -6



Eksempel fortsat

Eksempel (Fortsat ...)

Det modtagne ord svarer til polynomiet
r(X) =9X°% +9X8 + 4X7 46X +2X* +2X3 +8X2 +5X + 4.
Vi skal Igse h = 3 ligninger med hh + 1 = 4 ubekendte:

0=0b3 -7+by-6+b;-9+by-4
=b3-9+4by - 7T+by - 6+bp - 9
0=05b3-8+by-9+by-7+bg-6

Man kan ved at isolere og sztte ind, isolere og satte, isolere osv.
indse at (bs, bz, b1, bp) = (1,0, 3,8) er en Igsning, svarende til
polynomiet

@1(X) = b3 X3 + byX? + by X + by = X3 +3X + 8.



Eksempel fortsat

Eksempel (Fortsat ...)

Rgdderne i dette polynomium findes ved at evaluere det i alle
elementerne i [F7;

Q2 = 1 Q(2%) = 4
Q(2l) = 0 Q2% = 5
Q(2?) = 7 Q:(2) = 9
@Q(2®) = 5 Q%) = o0
Q(2Y) = 5 Q(2°) = 0



Eksempel fortsat

Eksempel (Fortsat ...)

Rgdderne i dette polynomium findes ved at evaluere det i alle
elementerne i [F7;

Q2 = 1 Q(2%) = 4
Q(2l) = 0 Q2% = 5
Q(2?) = 7 Q:(2) = 9
@Q(2®) = 5 Q(28) = 0
Q(2Y) = 5 Q(2°) = 0

Heraf ses at 21,28 og 2° er radder i Q1(X) og alts3 sluttes at de
eneste pladser i kodeordet hvor der kan vaere opstaet fejl er pa
plads 1, 8 eller 9.



Eksempel fortsat

Eksempel (Fortsat ...)

Rgdderne i dette polynomium findes ved at evaluere det i alle
elementerne i [F7;

Q2 = 1 Q(2%) = 4
Q(2l) = 0 Q2% = 5
Q(2?) = 7 Q:(2) = 9
@Q(2®) = 5 Q(28) = 0
Q(2Y) = 5 Q(2°) = 0

Heraf ses at 21,28 og 2° er radder i Q1(X) og alts3 sluttes at de
eneste pladser i kodeordet hvor der kan vaere opstaet fejl er pa
plads 1, 8 eller 9.

c = (4,4,8,2,2,0,6,4,7,6)
r = (4,5,8,2,2,0,6,4,9,9)



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

e Vi har nu varktgjer til at bestemme pa hvilke pladser i en
modtaget vektor, der er opstaet fejl. Men for at kunne
bestemme det oprindelige kodeord, m& man ogsd bestemme
stgrrelsen af disse fejl.

e Hvis (ro, r1,...,rm—1) er den modtagne vektor og
(co, €1, .., Cn—1) er det afsendte kodeord frembragt af
polynomiet g(X), er stgrrelsen af fejlen pa plads i per
definition
e=ri—c=ri—g(B).



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

e Vi har nu varktgjer til at bestemme pa hvilke pladser i en
modtaget vektor, der er opstaet fejl. Men for at kunne
bestemme det oprindelige kodeord, m& man ogsd bestemme
stgrrelsen af disse fejl.

e Hvis (ro, r1,...,rm—1) er den modtagne vektor og
(co, €1, .., Cn—1) er det afsendte kodeord frembragt af
polynomiet g(X), er stgrrelsen af fejlen pa plads i per
definition
e=ri—c=ri—g(B).
o Kaldes koefficienterne i det frembringende polynomium for
g(X) = g1 X1+ + @1 X + go fas derfor

ri=e+ (gk—l(ﬁi)k_l +o @b+ go)

for hvert i € {0,1,...,n—1}.



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?
Vi fglger samme idé som bgr og eliminerer den del af
ligningssystemet der involverer gj'erne.
e For hvert j € {1,...,n— k} ganges den i'te ligning igennem
med (B') og ligningerne summeres.
e Bemark at for sddanne j og for i € {0,1,...,k—1} er
i+je{1,2,...,n—1},sa gt #£1.
o Betragter den del af ligningssystemet der involverer g;'erne.

gk—1(B°)k1 +o 4+ g(BO)?! +80
gr—1(BY)k 1 +4+ g(B)? +8o

g (7 1)k g (pm) a0



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?
Vi fglger samme idé som bgr og eliminerer den del af
ligningssystemet der involverer gj'erne.
e For hvert j € {1,...,n— k} ganges den i'te ligning igennem
med (B') og ligningerne summeres.
e Bemark at for sddanne j og for i € {0,1,...,k—1} er
i+je{1,2,...,n—1},sa gt #£1.
o Betragter den del af ligningssystemet der involverer g;'erne.

g1 (BB -+ &(BO)H(BY  +eo(BOY
g1 (BHHEY -+ aB)BY  +eo(8YY

gk_l(ﬂn—l)k—l(l@n—l)j+_ . _|_g1(ﬁn—l)l(ﬁn—l)j_’_-go(ﬁn—l)j



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?
Vi fglger samme idé som bgr og eliminerer den del af
ligningssystemet der involverer gj'erne.
e For hvert j € {1,...,n— k} ganges den i'te ligning igennem
med (B') og ligningerne summeres.
e Bemark at for sddanne j og for i € {0,1,...,k—1} er
i+je{1,2,...,n—1},sa gt #£1.
o Betragter den del af ligningssystemet der involverer g;'erne.

gr-1(B0) T o g1 (B2)M +go(6°)
gr-1(B) I o g (B +go(BLY

gk_l(ﬁn.—l)k—l—i-j_'_, ,,+g1(ﬁn;1)1+j+éo(ﬁn—1y



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

Vi fglger samme idé som bgr og eliminerer den del af
ligningssystemet der involverer gj'erne.
e For hvert j € {1,...,n— k} ganges den i'te ligning igennem
med (B') og ligningerne summeres.
e Bemark at for sddanne j og for i € {0,1,...,k—1} er
i+je{1,2,...,n—1},sa gt #£1.
o Betragter den del af ligningssystemet der involverer g;'erne.

Sk 1(ﬁ0)k W+ g (B 4go(8%Y
8k 1(ﬁ Y e+ gl(ﬁl)”f +go(ﬁ)

gk—l(ﬂn_l)k_l+j+' --+g1(ﬁ”_1)1+j+go(6”_1)j
Summerer igen “sgjlevis”:

20(B°Y +go(BY +--- +go(B"Y =
g((F)°+ () +--+(F) ) =0



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

Vi fglger samme idé som bgr og eliminerer den del af
ligningssystemet der involverer gj'erne.
e For hvert j € {1,...,n— k} ganges den i'te ligning igennem
med (B') og ligningerne summeres.
e Bemark at for sddanne j og for i € {0,1,...,k—1} er
i+je{1,2,...,n—1},sa gt #£1.
o Betragter den del af ligningssystemet der involverer g;'erne.

gr-1(B0) T o g1 (B9) g0 (6°)
gr-1(BH) I o g (B +go(BLY

gk_l(ﬁn.—l)k—l—i-j_'_, "+g1(ﬁ”;1)1+j+éo(ﬁ”‘1)j

Summerer igen “sgjlevis”:

BV + g (Bt g (B =
a((F1°+ (B 4 (@) = 0



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?
Vi fglger samme idé som bgr og eliminerer den del af
ligningssystemet der involverer gj'erne.
e For hvert j € {1,...,n— k} ganges den i'te ligning igennem
med (5'Y og ligningerne summeres.
e Bemark at for sddanne j og for i € {0,1,...,k—1} er
i+je{1,2,...,n—1},sa gt #£1.
o Betragter den del af ligningssystemet der involverer g;'erne.

g1 (B0) T o g1 (B2)M g0 (6°)
gr-1(B) T o g (B +go(BLY

gk_l(ﬁn.—l)k—lﬂ_,_, ,,+g1(ﬁn;1)1+j+éo(ﬁn—1y

Summerer igen “sgjlevis”:

gk_l(ﬁO)k—l—'kj + gk—1(ﬁ1)k_1+j 4+t gk_;(ﬁ”‘l)k—1+f _
gr_1((BF1HN0 4 (BTN 4. (BRI ~ 0



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

Dermed er g;'ernes bidrag til ligningssystemet “elimineret”.
Betragtes den del af ligningssystemet der omfatter r; og e;'erne fas:

h = €0 +

r = €1 +
'n—1 = €p-1 +



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

Dermed er g;'ernes bidrag til ligningssystemet “elimineret”.
Betragtes den del af ligningssystemet der omfatter r; og e;'erne fas:

(Y = ey +

fl(BO)j_ = el(.ﬂo)j, +
(8% = ena(B°Y +



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

Dermed er g;'ernes bidrag til ligningssystemet “elimineret”.
Betragtes den del af ligningssystemet der omfatter r; og e;'erne fas:

(Y = ey +

fl(BO)j_ = el(.ﬂo)j, +
(8% = ena(B°Y +

Den sgjlevise summation giver nu:

eo(B°Y +e(BY +---+e1(fTY = ,
eo(F)° +e(B) + - +en1(F)T = e(B).

eX)=e+eX+--+ e, 1 X" L.



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

Dermed er gi'ernes bidrag til ligningssystemet “elimineret”.
Betragtes den del af ligningssystemet der omfatter r; og e;'erne fas:

(Y = ey +

fl(ﬁo)j = el(boy +

ro1(B%Y = ena(BY  +

Den sgjlevise summation giver nu:

(6% +n(BYY + -+ (B = ,
()% +n(F) + -+ noa(F) = ().

r(X)=r+nX—+-4rn XL



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

e Saforje{l,2,....,n—k}ere(#)=r().
e Da vi har antaget at der hgjest forekommer t fejl, ved vi at
hgjest t af koefficienterne e; er forskellige fra nul.

e De indeks hvorpa fejlene forekommer kaldes iy, io, . .., i, Oog
med denne notation f3s:

r(B)=e(B)= er18"! +---+ef+eo
r(8%)=e(6?)=en-1(8%)""1+ - +e13?+e

H(B)=e(5t)=en1(81)"1 4 -+t +ey



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

o Saforje{1,2,....n—k} er e(#) = r(p).
e Da vi har antaget at der hgjest forekommer t fejl, ved vi at
hgjest t af koefficienterne e; er forskellige fra nul.

e De indeks hvorpa fejlene forekommer kaldes iy, io, . .., i, Oog
med denne notation f3s:

r(B) = e (B) +-- -+ en(B)> + ey ()"
r(ﬂ2)=eft(62)’f+ - tep(8%)° + e, (7)1

(8 =eq (Bt - +en(Bt)" + ey (B



Hvordan findes fejlenes stgrrelse?

Sa for j € {1,2,...,n— k} er e(#) = r(#).
Da vi har antaget at der hgjest forekommer t fejl, ved vi at
hgjest t af koefficienterne e; er forskellige fra nul.

De indeks hvorpa fejlene forekommer kaldes i1, io, . .., i, Og
med denne notation f3s:

r(B) = e (B) +-- -+ en(B)> + ey ()"
r(ﬂ2)=e;t(62)’f+ - tep(8%)° + e, (7)1

(8 =eq (Bt - +en(Bt)" + ey (B

Dette kan betragtes som et ligningssystem i variablene
€, €, - - -, €, 0g herudfra kan fejlstgrrelserne findes.



Eksempel

Eksempel (Fortsat ...)
| eksemplet fra tidligere har vi

r(X) = 9X° +9X8 +4X" + 6X° +2X* + 2X3 + 8X? + 5X + 4,

og vi ved at fejlene vil forekomme pa plads iy =1, ip = 8 eller
i3 = 9. Vi skal Igse et ligningssystemet:

I’(ﬁ) = ei3(ﬁ)i3' + eiz(ﬁ)iz' + eil(ﬁ)il'
r(B%) = en(5°)" + ey (8°)2 + ey (B°)"
(%) = es(8%)5 + e (6%)2 + e, (5°)"



Eksempel

Eksempel (Fortsat ...)
| eksemplet fra tidligere har vi

r(X) = 9X° +9X8 +4X" + 6X° +2X* + 2X3 + 8X? + 5X + 4,

og vi ved at fejlene vil forekomme pa plads iy =1, ip = 8 eller
i3 = 9. Vi skal Igse et ligningssystemet:

r(2) = eo-(2")° + e (2')° + e - (21)!
r(22) = €9 - (22)9 + eg- (22)8 + e1 - (22)1
r(23) = eg-(23)° + eg- (23)8 + €1 - (23)!



Eksempel
Eksempel (Fortsat ...)
| eksemplet fra tidligere har vi
r(X) =9X° +9X8 4+ 4X7 +6X° +2X* +-2X3 +8X? + 5X + 4,
og vi ved at fejlene vil forekomme pa plads iy =1, ip = 8 eller
i3 = 9. Vi skal Igse et ligningssystemet:

4 = e-6+e-3+e -2
9 = e-3+e:-94+¢ -4
6 = e -7T+e-b+e -8



Eksempel
Eksempel (Fortsat ...)
| eksemplet fra tidligere har vi

r(X) = 9X° +9X8 +4X" + 6X° +2X* + 2X3 + 8X? + 5X + 4,

og vi ved at fejlene vil forekomme pa plads iy =1, ip = 8 eller
i3 = 9. Vi skal Igse et ligningssystemet:

4 = e-6+eg-3+e -2
9 = e-3+e-94+¢ -4
6 = e -7T+e-b+e -8

Som far kan man ved at isolere og saette ind, se at der kun er én
l#sning og at denne er (e1, es, e9) = (1,2,3).



Eksempel
Eksempel (Fortsat ...)
| eksemplet fra tidligere har vi

r(X) = 9X° +9X8 +4X" + 6X° +2X* + 2X3 + 8X? + 5X + 4,

og vi ved at fejlene vil forekomme pa plads iy =1, ip = 8 eller
i3 = 9. Vi skal Igse et ligningssystemet:

4 = e-6+eg-3+e -2
9 = e-3+e-94+¢ -4
6 = e -7T+e-b+e -8

Som far kan man ved at isolere og saette ind, se at der kun er én
l#sning og at denne er (e1, es, e9) = (1,2,3).

c = (4,4,8,2,2,0,6,4,7,6)
(4,5,8,2,2,0,6,4,9,9)

r



Afrunding

Afsender
l 1101 e Vi har fulgt en meddelse gennem alle faser
fra afsender til modtager.
Indkoder e | praksis anvendes oftest Reed—Solomon
Kanal 110101 koder defineret over endelige legemer hvis
1100 01 stgrrelse er en potens af 2.
Afkoder o | praksis anvendes en anden, men
beslaegtet, metode til afkodning end den
l 110t der blev gennemgaet her.
Modtager




Supplerende materiale

e Litteratur:
A Course In Error—Correcting Codes
Jarn Justesen & Tom Hgholdt
EMS Textbooks in Mathematics

Bogen er pd engelsk og behandler blandt meget andet
Reed—Solomon. Der forudsaettes kendskab til linezer algebra.



Supplerende materiale

e Litteratur:
A Course In Error—Correcting Codes
Jarn Justesen & Tom Hgholdt
EMS Textbooks in Mathematics

Bogen er pd engelsk og behandler blandt meget andet
Reed—Solomon. Der forudsaettes kendskab til linezer algebra.

e Applet:
En applet der demonstrerer anvendelsen af Reed—Solomon
koder i DVD-afspillere kan ses pa

www?2.mat.dtu.dk/people/T.Hoeholdt/DVD /index.html



Supplerende materiale

e Litteratur:
A Course In Error—Correcting Codes
Jarn Justesen & Tom Hgholdt
EMS Textbooks in Mathematics

Bogen er pd engelsk og behandler blandt meget andet
Reed—Solomon. Der forudsaettes kendskab til linezer algebra.

e Applet:
En applet der demonstrerer anvendelsen af Reed—Solomon
koder i DVD-afspillere kan ses pa

www?2.mat.dtu.dk/people/T.Hoeholdt/DVD /index.html
e Slides og opgaver:

Slides anvendt i dag samt nogle opgaver kan findes pa
henholdsvis

www.mat.dtu.dk/people/P.Beelen/slides.pdf
www.mat.dtu.dk/people/P.Beelen /opgaver.pdf



Mere om primitive elementer

| det fglgende vises at ethvert endeligt legeme I, har et primitivt
element. Dertil vises fgrst en raekke hjelpesaetninger.
Satning

Lad a € Ty, sd vil ord(a") = #d(a))) hvor std betegner stgrste
faelles divisor.

Bevis

e Der gzlder

ord(a) n
(an) sfd(ord(a),n) — (aord(a))sfd(ord(a),n) — 1’

og altsa ved vi fra tidligere at ord(a") | #"((:)M'



Mere om ord(a)

e P3 den anden side galder ogsa
1= (an)ord(a”) _ an-ord(a”))
saledes at ord(a) | n- ord(a").
e Dette betyder at

ord(a)

sfd(ord(a), n) | ord(a").

og alts3 m3 ord(a") = #}g)’n), som gnsket.



Mere om ord(a)

e P3 den anden side galder ogsa

1= (an)ord(a”) _ an-ord(a”))

saledes at ord(a) | n- ord(a").

e Dette betyder at

ord(a)

sfd(ord(a), n) | ord(a").

og alts3 m3 ord(a") = #}g)’n), som gnsket.
Satning

Lad m, n veere hele tal der opfylder sfd(m, n) = 1. Da er det
mindste faelles multiplum af m og n lig med nm.



Mere om ord(a)

Satning
Lad a, b € IF}, veere sdledes at sfd(ord(a), ord(b)) =1 s3 er

ord(ab) = ord(a) - ord(b).

Bevis

e Fgrst bemaerkes at

(ab)ord(a)-ord(b) _ (aord(a))ord(b) . (bord(b))ord(a) =1-1=1,
og altsa vil ord(ab) | ord(a) - ord(b), og dermed
ord(ab) < ord(a) - ord(b).

e Lad nu n vaere et tal siledes at (ab)” = 1 og st x = a" og
dermed ogsd x = b~ ".



Bevis fortsat

e S3 fas af den forrige hjxzlpesatning

_ ord(a)
sfd(ord(a), n)
ord(b)

b7") = sfd(ord(b), —n)

ord(x) = ord(a") | ord(a).

ord(x) = ord(

| ord(b).

Altsa er ord(x) en divisor i bade ord(a) og ord(b) og da disse
er primiske ma ord(x) = 1, séledes at x = 1.

o Heraf fas a” = 1 s& ord(a) | n og tilsvarende da b=" =1 fas
ord(b) | n. Altsd er n et multiplum af ord(a) og ord(b) der er
primiske, og altsd fas at

n > mfm(ord(a), ord(b)) = ord(a) - ord(b).

Heraf sluttes at ord(ab) = ord(a) - ord(b) som gnsket.



Eksistens af primitivt element
Seetning

Der findes i ¥, et primitivt element.

Bevis.

Lad m vaere den stgrste orden af et element i I, og lad a veere et
element af orden m. Lad dernast b veere et vilkdrligt element i ),
og kald dets orden n.

Det vises nu indirekte at n | m, s3 antag modsat n ikke gér op i m,
sa findes et primtal g der gar op i n til en hgjere potens end det
gar op i m, og altsa findes

m = qim/a n= an,’
hvor j > i og sfd(q, m’) = sfd(q,n’) = 1. Nu fas at

ay _ ord(a) _m_
) = Fiord(a)a) a ™



Eksistens af primitivt element

Bevis fortsat ...

oy ord(b) on
ord(b )—W—W—q’.

Altss er sfd(ord(a), ord(b™)) = sfd(m’,¢) = 1 og alts3 fis
ord(a® b") = ord(a®) - ord(b") = m' - ¢ > m'q' = m,

hvilket er en modstrid. Altsa sluttes at n | m og dette betyder at b
er en rod i polynomiet f(X) = X™ —1 da

b™ = (b")n =1.

Da b var valgt vilkarligt betyder det at alle p — 1 elementer i I, er
rgdder i (X). O



Eksistens af primitivt element

Bevis fortsat ...
Da et polynomium hgjst kan have lige s& mange rgdder som
stgrrelsen af dets grad fas

m=degf(X)>q—1.

Ydermere da m er ordenen af et element i F, fasat m | g — 1 og
specielt at m < g — 1. Altsa sluttes m = g — 1 som g@nsket.

O
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