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1 Taylorpolynomier
Et polynomium i den variable = er et udtryk af formen
™ + an_12" P 4 .. a1z + ag

hvor koefficienterne ag,as, ..., a, er tal (enten reelle eller komplekse). Bemeerk, at eksponenterne
til z alle er ikke-negative hele tal. Hvis a,, # 0, vil vi kalde a,, for den ledende koefficient, og sige
at polynomiets grad er n. Et polynomium af 0’te grad er blot et tal ag # 0. Nulpolynomiet er
blot udtrykket 0. Nar det overhovedet tillaegges en grad, siger man at den er —oo.

Eksempel 1 Udtrykkene 22® — x + 11, —ma® + 525 + (5 + 3i) 2% + 2 0og 7 er polynomier i den
variable x af grader henholdsvis 3, 6 og 0. Udtrykkene 4x=2 + 6z~ ! — 8+ x + %x2 0g 5u3 — 23
er ikke polynomier i den variable x. Et udtryk med uendeligt mange led som 1 + x + 22 + 2 +
2t + .+ 2F .. er ikke et polynomium, men kaldes en uendelig rekke.

Et polynomium i den variable x kan naturligvis betragtes som en funktion af z. Som sadan
udregnes funktionsveerdierne serdeles effektivt og hurtigt, hvis polynomiet skrives pa Hornerform
saledes som folgende eksempel antyder

p(z) =Tz + 323 — 142% + 52 + 87 = ((Tx + 3)x — 14) v + 5) x + 87

Polynomier er ogsa i andre henseender lette at have med at ggre, sa det kan veere en god idé
at erstatte en kompliceret eller naesten umulig funktion f med et polynomium. Dette forudsaetter
selvfglgelig, at den fejl man herved begar er af acceptabel storrelse, altsa ligger indenfor en given
tolerance.

Definition 2 Det n’te Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt a for en funktion f er et
polynomium af grad hgjst n, sdiledes beskaffen, at f og P, har samme afledede i punktet a op til
og med n’te orden. Altsd

Pu(a) = f(a), P,(a)=f"(a), P (a) = f"(a),

P (a) = f<;1—1> (a), P (a) = £ (a)

Interessen for P, ligger i forventningen om at f og P, ikke afviger meget fra hinanden i
omegnen af udviklingspunktet a, jo mindre desto stgrre n er. Vi skal lidt senere se, at dette ogsa
er rigtigt.



Saetning 3 Det n’te Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt a er givet ved

) (& —a)”

Po(z) = fla)+f (a)(x—a)+ f
A+ =" (a) (@ —a)"

(a

1 1
b @) @ =)
Bevis. Ethvert polynomium P, af grad hgjst n kan skrives pa formen

P,(x)=ao+ai(x—a)+az(x—a)’ +as(x—a)’ +...+an (z —a)" (1)

Ved indsattelse af x = a i (1) fas P, (a) = ap. Men vi forlanger jo, at P, (a) = f (a), s& hermed
er ap bestemt: ag = f (a). Ved differentiation af (1) fas

P, () = a1 +2a3 (z — a) + a3 (v — a)” + ... + nay (z — )" (2)

Ved indszettelse af x = a i (2) fas P!, (a) = ay. Men vi forlanger, at P/ (a) = f' (a). Sd a1 = f' (a).
Ved differentiation af (2) fas

Pvlzl(m)=2a2+2-3a3(m—a)+,,,+n(n_1)an(m_a)n—2 (3)

Ved indsaettelse af z = a i (3) fas P, (a) = 2as. Vi forlanger, at P (a) = f” (a). Sd as = 3 f" (a).
Ved differentiation af (3) fas

PA//(J,‘):2~3a3—|-...—|—n(n_1)(n_2)an(x_a)n—3 (4)

Ved indsattelse af © = a i (4) fas P (a) = 2 - 3as = 3las. Vi forlanger, at P (a) = " (a). Sa
= 3;/" (a). Saledes kan vi abenbart fortsaette. Generelt geelder, at nar vi har differentieret k
gange (med k < n) har vi

P(k()—k'ak—i— +n (n—1)...(n—k+1)an(x_a)n—k (5)

Ved indsaettelse af © = a i (5) fas piP (a) = klag. Vi forlanger, at piF ( ) = f*) (a). Sa formlen
for ay, bliver

ai =

Mﬂ“u

Denne formel gzelder for alle £ mellem 0 og n, nar vi bruger den konvention, at den 0’te afledede
blot er funktionen selv og 0! = 1 ligesom ogsa 1! = 1. Hermed er ssetningen vist. ®

Eksempel 4 Vi vil bestemme bide det tredie (Ps) og det fierde (Py) Taylorpolynomium for
sinusfunktionen sin med udviklingspunkt 0. Vi finder, nar f (r) =sinzx, at

f'(x)=cosz, f"(z)=—sinz, ["(z)=—cosz, fU(z)=snz
Hermed har vi
FO)=0, f(0)=1, f0)=0, f"(0)=-1, fH0)=0
Altsé har vi



og da £ (0) =0, har vi Py = Ps.
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Stnusfunktionen og dens 3. Taylorpolynomium med udviklingspunkt 0.

Eksempel 5 Vi bestemmer det 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt 1 for funktionen f :
z— x?Inx. Vi finder

ff(x) = 2zlhz+a
() = 2lhx+3

Altsé har vi f(1) =0, f'(1) =1 og f"(1) = 3. Taylorpolynomiet Py er dermed givet ved
forskriften

Po(w) = FO)+F () (1) 45 (1) (1)
_ (m—1)+g(a:—1)2
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Funktionen x —— x?Inx og dens 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt 1.



Eksempel 6 Vi vil bestemme det n’te Taylorpolynomium med udviklingspunkt O for eksponen-
tialfunktionen exp. Med f (x) = expx = e® har vi, at f*) (2) = € for alle k > 0 og x € R.
Dermed finder vi, at f*) (0) = 1 for alle k > 0, sdledes at

1 1 1
Po(@) = fO)+[ O z+5f 0)2" + 5" (02" +... + — ) (0) 2"
= 1+ +x—2+x—3+ + 2
R TR

12+ [

10+ /]

e* og dens forste 4 Taylorpolynomier Py, Py, P3, Py.

Det er klart af stor interesse at vide noget om stgrrelsen af den fejl, der begas ved at erstatte
en funktion f med dens Taylorpolynomium P,, med udviklingspunkt a. Til en vurdering af denne
fejl er Taylors seetning (Taylors formel) velegnet.

Saetning 7 Taylors Setning med Lagranges restled. Antag, at f er n+ 1 gange differen-
tiabel i et interval I indeholdende tallet a. Sa findes der til ethvert givet x € I et tal £ mellem x

0g a, sa
1 n+1 n+1
£(@) = Pola) & o O — ot (6)

hvor P, betegner det n’te Taylorpolynomium med udviklingspunkt a, dvs.

Pala) = f(@) + £(@)(z — ) + 5/"(@)(z — ) + . = ) a@)(z — a)"

Bemaerkning 8 Differensen mellem f (x) og P, (x) kaldes restleddet og betegnes undertiden med
R, (). Restleddet kan ifolge (6) skrives pd formen

s D () — ) (7)

B (2) = (n+1)



hvor & er et tal mellem a og z. Pd denne form kaldes det Lagranges restled. Da Taylors setning
om & kun siger, at det ligger mellem x og a, kunne man fristes til at tro at setningen er ubrugelig.
Det er ikke tilfeldet. Setningen kan bruges til at vurdere storrelsen af |Ry, (x)|. Hvis denne er
tilstraekkeligt lille, sa kan vi se bort fra restleddet og altsd erstatte f(x) med P, (x).

Taylors seetning med Lagranges restled kan bevises pa4 mange méader. Her vil vi ggre brug af
den udvidede middelvaerdisaetning:

Lemma 9 Den udvidede middelverdisetning. Antag, at funktionerne h og g er kontinuerte
i intervallet [a,b] og differentiable i |a,b[. Sé findes der et tal & €la,b], sd

[1(b) — h(a)] ¢ (§) = [9(b) — g(a)] '(£)-

Bevis. Lad ¢ (z) = (g (z) — g (a)) (h(b) — h(a)) — (g (b) — g (a)) (h(x) — h(a)). S& geelder aben-
bart, at ¢(a) = 0 og ¢(b) = 0. Da nu ¢ er differentiabel i det abne interval |a,b] og kon-
tinuert i det lukkede interval [a,b], findes der et tal & € Ja,b[, si ¢’ (£) = 0, altsa et tal ¢
hvor grafen for ¢ har vandret tangent. Denne kendsgerning kaldes i gvrigt Rolles saetning. Men
' (&) =g (&) (h(b) — h(a))—(g(b) — g (a))h (£), der sammen med ¢’ (£) = 0 umiddelbart giver
pastanden i lemmaet. m
Vi kan nu bevise Taylors seetning med Lagranges restled:

Bevis. I den udvidede middelveerdissetning tager vi h(z) = f(x) — P, (z) og g(z) = (x — a)"*1.
Sa har vi

h(a) f(a)—Pn(a)=0,h( ) = f'(a) = P,(a) =0,
W'(a) = f"(a) = Py(a) =0,.. 2" (a) = f(a) = P{"(a) =0,

og for g geelder tilsvarende g(a) = 0,¢'(a) = 0,¢"(a) = 0,...,¢™ (a) = 0. Lad nu = € I. Lad os
sige, at > a. Fgrste brug af den udvidede middelveerdissetning giver nu

hz) W) —h(a)  H(&)
g(x)  g(x)—gla) (&)

hvor £, €]a,z]. Anden brug af den udvidede middelveerdiseetning giver

(&) _ W(E) - W) _ W(E)
7€) gE) g 96

hvor &, €a,&;[. Sadan kan fortsaettes. Idet g+ (¢) = (n + 1)! for alle ¢ far vi til sidst

h(n) (gn) _ h(n) (gn) - h(n) (a‘) _ h(n+1 (€ +1) f(n+1)(€n+1)

g™ () gM(E,) —g™(a) g I(E, ) (n+ 1)

hvor vi altsé har a < &, ; <&, < ... <& <& <. Vihar nu vist, at

h(x) f(n+1)(§n+1)

gz) — (n+1)!

dvs. h(z) = (nil)!f("+1)(§n+1)g(x), altsd f(z) — Pa(2) = (nil)!f("+1)(§n+1)(x —a)"". Med
§ = &,41 er setningen vist. m

Restleddet i Taylors formel kan ogsa gives i form af et integral. Det er dog normalt lettest at
bruge restleddet pa Lagranges form.




Saetning 10 Taylors Setning med integralrestled. Antag, at f er n+1 gange differentiabel
med Y kontinuert i et interval I indeholdende a. Sé geelder for alle x € I:

F(@) = Pu(z) + % / "o 0" ) (1t (8)

hvor P, betegner det n’te Taylorpolynomium med udviklingspunkt a.

Bevis. Lad P, ,, veere det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt ¢ € I:

Pon(@) = F(0) + £/ ()@ = 1)+ 50 @ — 17 + o+ = SO ()~ 1)

Ved at differentiere de tre forste led i P, (z) mht. ¢ fas

1 1
PO+ O@=t)=fO+5/" 0@t =) (=) = 57O} - )
Ved at differentiere hele P, ,, () mht. ¢ fas tilsvarende, at alle bidrag pa neer et forsvinder:

P ) = [ (@) 1)

Bemaerk nu, at erstattes ¢ 1 P, ,, (z) med x og a fas f (z) og P, (z) henholdsvis. Derfor har vi, at

f (@)~ Pu(z) = / x%Pt,n (x) dt = / "L )@ — oy

n!

hvor med saetningen er vist. m

Bemezerkning 11 [ Taylors setning med integralrestled er ingen information gaet tabt. Det er
derimod tilfeldet for Taylors setning med Lagranges restled, hvor vi jo kun om & far at vide, at
det ligger mellem x og a.

Som en konsekvens af Taylors seetning med det ene eller andet restled har vi fglgessetningen:

Korollar 12 Antag, at f er n+ 1 gange differentiabel i intervallet I, der indeholder a. Antag,
at C' er en majorant for |f(”+1)| pa I, dvs. |f(”+1) (3:)| < C for allex € I. Si geelder

@)= P o) < gy o — ol )

for alle x € I, nar P, er det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt a.

Bevis. Pastanden er en umiddelbar fglge af Taylors seetning med Lagranges restled. Men kan
ogsé vises ved brug af Taylors saetning med integralrestled hvis vi antager, at f("*1) er kontinuert
pa I. Lad os fgrst betragte tilfeeldet x > a:

|f (.7,‘) - P, (.1‘)| = %/T (x — t)" f(n+1) (t) dt‘ < % /T (x— t)” f(n+1) (t)) dt
= %/j (v —1)"dt = % [n_+11 (== t)nHL - (nfl)! CRD



For z < a fas

\f (z) = Py ()|

f(n+1) (t) ‘ dt

n!

'%/j(x_t)”f(nﬂ) (t)dt‘g ! /:(t—ﬂc)n
oo

IN

—aya=G [ e-art] = e

nl /. n+1 (n+1)!

x

Resultaterne i de to tilfselde kan sammenfattes i (9). m

Lemma 13 Det (n — 1) te Taylorpolynomium for den afledede f' er lig med den afledede af det
n’te Taylorpolynomium for f. Ved differentiation af

Pal@) = f(@) + £(@)(z — ) + 3" (@)(z — ) + 4 O a)(z — a)"
fas nemlig .
(n—1)!

men det er jo netop det (n — 1) ’te Taylorpolynomium for f’

Py(z) = f'(a) + f(a)(x —a) + ... + F(a) (@ —a)"

Fglgende nyttige resultat kan ofte benyttes i stedet for en direkte vurdering af restleddet i
Taylors formel:

Saetning 14 (Maz-fejl-satningen) Antag, at f er n+1 gange differentiabel i et lukket interval
1, der indeholder a. Lad P, vere det n’te Taylorpolynomium for f med udviklingspunkt a. Da
gelder, at hvis {1 ikke skifter fortegn andre steder i I end eventuelt i a, si vokser afvigelsen
|f(z) — Pp(x)| med|x — a|, og antager altsd sin storsteverdi i et af endepunkterne af intervallet
1.

Bevis. Ifplge lemmaet (13) ovenfor er P, det (n — 1)’te Taylorpolynomium for f’. Med h(z) =
f(z) — P,(z) har vi derfor ifglge Taylors seetning med Lagranges restled anvendt pa f’, at der
findes et tal £; mellem a og x, s&

W(x) = £'(@) ~ P(e) = = f"0 (€) (2 )"

Heraf folger med vores antagelse om f("*1 at h/(z) ikke sendrer fortegn andre steder end
eventuelt i a. Derfor er h svagt monoton til venstre for a og svagt monoton til hgjre for a. (En
funktion h er svagt voksende, hvis 1 < 22 = f (x1) < f (z2) ). Heraf fplger pastanden. m

1.1 Anvendelser af Taylorpolynomier

Approksimation af en funktion f ved Taylorpolynomier bruges specielt i tilfaelde, hvor funktionen
ikke er seerlig godt kendt, men hvor de afledede i et givet punkt a er kendte (eller lette at
bestemme). Vi begynder med et simpelt eksempel.

Eksempel 15 Vi vil vurdere den fejl, der begis ved at erstatte sinx med dets fjerde Taylorpoly-
nomium Py (x) = Ps (x) = x—%? (med udviklingspunkt 0), nar |z| < 1. Vi har, ndr f (z) = sinz,
at fO) (z) = cosz. Da |f®) (z)| = |cosz| < 1 folger det altsi af (9) i Korollar (12), at

. 1 5 1/1\° 1 —4
_P < . 1 . < _ — = — % 2. 1
|sin z 4 (2)] < 51 |lz|” < 51 (2) 3840 610



Er vi tilfredse med 3 decimaler i resultatet, kan vi altsd erstatte sinz med x — Té—?, ndr |z < 4.
FEksempelvis finder vi sin0.5 = 0.47943 og P, (0.5) = P5(0.5) = 0.47917. Pd figuren nedenfor
ser vi, at den faktiske afvigelse sinx — Py (x) = sinax — P53 (x) vokser med voksende afstand fra
udviklingspunktet. Det er netop det typiske, juf. Mazx-fejl-setningen.

0.0002

0.0001+ /

/ ~0.0002 -

Afvigelsen sinx — Ps (x), altsd den faktiske fejl.

Eksempel 16 Vi vil bestemme det 3. Taylorpolynomium P med udviklingspunkt 0 for arcsin og
vurdere den fejl, der begas ved at erstatte arcsinz med Ps(x), ndr |z| < % Med f = arcsin finder
vl

/ 1 7%
fix) = i = (1-27)
"(z) = x(l -z B
) = (1-2° ~3 + 322 (1 — x2)7%
FD(2) 9z (1 - xz)*% +152% (1 - xg)—g _ 3z (22% + 3)

Hermed har vi f'(0) =1, f”(0) =0, f"(0) = 1, sdledes at
L 3
Ps(x) =2+ i

En gvre granse for den fejl, der begds ved at erstatte arcsina med Ps(x), ndr x| < &, kan findes
ved brug af (9) i Korollar (12). Vi finder forst en majorant for |f(4) (x) L1

pa intervallet [—— —] :
3-4(2(2)"+3)

(-7’

3x (23:2 + 3)

 3af (222 4 3)
| =
(1—22)2

_ ~14.4
(1—22)?

<

@) =

[N



Vi har brugt, at |f(4) (x)} klart er storst for x = :I:%, idet dermed teelleren bliver storst mulig

samtidig med at nevneren bliver mindst mulig. Hermed har vi
1
|f(z) — Py(z)| < i 2t =062

Huvis vi ogsa erstatter x med det veerst tenkelige, igen x = :I:%, fas vurderingen

4
|f(z) — P3(x)] <0.6- (%) ~(.0375

Det kan bemerkes, at den faktiske maksimale fejl er ca. 3 x 1073, altsd betydeligt mindre! Ved
udelukkende at bruge Korollar (12) er det umuligt at give en bedre vurdering end den vi gav. Men
i dette eksempel kan vi bemaerke, at f4) (x) # 0 for alle x # 0. Af Maa-fejl-setningen ovenfor
folger derfor, at |f(z) — Ps(z)| er storst for v = +5. Verdien er }f (%) —Ps (%)| >~ (0.002765
altsd ca. 3 x 1073,

Eksempel 17 Vi vil bestemme det n’te Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt 0 for funk-
tionen f : x — In(14x) og vurdere den fejl, der begds ved at erstatte f(x) med P,(z), ndr
0<z< % Vi finder ved differentiation, at

fla)=0+2)7" fa)=—-(1+a)7, @) =2(1+2)""
og generelt for k > 1
P (@) = () k=D +a2)”"
Det n’te Taylorpolynomium P, er altsa givet ved
_ 1 2 1 3 n n
P,(x)=x 52 +3x +...+ (-1 T

En gure grense for den fejl, der begas ved at erstatte f (x) med P,(z), ndr 0 < x < 1, kan findes
ved brug af (9) i Korollar (12). Vi har

)f(nﬂ) (x)) = # <mnl (10)

for x > 0. Derfor har vi vurderingen
n! 1 11\
- P’I’L < — n+l1 = — n+1 [ —
@) = Palo)l < i ntl’ S n+l\2

forax e [0, %] . Lad 0s nu bestemme In (1.5) med 10 decimaler. Vi agter at bruge Taylorpolynomiet
P, hertil. Det betyder, at vi forlanger, at fejlen, som vi begdr ved at erstatte In (1.5) med P, (1.5)
skal veere mindre end 5-10711. Ifslge de ovenstdende beregninger er det tilstreekkeligt at forlange,

at 1
1 1\"
1 (5) <5-1071!
n
For n =28 ogn =29 fis
1 1 n+1
1 (5) ~ 6.423-1071
1

3.105- 1071

12

1 n+1
n+1 (5)



henholdsvis. Med n = 29 er vi altsd sikre pd at fejlen ved at erstatte In(1.5) med P, (1.5) er
mindre end 5 - 10~1L. Ved udregning i Maple finder vi

In(1.5) — Py (1.5) = -8.974-10"!
In(1.5) — Pog (1.5) = 4.331-10"*
In(1.5) — Py (1.5) = —2.092-10""

Vi ser, at faktisk er Pog (1.5) god nok.

Bemaerkning 18 Vurderingen (10) brugte kraftigt, at x > 0. Hvis —1 < & < 0 har vi i stedet

n! n!
L+a)" ™ @)

£ (@) =

der giver vurderingen

e L e o] \""
|f() Pn()|§n+1(1_|x|)n+1_n+1<(1_|x|)>

Dette er kun en god vurdering, hvis |z| < . Huis |z| > 3 sd vil hojresiden gd mod uendelig for
n — oo. For x € ]—1, —%[ har vi derfor behov for en bedre vurdering. Ved brug af integralres-

tleddet fis for —1 < x <0, at
€T _ t n
[,
o (1+7%)

0 n || n
(t—x) u

hvor vi har brugt substitutionen

1t
/0< B £ (1) dt

n!

[f(z) = Pu(2)] =

t— 1
At S
1+ " 1-u (1—u)

u

Herefter fis

IS 2l yyn 1 || 1 ||
/() (=)l /0 1—uu_/0 1—|z| " 1—|$|/0 A 1 — [z (1)

der er en meget bedre vurdering, idet den bl.a. viser, at blot |x| < 1 geelder, at |f(x) — Pp(x)] — 0
for n — oo.

Eksempel 19 Lgsningen til differentialligningen
.7,‘/ — t2 + .1,2

med begyndelsesverdien x(0) = 1, kan faktisk findes eksakt, men lgsningen méd udtrykkes vha.
sdkaldte Besselfunktioner J, og Y, samt ved brug af gammafunktionen T'. Losningen (som er
fundet ved hjelp of Maple) ser indviklet ud:

+
x(t) = —
+



Losningen er jo noget af et monstrum. Man kan roligt sige, at selve differentialligningen ser
meget mindre afskraeekkende ud! For mange formdl er det nok at kende en god approksimation til
losningen, f.eks. et Taylorpolynomium. Vi skal nu se, at det er let uden kendskab til den eksakte
losning at bestemme ligesd mange afledede af lpsningen i t = 0, som man lyster. Altsd kan man
let bestemme Taylorpolynomier for x udfra punktet 0. Vi viser, hvordan de afledede fort =0 kan
bestemmes direkte udfra differentialligningen og begyndelsesbetingelsen.

Ved indseettelse af t = 0 i 2'(t) = t*> + x(t)? fis 2/(0) = 02 + 2(0)> = 1, da z(0) = 1.
Differentiér nu differentialligningen. Vi finder

2 (t) = 2t + 2z (t)2' (t)
Indsettelse af t =0 giver ”(0) = 2 -0+ 22(0)z’(0) = 2. Differentiér én gang til. Vi finder
o (t) = 24+ 22/ ()2 (t) + 2x(t)2” (t) = 2 + 22/ () + 2z(t)2” (t)

Indseettelse af t = 0 giver 2'"(0) = 2 + 22/(0)? + 22(0)z”(0) = 8. Differentieres endnu engang,
fas

s W (t) = 42’ ()" (t) + 227 ()" (t) + 2z(t)x™ (t) = 62’ (t)x" (t) + 2x(t)z"" (t)
Indseettelse af t = 0 giver 2D (0) = 62/(0)z”(0) + 2z(0)2""(0) = 12 + 16 = 28. Man kunne
fortsaette, men vi standser her. Vi kan nu nedskrive det fierde Taylorpolynomium Py for lgsningen
x til begyndelsesverdiproblemet

z(0) =1
Vi finder
/ Ly 2 Lo 3 1 (4) 4
1 1 . 1 4., 7
= 1+t+=22 4 =834 =28t =1+t +t2+ -3+ =t?
+t+ 3 + 3!8 + 1 8 +t+t°+ 3 + 5

Det ses let, at den femte afledede x5 (t) nodvendigvis md vaere positiv (i purigt ligesom alle de
andre afledede). Derfor folger af max-fejl-setningen, at afvigelsen |x(t) — Pa(t)| vokser med |t|.

154

0.5

—————  Eksakt
P4

Den eksakte losning til ' = t> + x® med 2 (0) = 1 sammen med det 4. Taylorpolynomium.
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Eksempel 20 Lad f vere den funktion, der er givet ved forskriften

flx)= /Ow esntdt

Funktionen er altsd givet ved et integral. Dette integral kan imidlertid ikke udtrykkes vha. det
sedvanlige repertoire af funktioner kendt af alle og enhver. Ikke engang Maple kan udtrykke
integralet ved brug af dets ret omfattende repertoire af funktioner. Ikke desto mindre er der ingen
tvivl om at f(z) er serdeles veldefineret for ethvert x € R. Integranden es™t er jo en kontinuert
funktion af t. Den har altsa en stamfunktion, og f er netop en sadan. Med andre ord vi har

f/ ((L‘) —_ esinw

Foruden at opfylde denne ligning opfylder f dbenbart ogsd betingelsen f(0) = 0. Vi er nu i
realiteten i samme situation som i eksemplet ovenfor. Vi har en funktion, der opfylder en differ-
entialligning (denne gang af en meget simpel art) og en begyndelsesbetingelse. Vi kan da let finde
Taylorpolynomier med udviklingspunkt 0. Vi vil bestemme det 3. Taylorpolynomium Ps samt vur-
dere den fejl, der begds ved at erstatte f(x) med P3(x), ndr |x| < &. Vi skal dermed udregne de
forste 4 afledede af f. Vi finder

() = eMcosw
f(z) = " (—sinz + cos’z)
f@(z) = eMcoszsing - (3—sinz)

Hermed fas
£(0)=0,f(0)=1, f(0) =1, f"(0) =1
Sdledes har vi
Py(z)=xz+ %mQ + ém‘;

Onsker vi at vurdere den fejl, der begds ved at erstatte f(x) med Ps(x), nar |v| < %, kan vi
gore brug af (9) i Korollar (12). Vi skal altsa bestemme en gvre graense for verdien af }f(4) (a:)}
Da z € [—%, %], burde vi nu erstatte |f(4) (x)| med den maksimale veerdi for f® pd intervallet
[—%, %] At finde denne maksimale verdi kan selvfolgelig lade sig gore, men krever uden brug af
computer lidt arbejde. Da det er en fejl, som vi er i ferd med at vurdere, vil det ikke give megen
mening at bruge for meget arbejde herpa. Vi laver derfor en grov vurdering, der selufslgelig skal

veere korrekt, men forhabentlig stadig kan vere god nok til at vere nyttig. Vi begynder sdledes
‘f(4) (a:)‘ = |eSi” coszsinz (3 —sinz)| = e |cos x| [sin x| [3 — sin x|

Grovheden bestar nu i, at hver faktor erstattes med sin maksimale verdi. Herved fés, idet |sinz| <

1 |cosz| <1 o0g|3—sinz| <3+sinZ =1:

‘f(4) (x)‘ <eb.1.

N | =
N~

Vi har hermed for x € [—%, %] opnaet vurderingen

™

|f(x)—P3(x)|S%-2.9~x4<1-2.9-(6

4
~ —2
< ) ~0.91 x 10

Vi kan altsa garantere, at den fejl der begds ved at erstatte f(x) med Py(x) allerhgjst er 0.9x1072,
men den er formodentlig en del lavere. Vurderingen kan afhenge meget af den form den afledede

12



har. Vi kan lave en lidt bedre vurdering ved at omskrive den 4. afledede ved brug af formlen
sin (2x) = 2sinz cosx:

. 1 ..
f@(z) = ™ cosasing (3 —sinz) = 5651” sin (2z) (3 — sinx)

Hermed finder vi den forbedrede vurdering |f(x) — Ps(z)| < 0.78 x 1072, Den er dog ikke sd
meget bedre, sG man kan diskutere, om den var umagen verd! Lader man Maple tegne forskellen
mellem f og Ps pd intervallet [—%, %] , vil man se, at den storste forskel er ca. 1.2 x 1073,
Den maksimale fejl findes i et af endepunkterne i overensstemmelse med max-fejl-setningen,
idet f®)(x) = ™% coswsinz (3 — sinx) ikke skifter fortegn andre steder end i udviklingspunktet

0.
Eksempel 21 Antag, at det vides, at en funktion f opfylder ligningen
f@)? + f(z)+52-5=0 (12)

for alle x € R. Vi vil egentlig gerne lose ligningen for f(x). Dette kan da ogsd godt lade sig gore
(prov med Maple!), idet der er formler til bestemmelse af rodderne til polynomier af grad op til
og med 4. Der er tre losninger til vores ligning. De er alle ret grimme. En af losningerne er reel.
Ifolge Maple ser den sdledes ud

1

f@) = 3 i/ 540 (1 — z) + 121/2037 — 40502 + 202522
2

Q/ 540 (1 — ) + 12¢/2037 — 4050z + 202522

Denne lgsnings 3. Taylorpolynomium Ps med udviklingspunkt 1 vil vi bestemme. Vi agter ikke at
bruge dette eksplicitte udtryk for losningen, men derimod ligning (12). Vi udnytter, at det kan
vises, at der for ethvert x € R er precis én reel losning f(x) til trediegradsligningen (12). Det
ses ved indsettelse af x = 1, at f(1) ma opfylde ligningen f(1)® + f(1) = 0. Denne ligning har
den reelle lpsning f(1) = 0. Ved differentiation of ligning (12) fas

3f(2)*f'(x) + f'(z) +5=0 (13)

altsa opfylder f differentialligningen

5

f'(x) = BEEOE

(14)

Da vi ogsa kender begyndelsesvaerdien for f, er vi nu i samme situation som tidligere. Vi finder
umiddelbart, at f'(1) = —5. Ved differentiation af ligning (13) fas

6f () f'(@)® +3f(2)*f" (@) + f"(z) = 0 (15)

Indsettelse af © = 1 giver, at f"(1) = 0. Vi kunne i stedet have differentieret ligning (14), men
foretrak at undgd broker. Ved differentiation of ligning (15) fas

6/ (x)* +18f (z) f'(x) " (x) + 3f () f" () + f"(x) = 0
Indsettelse af x =1 giver, at f"'(1) = 750. Hermed har vi

Ps(z) = —5(z — 1)+ 125 (z — 1)°

13
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Funktionen f og dens 3. Taylorpolynomium med udviklingspunkt 1.

1.2 Graensevaerdibestemmelse ved brug af Taylorpolynomier

Ved graensevaerdibestemmelse kan Taylorudvikling undertiden udnyttes. Idéen er at erstatte nogle
(eller alle) de indgaende funktioner med deres Taylorudviklinger inklusive restled. Da der imi-
dlertid er tale om graensevaerdibestemmelse, sa indeholder restleddene alt for megen overfledig
information. Derfor giver vi fgrst en version af Taylors saetning, der egner sig til brug ved graen-
sevaerdibestemmelse.

Fgrst ma vi forklare store O-notationen. Den er en smule maerkelig og bgr behandles med
megen varsomhed.

Definition 22 Huvis der eksisterer et positivt tal C, sd
|f (2)] < Clg (2)] (16)

for alle x i en omegn af tallet a, sd vil vi skrive

@) =0(g()) forz—a
Huvis (16) i stedet geelder for alle x storre end et tal xq, sd vil vi skrive

f(z)=0(g(x)) forx— o0
Huvis f(x) —h(z) = O (g (z)) vil vi ogsd skrive f () = h(z)+ O (g (z)).
Bemaerkning 23 I denne definition optreder O (g (z)) kun pd hgjre side af lighedstegnet. Huvis
f(z) = O(a*) for & — 0, si gelder ogsi f(x) = O (%) for x — 0, idet jo |f (x)] < Cx*
for alle z i en omegn af 0 medforer, at |f (z)] < Cx® for alle x i en omegn af 0. Dette ses

undertiden lidt forvirrende skrevet som O (ﬂc4) =0 (m3) for x — 0. Det er imidlertid ikke sidan
at O (m3) =0 (ﬂc4) for x — 0. Man ser, hvorfor varsomhed er pikravet!
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Bemaerkning 24 Der findes ogsd en lille o-notation. At f(x) = o(g(x)) for x — a betyder, at

% — 0 for x — a. Vi skal ikke gore brug aof lille o-notationen.

Eksempel 25 Der gelder
sinz =0 (z) forz—0

idet der geelder uligheden
sin z| < |z

for alle x i en omegn af 0 (ja faktisk for alle x € R).

Eksempel 26 Der gelder )
sinx—x:O(x‘g) forxz—0

eller anderledes skrevet
sinx=x+0(ﬂc3) forxz—0

Ifolge Taylors formel gelder nemlig

1
sinx = Py () + 3 (—cos &)

hvor & ligger mellem 0 og x. Da Py (z) = Py () = x har vi

(—cos§)a’ K

|2

[

1
= < feosg] sl <

@ =

|sinz — x| = '

i en omegn af 0 (som i eksemplet ovenfor faktisk for alle x € R).
Idéen i ovenstaende eksempel udnytter vi i fglgende ssetning:

Saetning 27 Taylors Setning pd store O-form. Antag, at f er n+ 1 gange differentiabel i
et interval om a, og at ftY) er begraenset i I. Sa galder

F(@) = Fa) + f/(@)(@ — @) + 3" (@)(z — ) + .+ 2 F O (@) & — )" + O ((z —a)**) (17
for x — a.

Bevis. At ("1 er begraenset i I betyder, at der findes et tal C; sa |f(”+1)(ﬂc)| < ( for alle
x € I. Ifplge (9) i Korollar (12) geelder derfor, at
1

£@) = Pala)| € i (e = )| = C @ = )|

hvor C = mCl og hvor P, er det n’te Taylorpolynomium med udviklingspunkt a. =

Bemaerkning 28 I forhold til (6) indeholder (17) betydeligt mindre information om restleddet.
Men ved grenseverdibestemmelse er informationen i (17) tilstrekkelig.

Eksempel 29 Grenseverdien
. In(l1+z)—sinz
lim
z—0 1 —coszx
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onskes bestemt. Vi har abenbart et "2-problem. Vi kunne bruge I’Hospitals regel, men vil i stedet

0
bruge Taylors setning pd O-form.
Vi har allerede fundet Taylorpolynomier for sinx,cosx og In (1 + x). Vi har nu

sine = z+0 (x?’)
cosr = 1-— %$2+O(£E4)
In(l1+z) = ﬂc—%xQ—i—O(ﬂcS)
for x — 0. Derfor har vi
In(l+x)—sine  z—32240(2%) — (240 (2%))
1—cosx B 1—(1—-322+0(a%))

_ —322 4+ O (2%) _ —3+0(x) .

12+0@Y)  1+0@)

Bemerk, at de to O (m?’ -bidrag i telleren ikke gar ud med hinanden, og at der ikke er nogen
forskel pa at skrive O 904) og —0O (m4).
1.3 Bestemmelse af lokalt ekstremum

Saetning 30 Lad f vere defineret i intervallet I og lad a vaere et indre punkt i I. Antag, at f er
n gange differentiabel, hvor n > 2, og at f(™ er kontinuert i a. Antag, at f'(a) = 0. Sa geelder

1. Huvis f"(a) > 0, sd er a et egentligt lokalt minimumspunkt for f.

(a)
Hvis f"(a) < 0, sd er a et egentligt lokalt maksimumspunkt for f.
Hvis f"(a) =0 og f"(a) # 0, sd har f ikke lokalt ekstremum i a.

e

Hvis f"(a) = 0 og f"(a) = 0, sd gelder, at hvis f®* (a) > 0, si er a et egentligt lokalt
minimumspunkt og hvis f4 (a) <0, sd er a et egentligt lokalt maksimumspunkt f.

5. Generelt galder: Antag, at f*) (a) =0 for k = 1,2,...,n —1 og f (a) # 0. Hvis n er
ulige, har f ikke lokalt ekstremum i a. Hvis n er lige har f egentligt lokalt minimum i a,
hvis ™ (a) > 0, og egentligt lokalt maksimum i a, hvis f™ (a) < 0.

Bevis. Det er &benbart nok at bevise det generelle tilfaelde. Ifglge Taylors formel med Lagranges
restled (6) har vi for et tal £ mellem = og a

@) - f@) = fla)—a)+5f @) @ —a) + ...

1 n— n— 1 n n
e T @ a0 ) (@)

Gk

+

Da f™(a) # 0 og da f™ er kontinuert i a, er f(™ (&) # 0 og af samme fortegn som £ (a),
nar blot z (og dermed &) er teet nok pa a. Fortegnet for f(z) — f(a) er altsd det samme som
fortegnet for f(™ (a) (z — a)”. Heraf aflacses resultatet umiddelbart. m
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Eksempel 31 Lad f(z) = cosz+ 322, Vi ser, at f'(0) = f(0) = f"(0) = 0, mens f®(0) = 1.
Altsd har f egentligt minimum i 0.

Eksempel 32 Lad f(z) = cosz+ 322 — Lat+ab. Viser, at f'(0) = f7(0) = f"(0) = fW(0) =
0, mens f©®)(0) = 120. Altsi har f ikke ekstremum. i 0.

2 Taylorraekker

Lad f veere vilkarligt ofte differentiabel i et interval omkring punktet a. Det n’te Taylorpoly-
nomium P, med udviklingspunkt a for f er som set ovenfor givet ved

Paa) = [(@)+] (@)@ —a)+5f" (@) (2 —a)"
F @) (@ =) O (0) (2 a)
= Y@ a)

og ifelge Taylors seetning med Lagranges restled har vi, at der til ethvert givet x findes et tal £
mellem = og a, sa

1
(n+1)!

f(@) =P, (2) + Ry, (x) = P, () + F ) (@ — )"t
Her er R, (z) = n+1),f("+1 (&) (z —a)™ " restleddet i Taylors sectning. Hvis nu det viser sig,

at R, (z) — 0 for n — oo, s& har vi altsa, at P, (z) — f (z) for n — oco. Hvis dette er tilfzeldet,

vil vi skrive
o0

F) =32 @) - a)”

k=0

En saddan sum bestéende af uendeligt mange led vil vi kalde en uendelig reckke (engelsk: infinite
series).

Eksempel 33 Udtrykket

1 1 1 1
k
E 2 —1+§+§+§+...+%+...

er en uendelig rekke. Der gelder for ethvert n > 0, at
n 1 n
> ootz (3)
=0
Altsa ser vi, at

igf’f—@

k=0

for n — oco. Vi skriver derfor
oo

S
k=0
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Eksempel 34 Det n’te Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt O for eksponentialfunktionen
exp blev ovenfor fundet til
z?2 a3 z" " gk
Pn(x)=1+x+7+§+...+ﬁ=kz_oﬁ

Vi vil vise, at
=k
o2
Af Taylors setning med Lagranges restled far vi, da den (n+ 1) ’te afledede af exp er exp selv,

at

eI—Pn(x):Rn({L‘)Z St

(n+1)!
hvor £ ligger mellem = 0g 0. Bemerk, at & vil afhenge af bide x og n. Hermed har vi, da £ < ||,
at

T 1 n+1 x n+1
= Pu @) = oy ol € e el
Vi vil i et lemma nedenfor vise, at
|:I:|TL+1 0
—
(n+1)!

for n — oo. Nar det er vist, har vi vist, at e — P, (x) — 0 for n — oo og dermed, at
€' =2 ko Fr-
Lemma 35 For ethvert positivt tal a geelder, at % — 0 for n — oo.

Bevis. Vealg til det givne a et positivt helt tal m, sa a < %m. Sxt b, = % For n > m har vi

—

bn+1 - a 5Mm

<
by, n+l " n+17"

N~

Ved gentagne brug af denne ulighed fas for alle p > 1

1 1\? 1\” .
bm+p < §bm+p—1 < 5 bm+p—2 <...< 5 bm =2 bm

Men af 0 < byqp < 27Pby, folger, at by1, — 0 for p — oo, hvormed vi ogsa har vist, at b, — 0
forn —o00. m

Bemaerkning 36 Pd ganske tilsvarende mdade kan vises, at sinx og cosx er lig med deres Tay-
lorrekker for alle x € R, sdledes at

o0 k p2k+1
sinz = Z 2k+ ol
N
cosr = Z W
k=0
Desuden gelder (se (10) og (11)), at
< (_1ykt
n(l+z)= E: zk (18)
k=1



men kun for x € |—1,1]. Det er ikke overraskende, at vi behgver x > —1, eftersom In (1 + z) —
—oo for x | —1. Grunden til restriktionen x < 1 er, at den uendelige rekke pa hgjre side er

divergent for x > 1, dvs. at
n (_1)k+1
>

k=1
ikke har nogen grenseverdi for n — oo. Umiddelbart kan rakken (18) altsd kun benyttes til
bestemmelse af verdier for lna, nar a € 10,2]. Da imidlertid logaritmefunktionen opfylder den
fundamentale regel In (ab) = Ina + Inb kan rekken (18) alligevel benyttes til bestemmelse af
alle verdier for logaritmen. For ethvert givet a > 1 kan vi nemlig velge et helt tal p > 1, sd
2P~ < a < 2P og udnytte, at

Ina=1In (2p . (2*pa)) =pln2+In (2*1’@)

Her geelder nu, at 3 < 27Pa < 1, siledes at —3 < 27Pa—1 <0 ogln(27Pa) =In (1 + (27Pa — 1))
kan derfor findes ved brug af den uendelige rakke.

3 Generelle raekkeudviklinger for funktioner

En Taylorraekke for en funktion er en uendelig sum af led af formen

Zak (z —a)"
k=0

Denne rakkes afsnit

Zak(ﬂc—a)k —ag+a(@—a)t+ay(@—a)l+as(@—a)’+.. +an(@—a)"

k=0
er polynomier. Nar det ikke kan lade sig ggre at skrive en given funktion som en sadan Tay-
lorraekke, kan man evt. lede efter en raekkeudvikling, i hvilken forekommer led af andre typer
end ay (x — a)k. F.eks. blot ved ogsa at tillade negative eksponenter, altsa negative veerdier af k.
Sadanne rackker kaldes Laurentraekker.

3.1 Laurentrakker

Eksempel 37 Funktionen f defineret ved f(x) = Sirlm for © # 0 har selvfolgelig ikke nogen

Taylorudvikling udfra 0, idet funktionen ikke kan defineres i 0 uden at den bliver diskontinuert.
Funktionen har en singularitet i 0. Imidlertid har vi, at funktionen g givet ved

1 1
— sinz fOT 'T#O
g(x)—{ 0 for =0

er vilkdrligt ofte differentiabel, og man kan vise, at g (x) er lig med sin Taylorrekke udfra O for
|z| < 7. De forste led i Taylorudviklingen for g er

lx n Lx?’ n 31 54 127 e 73 o
6 360 15120 604800 3421440 o
Hermed har vi folgende rekkeudvikling for f(x) = Sirlm (der igurigt kaldes cosecans af x og
betegnes med cscx):
111 31 . 1271 . 73

7
=4 x4 -—a>+ Sy ...

sinz _z 6" 360 15120° " 604800° T 3421440°
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geeldende for 0 < |x| < .

Eksempel 38 Der gelder, at arctanx er lig med sin Taylorrekke for —1 < xz < 1:
s (_1)k p2k+1 3 5 7

x x x
tanz =) ~————— =1 -+ — - +...
arctanx 2 o 1 x 3 5 7

For x > 0 har v, at
1 ™
arctan x + arctan (z~') = 5

Nér x > 1, gelder at 0 < x~! < 1, sd vi har

(') k —1 2k+1
1 -1)" (=
arctanz = g—arctang_g_;)( )2]£+1)
B T e’} ( 1)k‘ .T_Zk_l B T L .1__,3 .1__5 ,7,‘_7
- 2_;) 2k + 1 A

3.2 Fourierraekker

For en periodisk funktion f kan det undertiden vzere nyttigt at have den omskrevet til en sum
af sinus- og cosinus-funktioner. Der geelder herom fglgende saetning.

Saetning 39 Lad f vere en stykkevis kontinuert og stykkevis differentiabel periodisk funktion
med periode 2. Sa gaelder, hvis f er kontinuert i x, at

f(x)= % +Zancosnx+bnsinmc

n=0
hvor koefficienterne er givet ved

1 ™

ay, = - f(z) cosnz dx
™ —Tr
1 iy

by, = = f(z)sinnz dx
™ —Tr

I et punkt a, i hvilket f har en diskontinuitet, geelder i stedet, at raekkens sum er
5 (i s @) im s )
— | lim f (z im f (z
2 \ zla zla

Eksempel 40 Den periodiske funktion f med periode 27, der pd intervallet |—m, 7| er givet ved
f(z) =z (m — x), har folgende Fourierrakke

1 > 4 (=)t o (—=1)"*
—§ﬂ2+7;](7cosnx+%sinnx

Funktionsverdien f (x) er lig med Fourierrekkens verdi for x # 2k + 1)m, k € Z.

20



