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1 Talmaengder og regneregler for tal

1.1 Talmaengder
Indenfor matematikken optraeder der forskellige klasser af tal:
Naturlige tal. N er maengden af naturlige tal, 1,2,3,4,5,...

Hele tal. Z er mangden af hele tal ... —5,—-4, -3, -2,—-1,0,1,2,3,4,5,.... Z er en udvidelse
af N.

Rationale tal. @ er maengden af rationale tal, d.v.s. brgker og hele tal. Q) er en udvidelse af Z.

Reelle tal. R er mazengden af reelle tal, der seedvanligvis identificeres med maengden af punkter
pa en tallinie. R er en udvidelse af Q). De reelle tal, der ikke er rationale, kaldes irrationale.

Komplekse tal. C er mangden af komplekse tal, hvorom dette skal handle. C' er en udvidelse
af R. De komplekse tal, der ikke er reelle, kaldes imaginere.

Begyndende med de naturlige tal kan vi sige, at hver klasse af tal er opnaet ved udvidelse af
den foregaende klasse:
NCcZcQcCRcC

1.2 Regneregler

Vi naevner her de egenskaber, som de reelle tal har. Disse bestir af regnereglerne (1)-(9) og
egenskaben (10):

a+b = b+a (den kommutative lov for addition) (1)
(a+b)+c = a+(b+c) (den associative lov for addition) (2)
ab = ba (den kommutative lov for multiplikation) (3)

(ab)e = a(be) (den associative lov for multiplikation) (4)
alb+c¢) = ab+ac (den distributive lov) (5)
a+0 = a (6)

la = a (7)

a+x = 0 har preecis én lgsning for = (8)

ar = 1 har preecis én lgsning for z, nara #0 (9)

Enhver Cauchy-fglge har en greenseveerdi (10)



Ved en Cauchy-folge' forstas en uendelig folge af tal (z,,)7-, = @1,Z2,23,...,Tn,... med den
egenskab, at z,, — x,, — 0 for n,m — oco. At enhver Cauchy-folge har en graenseveerdi betyder,
at man af x,, — x,,, — 0 for n, m — oo kan slutte, at der findes et tal x, s x,, — = for n — oo.
Det er denne gnskveerdige egenskab, der gjorde det ngdvendigt at udvide de rationale tal til
de reelle tal. De rationale tal besidder nemlig ikke denne egenskab. Dette viser vi i eksempel 1
nedenfor. Eksemplet kan overspringes, hvis man vil hurtigt videre.

Vi bemaerker, at N har egenskaberne (1) — (5), (7) og (trivielt) (10). Z har egenskaberne (1) — (8)
og (trivielt) (10). @ har egenskaberne (1)—(9), men ikke (10). R og C har egenskaberne (1)—(10).
C har desuden den meget vigtige egenskab, at ethvert polynomium af grad > 1 har mindst én
rod.

oo

Eksempel 1 Vi kan konstruere en folge af rationale tal (z,),_,, der approksimerer V2 wvilkérligt
godt pd folgende made: Vi begynder med at konstatere, at /2 er den positive losning til ligningen
@ = 3x + . Denne ligning kan skrives pi formen x = F (z), ndr F (z) = 3z + . Lad z1 = 2.
Beregn nu successivt xg = F (x1) ,23 = F (22) ,24 = F (x3),.... Generelt forn > 1

Tny1 = F(zy)
Konkret finder vi ved hjelp af Maple:
17 577 665857 886731088897

Z1 :2,332: 5T3 = 75,T4 =

2 12 408" ° T 47083270 T 627013566048

Kvadraterne af disse verdier giver ved omregning til decimalbrok og ved brug of 14 betydende
cifre:

r7 = 4., z3=2.2500000000000, =3 = 2.0069444444444, z7 = 2.0000060073049,
2 = 2.0000000000045, 22 = 2.0000000000000

Det ses, at allerede x5 ma veere en udmerket tilnermelse til /2, men at de folgende hurtigt bliver
meget bedre. Med 14 betydende cifre er x2 faktisk lig med 2. Men x% er ikke lig med 2:

22 886731088897 786292024 016 459 316 676 609
67\ 627013566048 / 393146 012008 229 658 338 304

Udregner vi 2 med 27 betydende cifre fés
x2 = 2.00000000000000000000000254

Vi ma dog sige, at
886731088897

= 627013566048

er en fortrinlig rational approksimation til \/2. Folgen (@), kan relativt let vises at vare en
Cauchy-folge?. Denne er altsi konvergent indenfor de reelle tal R. Grenseverdien x md vere

positiv og opfylde ligningen F (x) = z, som er ekvivalent med x*> = 2. Grenseverdien er altsd
V2.

Te

I Efter franskmanden Augustin Louis Cauchy, 1789-1857.

2Bevis: (1) F afbilder [1,2] ind i sig selv. (2) |F’ (z)| < % for alle z € [1,2]. (3) Ifplge middelveerdisetningen
findes et tal £ € [1,2] s& zp+1 — 2n = F (zn) — F (xn-1) = F' (&) (xn — zn—1).

(4) |znt1 —xn| = |F' (E)||lzn —zn-1] < %|xn — xn—1]. (5) Gentagen anvendelse af uligheden i (4) giver:

—1
|Znt1 — zn] < (%)n |z — x1].



Der kan imidlertid ikke vere noget noget rationalt tal z, sd x2 = 2. Antag nemlig, at den uforkor-
telige brok © = % opfyldte ligningen. Sa ville vi have, at p* = 2¢*. Men hgjresiden 2q° er et lige
tal, det er venstresiden p? altsd ogsd. Med sd ma p selv veere lige, og p* derfor vere delelig med
4. Men det er hgjresiden 2¢* altsa ogsd. Derfor ma ¢ veere lige og altsi q lige. Men ndr nu bade
p og q er lige, er broken £ ikke uforkortelig - i modstrid med antagelsen. Vi konkluderer, at /2
ikke er et rationalt tal. Dette eksempel viser, at det for mengden af rationale tal Q ikke gelder,
at enhver Cauchy-folge har en grenseverdi.

2 Beskrivelse af de komplekse tal

Vi vil konstruere de komplekse tal. C' skal veere maengden af punkter i planen. Med et koordinat-
system indlagt, identificeres et punkt med et talpar, sa vi kan sige, at C = R?. Desuden gnsker
vi selviglgelig at indfgre en addition og en multiplikation.

Definition 2 Komplekse tal (punkter i planen) adderes som deres stedvektorer, altsé hvis a =
(a1,a2) 0g b= (b1,b2), sd er a+b givet ved

a+b=(a; +b1,as + b2)

Komplekse tal multipliceres med et reelt tal ligesom vektorer multipliceres med en skalar, altsd
hvis s € R sa skal sa vere givet ved
sa = (say, saz)

Lad os give navne til tre af punkterne i planen:

e = (1,0)
i = (0,1)
o = (0,0)

Vi har nu &benbart, at ethvert komplekst tal a = (a1, a2) kan skrives pé& formen
a = aie+ asl

Bemaerkning 3 Vi ser, at det komplekse tal o = (0,0) agerer som et nulelement, dvs. a + 0 =
o+a=a foralleacC.

Definition 4 Produktet af to komplekse tal a = (a1,a2) = are + azi og b = (by1,bs) = bie + bai
er givet ved
ab = (&16 + agi) (b1€ + bQZ) = (a1b1 — (12b2) e+ (a1b2 + agbl) )

Produktets definition ser i hvertfald i forste omgang en smule maerkelig ud. Men vi har jo
ogsa ambitioner om at kunne lgse en ligning som 22 + 1 = 0, s& vi ma finde os i det.

Bemszrkning 5 Det folger af definitionen, at i> = (—1)e.

Saetning 6 Multiplikation med et reelt tal s er det samme som multiplikation med se, altsd
(se)a=sa forse R,aeC

For s,t € R gelder, at

set+te = (s+t)e

(se) (te) = (st)e



Bevis. Vi viser den fgrste. Med a = aje + ao? fas
(se)a = (se + 0i) (a1e + agi) = (sa1 — Oaz) e + (saz + 0a1) i = sare + sazi = s (a1e + azi) = sa
Den sidste pastand fglger af den forste saledes

(se) (te) = s (te) = s (t,0) = (st,0) = (st)e

|

Lad R veere den delmaengde af de komplekse tal, der ligger pa fgrsteaksen, altsa R =
{(z,0)|]z € R} = {ze|x € R}. Bade nulelementet o og ét-elementet e tilhgrer meengden R.
Desuden viser sztning 6, at tallene i R opfgrer sig som reelle tal, vi sleeber bare rundt pa et
(synes det) overfladigt bogstav e. Vi kan derfor med god ret sige, at R er en kopi af de reelle tal.
Da nu multiplikation med en skalar s og multiplikation med se giver samme resultat, kan vi i
fremtiden dermed ogsé totalt undlade at skrive e’erne, saledes at det komplekse tal a = a1e+ asi
nu vil blive skrevet

a=ai+ ast

eller ofte med foranstillet 4:
a = aj+ ias

med andre ord: vi erstatter e med et et-tal. I overensstemmelse med skrivemaden a = a1 + ast
vil vi i fremtiden skrive 0 i stedet for o.

Bemszerkning 7 Tidligere fandt vi, at i*> = (—1)e. Dette vil nu blive skrevet som i*> = —1. Vi
har hermed fundet en losning til ligningen 2> +1 =0, nemlig z = i. En anden er z = —i.

Saetning 8 Regnereglerne for de reelle tal gelder ogsa for de komplekse tal. For alle a,b,c € C
geelder altsd

a+b = b+a (den kommutative lov for addition)
(a+b)+c = a+(b+c) (den associative lov for addition)
ab = ba (den kommutative lov for multiplikation)
(ab)e = a(be) (den associative lov for multiplikation)
alb+c) = ab+ac (den distributive lov)
a+0 = a (0 fungerer som nul-element)
la = a (1 eller e fungerer som ét-element)
a+z = 0  har precis én lgsning for z
az = 1 har precis én lgsning for z, ndra#0

Enhver Cauchy-folge har en grenseverdi

Bevis. De forste tre er simple og behgver ingen omtale. Den associative lov for multiplikationen
folger ved simpel beregning af begge sider. Forst (ab) c:

(ab) c = (a1 —+ agi) (bl —+ bQZ)] . (Cl —+ Cgi)
(a1b1 — agbz) + (albg + azbl) Z] . (Cl + CQ’Z)
(a1by — agba) 1 — (a1ba + azby) c2] + [(a1b1 — azbs) c2 + (a1ba + azby) c1]

ajbic; — arbacy — asbica — agbacy] + [arbica + ajbacy + asbicy — asbacs) i

[
[
= |
[



Dernast a (be):

a (bC) = (a1 + (Izi) . [(bl + ng) (01 + CQi)]
(a1 + (Zgi) . [(blcl — bgCQ) + (b102 + bQCl) Z}
= [a1b101 — a1bacy — agbico — (12[)261} + [alblcg + a1bacy + asbicg — angCQ]i

Den distributive lov bevises ogsa ved simpel udregning. Ferst a (b + c¢):

a (b + C) (a1 + agi) . [(bl + bgl) + (Cl + Cgi)]

(a1 + agi) - [(by + 1) + (b2 + ¢2) ]

[a1 (b1 +c1) — a2 (b2 + c2)] + [a1 (b + c2) + a2 (by + c1)]d
[

a1b1 + a1cy — ang — GQCQ] + [a1b2 + G,le + a1Co + GQCl]i

Dernzest ab + ac:

ab+ac = (a1 + a2) (b + bai) + (a1 + agi) (c1 + ¢21)
= (a1by — azba) + (arbs + asby) i+ (a1c1 — agea) + (a1ca + agey)

= (a1b1 — a2b2 —+ aicy — CLQCQ) + (albg —+ CLle —+ a1Co —+ CLQCl)’i

At det komplekse tal e (som vi nu skriver som et almindeligt ettal) fungerer som ét-element
fglger af at multiplikation med en skalar s er det samme som multiplikation med se, som vi har
set 1 seetning 6.

At ligningen a 4+ z = 0 har en lgsning (og praecis én) er klart ud fra definitionen af addition som
addition af stedvektorer. Nar a = a; +axzi, sd er lgsningen abenbart z = (—ay)+(—a2)i = (—1)-q,
der vil blive betegnet med —a.

At ligningen az = 1 har en og praecis én lgsning, nar a # 0, fglger af fglgende regning. Sezet
z = z1 + 221 0g a = a1 + asgi, og @ = a1 — azi (den kompleks konjugerede af a). Bemaerk forst, at
da vi allerede har vist den distributive lov, og da 2 = —1, har vi

aa = (a1 — agi) (a1 + axi) = a2 — (ia2)2 =a?+a2
Dvs. at @a er et reelt og positivt tal. Vi har nu:
az=1=a-(az)=a= (@a)-z=71a
Heraf folger nu ved multiplikation med det relle tal % at

1_
zZ=—Qa
aa
Hvis ligningen az = 1 altsd overhovedet har en lgsning, sa er den ngdvendigvis givet ved dette
udtryk. At dette ogsa lgser ligningen ses ved indszttelse i ligningen:

az:za:(la)azl(aa)zl

aa aa

Vi har her benyttet bade den kommutative og den associative regel, som vi jo allerede har vist.

Egenskaben, at enhver Cauchy-fglge af komplekse tal er konvergent, arves umiddelbart fra
de reelle tal. Er nemlig (z,),—; = (2, +iyn),.; en Cauchy-folge, sa folger at de reelle talfgl-
ger (z,),—, 08 (yn),—, begge er Cauchy-folger og derfor konvergente. Derfor er ogsé (z,),-,
konvergent. m



Bemarkning 9 Losningen til az = 1 (med a # 0) betegnes med a~1. Ligningen az = b (med
a # 0) har nu dbenbart netop én losning, nemlig z = a~1b. Dette vil ogsd blive skrevet som g.

Herved er divisionen defineret.

Nu geelder altsa alle de szedvanlige regneregler, som vi kender fra de reelle tal. Regning med
komplekse tal er derfor let: Regn som altid, men husk, at 32 = —1.

Definition 10 Lad a = ay + asi, hvor ai,az € R. Tallet ay kaldes realdelen af a, med sym-
boler: a1 = Rea. Tallet ay kaldes imaginerdelen af a, med symboler: a; = Ima. Den kompleks
konjugerede af a er det komplekse tal a1 — asi, og det betegnes med @, altsd

aq +a2i = a; — agi

Forsteaksen kaldes den reelle akse, andenaksen kaldes den imaginere akse. Tallet a kaldes 1tmag-
inert, hvis Ima # 0. Det kaldes rent imaginert, hvis yderligere Rea = 0, altsd hvis det ligger pa
den imaginere akse.

-

H-1Y

T 41y og x — iy er hinandens kompleks konjugerede
Eksempel 11 Addition. (24 3i) + (—4 4 7i) = (24 (—4)) + (31 + 71) = —2 4 104.
Multiplikation. (2 4 3i) (—4 + Ti) = 2(—4)+3i-7i+2-Ti+3i (—4) = —8—21+144—12¢ = —29+24.
Division. Her bruges et simpelt trick, som ogsd blev brugt i beviset for eksistensen af a™', nar
a # 0. Vi forlenger med den kompleks konjugerede af naevneren:

2431 (2+3i) (-4 —T7i) (2+3i)(—4 — Ti)
A+ T (AT (A7) (—a)? — (1)
_(2430) (-4 - Ti) _ 13 — 26¢ :l_gz_
16 +49 65 5 b
Saetning 12 Lad a og b vere komplekse tal. Sa gelder
Re(a+b) = Rea+Rebd
Im(a+b) = Ima+Imbd
a+b = a+b
(ab) = ab

Bevis. De tre forste pastande er meget lette at vise. Det sker blot ved udregning af begge sider.
Det samme geelder den sidste, som vi viser nu. Lad a = a1 + ias og b = by + ibs. Sa fas

(ab) = (a1 + iag) (b1 4+ Zbg) = a1b1 — a2b2 + 7 (albg + G,le)
= a1by —azby — 1 (a1b2 + a2b1)
(a1 + iag) . (bl + Zbg) = (a1 - iag) (b1 - Zbg) = a1b1 - agbg —1 (albg + iagbl)

ab



Vi konkluderer, at (ab) = a@b.

Polare koordinater r og v for punktet a

Definition 13 (Polere koordinater) Modulus for et kompleks tal a er punktets afstand fra 0
(som begyndelsespunktet jo nu hedder). Betegnelse |a|. Vinklen fra den reelle akses positive del til
linien fra 0 til a kaldes argumentet for a, betegnelse: arg (a). Dette regnes med fortegn. Argumentet
er dog mangetydigt. Hvis v er et arqgument for a, sd er ogsd v + p2mw, p € Z, et argument for a.
Med hovedargumentet, Arg(a), menes det argument, der ligger i intervallet |—m, x].

Bemerkning 14 Andre navne for modulus |a| er numerisk verdi og absolutverdi.

Bemeerkning 15 Huis tallet (punktet) a har modulus v og argument v, sa ligger det jo pd en
cirkel med radius r (og med centrum i 0 ), og tallet (punktet) ligger i retningen givet ved vinklen
v, 8G vi har dbenbart folgende formel

a=r-(cosv+isinv)

Hermed er tallet a skrevet pd poleer form. Vi vil lidt senere eendre skrivemdden, ndr den komplekse
eksponentialfunktion er blevet indfort, sd vil den polere form for a fa udseendet re™.

Saetning 16 Lad a,b € C. Sad gaelder, at absolutverdien af produktet ab er produktet af abso-
lutverdierne for a og b:
|ab| = |a] [b]

og ét af argumenterne for ab er summen af et argument for a og et argument for b:
arg (ab) = arga + argb

Som en konsekvens geelder for allen € N, at

la"] = la|"
arg (a") = mnarga
Yderligere gelder
al = la|
arga = —arga

hvor sidste udsagn skal forstds sdledes, at ét af argumenterne for arga er — arga.



Bevis. Ved beviset far vi brug for de trigonometriske additionsformler

cos(u+v) = cosucosv —sinusinv

sinu cos v + cosu sinv

sin (u + v)
Med v = arga og v = argb har vi nu:

ab = |a|(cosu+isinu)-|b| (cosv + isinv)

|a] |b| (cosu cosv — sinusinv + ¢ (cos usin v + sin u cosv))

(lal10]) (cos (u + v) + isin (u + v))

Det sidste tal har &benbart modulus |a| |b| og argument u + v.
Udsagnene om @ fas enten ved en geometrisk betragtning eller siledes (hvor igen arga = u):

a = |a| (cosu +isinu) = |a| (cosu — isinu) = |a| (cos (—u) + isin (—u))
Tallet pa hgjre side har &benbart modulus |a| og argument —u. =

Bemaerkning 17 De trigonometriske additionsformler kan bevises sdledes: Afstanden mellem
de to punkter pd enhedscirklen med argumenter u og v (altsd cosu+isinu og cosv +isinv) kan
kun afhenge af forskellen uw—v, og ma derfor vere den samme som afstanden mellem punkterne
cos (u —v) 4+ isin (u — v) og 1. Derfor har vi

|cosu + isinu — (cosv + isinv)| = |cos (v — v) +isin (v — v) — 1]

Ved kvadrering fas, at dette er ensbetydende med

(cosu — cosv)® + (sinu — sinv)® = (cos (u — v) — 1) + (sin (v — v))?

Heraf fas efter reduktion
cos (u — v) = cosucosv + sinusinv

Da denne relation geelder for alle u,v € R, folger begge de ovenfor brugte formler. Ovelse: Forklar
hvordan/!

Eksempel 18 Lad a = 1+ i3 og b = —3. Vi vil finde produktet ab ved regning i polere ko-

ordinater. Vi finder modulus af a til |a| = /12 + (\/§)2 = 2. Et argument findes allerbedst ved
at indtegne punktet a i den komplekse plan og sa udnytte ens kendskab til trekantsberegning. Se

figuren.

30130

&0 &0

1 1
To 30-60-trekanter udgor en ligesidet trekant



Vi finder arga = %. For b findes |b| = 3 og arg (b) = . Altsa fas |ab] = |a||b] = 2-3 = 6 og
arg (ab) = F + m = 37 sdledes at

ab:6<cos<§7r)+i-sin<§7r>) = (—;—z;ﬁ) =-3-i-3V3

Af de polere koordinater ses, at ab ligger i en afstand pd 6 fra 0 og i retningen givet ved vinklen
4

5 -

Eksempel 19 Vi vil finde i*. Vi ved allerede, at det er —1. Men vi vil nu regne polert. Vi har
il =1 og arg (i) = 5. Derfor har vi |i?| = li|> =1 og arg (i?) =2 Z =7 sdledes at

i =cosm+isinT = —1

Bemaerkning 20 Indenfor de reelle tal findes (som bekendt) en ordning < , der opfylder folgende
krav: For hver to forskellige tal a,b gelder enten a < b eller b < a (ikke begge). Desuden gelder
for alle a,b,c:

a < bAb<c=a<c
a < b=a+c<b+c
a < bAc>0=ac<bc

Her betyder ¢ > 0 selvfolgelig 0 < c. En sdadan ordning kan ikke indfores indenfor de komplekse
tal. Antag nemlig en sidan ordning eksisterede. Sa wville enten 0 < i eller i < 0. Hvis 0 < i, sd
er ifolge sidste krav ovenfor ogsd 0 < % (taga =0 og b= c=1). Da i*> = —1, har vi hermed, at
0 < —1. Dette ville ved samme regel medfore, at 0 < (—1)2 = 1. Men af midterste regel og 0 < —1
folger ved addition af 1, at 1 < 0. Vi har nu bide 0 < 1 og 1 < 0, i modstrid med kravet om, at
kun én aof disse ma gelde. Tilfeldet i < O forer ogsd til en modstrid, idet vi forst af midterste
krav far, at i+ (—i) < 04 (—i) altsd 0 < —i. Herefter fas af sidste krav 0 < (—i)* = —1, hvorefter
vi kan fortsaette som for.

Bemaerkning 21 Vi har udvidet de reelle tal reprasenteret ved tallinien til de komplekse tal
repraesenteret ved planen. Det er da naturligt at sporge, om en yderligere udvidelse til det tredi-
mensionale rum er mulig. Svaret er nej, og heller ikke engang hvis vi tillader, at multiplikationen
ikke er kommutativ. Antag nemlig, at k var et tal, der ikke ld i C. Vi kan tenke os C' som
{(z,9,0)|z,y € R}. Lad som sedvanlig i betegne den imaginere enhed. S ville produktet ik
kunne skrives pa formen

ik=a+ pi+k

hvor a, B og v € R. Ved multiplikation med i fra venstre fds
—k=ai—B+vyik=cai— B8+ (a+ Bi+ k)

hvoraf fas
(1+'yz)k26—'ya—(a+’75)i

hvilket strider mod at k ¢ C.

Derimod er en udvidelse til et firedimensionalt rum mulig, men kun hvis vi tillader, at multip-
likationen ikke er kommutativ. Herved opnds de sdkaldte kvaternioner. Yderligere udvidelser er
ikke mulige.?

3Se Svend Bundgaard, Tallene og den abstrakte algebras grundbegreber. 1942, pp. 158-163.



3 Den komplekse eksponentialfunktion

Vi erindrer fgrst om den ssedvanlige og velkendte reelle eksponentialfunktion. Vi skal undertiden
finde det nyttigt, at kalde den exp. Selvfglgelig har vi

expx =€

men skrivemaden exp x har den fordel, at tankerne ledes i retning af funktionsbegrebet: exp = er
eksponentialfunktionen exp anvendt pa x, ganske svarende til, at sin x er sinusfunktionen anvendt
pé x. Skrivemaden e” har ogsa fordele, idet det bliver let at huske den fundamentale regel, at
e*T¥ = e%eY, der jo blot er en af potensreglerne. Vi tzenker her pa e® som tallet e oploftet til
tallet z. Reglen e®1Y = e%eY ser saledes ud, nar vi benytter funktionsskrivemade

exp (z +y) =expx -expy
I denne form minder den jo ogs&d mere om logaritmereglen
In(zy) =lnz+lny

hvor gangetegn og additionstegn er byttet om sammenlignet med exp-reglen.
Vi vil nu udvide eksponentialfunktionens definitionsomrade fra R til C'. Herunder vil den
fundamentale exp-regel blive bevaret.

Definition 22 For xz,y € R settes
exp (z +iy) = expx - (cosy + isiny)

hvor exp x pd hgjre side er den sedvanlige reelle eksponentialfunktion anvendt pd x. Anderledes
skrevet: ‘
"t = e* . (cosy + isiny)

Tallet e*t% har altsd modulus e og argument y:

e
arg (e””“y) = y

Bemerkning 23 Da vi ikke tidligere har lavet definitioner af, hvad eksponentialfunktionen
skulle gore ved imaginere tal, kan man med en vis ret sige, at vi kan definere, hvad vi vil.
Vi méa dog kontrollere, om der skulle vere mulige konflikter med definitionen i det reelle tilfelde.
Vi onsker jo kun en udvidelse af definitionsomradet, ikke en omdefinition. Seetter vi y = 0, bliver
tallet © + iy reelt, og exp (z + iy) bor derfor blot vere den sedvanlige eksponentialfunktion an-
vendt pd x. Med y = 0 pd hgjre side fas expx - (cos0+isin0) = expz - (14 0) = expx. Der er
altsd ingen konflikt med tidligere definitioner.

’em-&-iy’ — T

Man kan med rette spgrge, hvorfor den udvidede funktion exp fortjener at blive kaldt en
eksponentialfunktion. Svaret er, at den fundamentale exp-regel stadig gaelder:

Saetning 24 For alle 21,25 € C' gelder
exp (z1 + 22) = exp 21 - €Xp 29
eller anderledes skrevet

er1tze — p21 %2
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Bevis. Szt 27 = 1 +iy; 0g 29 = T2 + iyo, hvor x1,y1, T2, y2 € R, sd har vi:

e e = e [e2| = |emti| L |emative| = g™ . o7
= etitm _ |gmitaati(yityz) | |€Zl+z2’
arg (e™ -e*) = arg(e™)+arg(e™) = arg (eﬂﬂlﬂ'yl) + arg (ez2+iyz)

= y1+ys = arg (ezl+x2+i(y1+yz)) = arg (ez1+22)

Tallene €** 722 og e*1e*? har altsd samme modulus og samme argument. De er derfor ens. m

Bemaerkning 25 Den polere form for tallet a med modulus r og argument v blev tidligere
skrevet a = r (cosv + isinv). Den vil i fremtiden blive skrevet sdledes:

a = rexp (iv) = re®

Eksempel 26 Den polere form for tallet —/3—i er 2 exp (—i‘%r), idet modulus er \/(—\/5)2 + (—1)2 =
2 og et argument er —%’T. (For at indse dette, kan man indtegne tallet i den komplekse plan og
resonnere pd en passende trekant, en 30-60-trekant.)

Setning 27 Moivre’s formel. For n € N og x € R gelder

(cosz +isinx)" = cosnx + isinnz

Bevis. Vi har (cosz + isinz)" = (e®)" = ¢™™* = cosna + isinnz. m
Formlen skyldes franskmanden Abraham de Moivre (1667-1754).

Eksempel 28 Lad x € R. Vi vil finde en formel, der udtrykker cos3z ved cosx (og sinz om
ngdvendigt). Vi udnytter Moivres formel og finder

cos3z = Re(cos3x +isin3z)=Re ((cos x4+ isin x)3>

= Re ((;053 x + 3icos® zsinz — 3coszsin® & — i sin® ac)

cos®x — 3coszsin®z = cos® z — 3cosz (1 — cos? x)

= 4dcos®z —3cosz

3.1 Den komplekse logaritmefunktion

Nar nu den reelle eksponentialfunktion har en omvendt funktion, nemlig logaritmefunktionen,
hvad s& med den komplekse eksponentialfunktion, har den en omvendt, og er denne en slags
kompleks logaritmefunktion?

Svaret er, at den komplekse eksponentialfunktion ikke har en omvendt funktion, men at der
alligevel er noget, der kaldes en kompleks logaritmefunktion. Den komplekse eksponentialfunktion
har ingen omvendt funktion, da den ikke er injektiv, dvs. ikke en-entydig, Vi har jo for alle z € C
ogp€Z, at

exp (z +ip2m) = exp z - exp (ip27) = exp z - (cos (p27) + ¢ sin (p27)) = exp z

Dvs. at for ethvert komplekst tal z er der uendeligt mange andre, der har samme exp-veerdi som
z. Ikke desto mindre defineres en kompleks logaritme som fglger:

11



Definition 29 Lad z € C. Et tal w € C, der opfylder expw = z, kaldes en logaritme til z, og
betegnes med In z.

Saetning 30 Lad z € C' og antag, at z # 0. Sa har z folgende logaritmer
Inz=1In|z|+i(argz + p27) = In|z| + targ z + ip27

hvor p € Z, og argz er et vilkarligt argument for z, og hvor den logaritme, der optreder pa
hajre side (1n|z| ), er den reelle velkendte logaritme af et positivt tal. Bemeerk, at to forskellige
logaritmer afviger fra hinanden med et helt multiplum af 2mwi. Tallet O har ingen logaritme.

Bevis. Vi skal Igse ligningen expw = z for w. Vi seetter w = w; + iwso0g z = re’’, hvor r > 0 og

v € R. Sa har vi altsa
eWlgi2 — pwitiwz _ exp (wl 4 iwg) =expw =z = retv

Yderste hgjre og yderste venstre side er begge polere former for samme tal, s& vi har

w1

et=r wy=v4+p2r, peEL

men hermed har vi, at w; er den ssedvanlige reelle logaritme af det positive tal r, altsd w; =
Inr =In|z|, siledes at w = wy + dwy = In|z| + i (v + p27) = In |z| + i (arg z + p27).

At tallet 0 ikke har nogen logaritme, fglger af ovenstéaende regninger, idet vi nu har r = 0,
séledes at vi nu skal lgse ligningen e** = r = 0 for det reelle tal w;. Men for reelle tal wy er
e >0 m

Eksempel 31 Vi vil finde samtlige logaritmer til tallet a = /3 —i. Da |a| = 2 og arga = -5
fas (med p e Z):
Ina=1In (ﬁ—z) =1In2 fi% + p2mi

Eksempel 32 Samtlige logaritmer til det negative tal —5 er givet ved In (=5) = In 5+ i + p2mi,
hvor p € Z.

Bemeerkning 33 Hovedlogaritmen til z € C\ {0} defineres som den logaritme, der svarer til at
man bruger hovedargumentet for z:

Ln(z)=In|z|+i- Arg(z)
Eksempel 34 Vi har Ln (\/§ — z) =In2—i§ og Ln(-5) =Inb +ir

Bemerkning 85 Prover man i Maple at finde det ubestemte integral [ %dw sd far man

1
/fd:r:lnx
T

Accepterer man kun reelle tal, mda man enten forudseette, at x > 0 eller rette formlen til

1
/fdx = In|z|
x

Computeralgebraprogrammer som Maple og Mathematica gor uhemmet brug af komplekse tal og
funktioner, herunder den komplekse logaritme.
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4 Rgdder i polynomier

4.1 Den binome ligning

Et polynomium er et udtryk med mange led (poly kommer af graesk og betyder mange). Et
binomium er et udtryk med to led. En binom ligning er en ligning af formen

zZ =a

hvor n € N og a € C. Vi gnsker at lgse denne ligning for den ubekendte z. Denne opgave kan
ogséa formuleres saledes: Vi gnsker at bestemme samtlige komplekse n’te rédder af a. Ved en
kompleks n’te rod af a vil vi forsta et tal som oplgftet til n’te giver a.

Bemaerkning 36 Det skal vise sig, at antallet af komplekse n’te radder af et tal a altid er n,
nar undtages a = 0, der kun har én n’te rod, nemlig 0. Man bor derfor vere varsom ved brugen
af rodtegn til angivelse af en rod. Var opmarksom pa, at det er en strengt overholdt konvention,
at hvis a € Ry ,sd betyder /a dét positive reelle tal, der opldftet til n’te, giver a. Eksempelvis
har ligningen 22 = 2 to losninger, den ene er /2, den anden er —/2. Den forste af disse er
positiv (og lig med ca. 1.4142 ), den anden negativ. Men begge kan betragtes som komplekse
kvadratrodder af 2.

Saetning 37 Rgdderne i den binome ligning 2" = a, hvor a = re?’,r > 0,v € R, er givet ved
Z:Wei(%+pz%), p=0,1,2,...,n—1

Bevis. Vi skriver ogsa den ubekendte z pa poleer form z = pe?, med p > 0 og § € R. Ved
indsaettelse af z = pe’® og a = re'” i ligningen 2" = a, fas

(peie)” _ reiv
Ved brug af ssedvanlige regneregler (der jo geelder!) fas

pneinG _ rei'u
De to sider af denne ligning er polere former af samme tal, s& p" = r og nf = v + p2x, hvor
p € Z. Da p > 0 fas heraf, at p = {/r, hvor rodtegnet angiver den konventionelle positive
rod af et positivt tal. Desuden finder vi, at 6 = = + pz,r—f. Bemeerk, at vi kun behgver betragte
p =0,1,2,...,n — 1, idet flere p-veerdier blot vil give #-veerdier, der afviger fra en allerede
betragtet 6-veerdi med et multiplum af 27. =

Man bgr specielt bemserke, at samtlige rgdder i den binome ligning 2™ = a = re*” har modulus

/r og saledes i den komplekse plan ligger pé en cirkel med denne radius og centrum i 0. Desuden
bemeerker man, at to pa hinanden fglgende rédder har argumenter, der afviger fra hinanden med
27”. Radderne er altsa jeevnt fordelt pa den omtalte cirkel. Har man fundet én rod, sa er de andre
let placeret. Vi noterer os dette resultat:

Korollar 38 FEr zy en rod i ligningen z" = a, sd er samtlige rodder givet ved
z:zoeip%r, p=0,1,2,...,n—1

Eksempel 39 Vi vil lgse ligningen 2° = 32. Vi bemeerker, at én rod kan gettes, nemlig 2 Men
ligningen er jo binom, sd de andre 4 rodder ligger derfor péd en cirkel med radius 2 (og centrum
i 0). To pd hinanden folgende rodder ligger desuden pd cirklen i en vinkelafstand pd 2?” Vi kan
altsd indtegne roddernes placering © den komplekse plan for vi overhovedet har fundet et udtryk
for mere end én af dem.
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Rodderne i z° = 32
For at finde et udtryk for redderne kan vi bruge korollar 38 ovenfor og finder sd
2 = 2PF

(o) 1o (65)

hvor p=0,1,2,3,4. Idet vi nummererer rodderne efter deres p-verdier finder vi

zZ0 = 2
2 2 2 1 1 1
z1 = 2e¢° =2|cos ] + i sin il = V6 — =+ =ivV2\/5+5
5 5 2 2 2
iAm 4 4 1 1 1
z9 = 2e”’ :2<COS<;>+isin(;>>=—2 5—54—52'\/5 5—+5
i6m —idm 1 1 1
z3 = 2 0 =2 ° =Z=--V5—-=—-iv2\/5-5
2 2 2
8 - | 1 1.
z4 = 2e = 2e :z1:§\/5—§—52\/§ 54+5

Som det ses er det let at finde rodderne pd poler form, hvorimod det ikke altid er let at finde
eksakte verdier for den tilsvarende rektangulere form. Vi har brugt Maple i dette tilfelde.

Eksempel 40 Find de 3 komplekse tredieradder af —125. Anderledes sagt: Lgs den binome lign-
ing 2> = —125. En losning er dbenbart —5, de to andre ligger pi en cirkel med radius 5 og
centrum 1 0. Rodderne ligger i en vinkelafstand fra hinanden pd %’r For hurtigt at finde et udtryk
for radderne laves en figur og der resonneres pd en passende valgt trekant (en 30-60-trekant).
Man finder, at de to andre rodder er g + z%\/g
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Bemaerkning 41 Man bor hér bemerke, at beder man Maple om (—125)"(1/3), sd fér man
roden % + z%\/g Vil man have —5, skal man bede om surd( —125, 3); Selvfolgelig kan man bare
bede Maple om at lgse ligningen vha. solve. Da ligningen er polynomial, fas samtlige 3 radder.

Eksempel 42 Komplekse kvadratrodder far man let styr pda. Der er jo kun 2, og de ligger jevnt

fordelt pa en cirkel. Sa hvis den ene rod er x + iy, s@ ma den anden vere —x — iy. Vi prover at

lose ligningen 2% = —4i. Bruges formlen i setning 37, skrives forst —4i = 4e~'% . Herefter har vi

2 = 2¢i(—F+pm)
hvor p = 0,1. Lagsningerne er altsd
27T =2 (cos (—g) + ¢sin (—%)) =2 —iV2
2 o= —z0=—-V2+iV2

Eksempel 43 Lad os lose ligningen z* = 141, og ngjes med at give losningerne pé poler form.
(Der er god grund til denne nojsomhed!). Vi har |1 +1i| = v/20g arg (1 4 i) = Z, sd losningerne

er ifolge saetning 37 givet ved
= Ve (i (5 +25))
z \fexp i 16 —|—p2

hvor p = 0,1,2,3. Rodderne ligger pi en cirkel med radius /2, og de deler cirkelbuen i 4 lige
store stykker. Den ene af rodderne ligger i forste kvadrant i en vinkelafstand fra x-aksen pd 5.

20

Rodderne i z* =1+1

4.2 Andengradsligningen

Betragt andengradsligningen
az’> +bz4+c=0

hvor a,b,c € C, og a # 0. Vivil vise, at ligningen kan lgses pa seedvanlig vis. Omskriv venstresiden

saledes:
9 b? b? — 4ac
az® +bz+c —_— - —
a 4a?

Il Il
Q s}
/N7
TN N
N w
1\3+ +
@‘® SIS
N—— N
w4
\ IS
T
Nl
IS
0|
Q
o
~_—
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Lgsningerne til andengradsligningen opfylder derfor fglgende ligning

z—&—i 2_b2—4ac
2a) = 4a?

som vi kan anse for binom, hvis vi midlertidigt opfatter w = z 4 % som den ubekendte. Den
binome ligning
9 b? — dac
we = ————
4a?

har som enhver anden binom ligning af anden grad 2 Igsninger, nemlig de 2 komplekse kvadra-

b2—4ac
4a2

2 . . o
trodder af 2 4_a42ac, som vi kan skrive pa formen =+

sligningen skrives

. Altsa kan lgsningerne til andengrad-

_i n b2 — 4ac
2a 4a?

der ogsa kan skrives pa den traditionelle form

L —b 4+ Vb% — dac
a 2a

z =

Hvilke af de to komplekse kvadratrodder v/b2 — 4ac refererer til, behgver vi ikke tage stilling til,
da vi med £v/b% — 4ac jo skal have dem begge.

Eksempel 44 Vi lgser ligningen 22 — 2z + (1 +14) = 0. Vi finder

2+ \/4—-4(1+i) 24—
2 o 2

z =

I et tidligere eksempel har vi imidlertid lost den binome ligning w?> = —4i, dvs. fundet de to
komplekse kvadratrodder £+/—4i. Resultatet var £+/—4i = + (\/i — zﬁ) Altsa finder vi

2+ (V2 -iv2) 1 , 1+ -5
z:2:1i\/§(1—z):{ 2 V2

Eksempel 45 Vi vil lgse ligningen 2% + 2z +1 = 0. Vi finder

Z_—11\/1—4_—11\/—3_—112‘\/5_{ St
- 2 B 2 2

idet de to losninger til den binome ligning w? = —3 er w = +iv/3.

4.3 Polynomier generelt
Et polynomium i den variable z er et udtryk af formen
Az + an 12" '+ ... +az+ap

hvor koefficienterne ag,aq,...,a, er tal (i dette afsnit komplekse). Bemeaerk, at eksponenterne
til z alle er ikke-negative hele tal. Hvis a,, # 0, vil vi kalde a,, for den ledende koefficient og sige,
at polynomiets grad er n. Et polynomium af 0’te grad er blot et tal ag # 0. Nulpolynomiet er
blot udtrykket 0. Nar dette overhovedet tilleegges en grad, siger man, at den er —oo.
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Eksempel 46 Udtrykkene 223 — 2z + 11, —72% +52% + (5 + 3i) 22 + 2 0g 7 er polynomier i den
variable z af grader henholdsvis 3, 6 og 0. Udtrykkene 4z~ 246271 —8—|—z—|—%z2 og 523 — 2% er ikke
polynomier i den variable z. Et udtryk med uendeligt mange led som 14+z+22+23424+. . +2F 4. .
er tkke et polynomium, men kaldes en uendelig rekke.

Vi skal i dette afsnit behandle rgdder i polynomier. I det foregaende afsnit viste vi, at den
seedvanlige formel til bestemmelse af rodderne i et andengradspolynomium stadig geelder, nar
blot kvadratroden tolkes som bestemmelse af en kompleks kvadratrod. Der findes ogsa formler til
bestemmelse af rédderne i et tredie- og fjerdegradspolynomium. Disse formler er ret komplicerede
og kan ikke generelt anbefales brugt. Det interessante er imidlertid, at formlerne overhovedet find-
es. Det kan nemlig vises, at rgdderne i et polynomium af femte eller hgjere grad ikke generelt
kan udtrykkes ved brug af endeligt mange af fglgende symboler: De naturlige tal N, polynomi-
ets koefficienter, +, —, / og rodtegn. Dette resultat gar tilbage til 1826 og skyldes nordmanden
Niels Henrik Abel (1802-29). Pastanden om manglen pa formler skal ikke overfortolkes. Husk,
at bestemmelsen af rgdderne i polynomiet 2z — a jo blot er bestemmelsen af samtlige n’te rod-
der af a. Franskmanden Evariste Galois (1811-32) gav et kriterium for, om rgdderne i et givet
polynomium kan udtrykkes ved rodtegn.

Pa trods af manglen pa formler for rgdderne i et generelt polynomium af grad > 5 har disse
polynomier rgdder indenfor C. Der gezlder nemlig folgende sztning, der gar tilbage til Carl
Friedrich Gauss (1777-1855):

Saetning 47 Algebraens Fundamentalsaetning. Ethvert polynomium af grad > 1 har mindst
én rod indenfor de komplekse tal.

Bevis. Beviset er indviklet, hvis det skal fgres uden forudgaende kendskab til kompleks funk-
tionsteori. Vi vil ikke give noget bevis hér. m

Definition 48 FEt tal zy € C som er rod i polynomiet p siges at have multipliciteten k € N,
hvis p(2) = (z —21)" q(2), hwor q(2) er et polynomium og hvor z ikke er rod i q(z). Hvis
multipliciteten er 1, siges roden at vere simpel.

Eksempel 49 Polynomiet 52* — 5023 +12022 + 160z — 640 kan faktoriseres til 5 (z + 2) (z — 4)°>.
Vi ser derfor, at 4 er rod af multiplicitet 3, og —2 er rod af multiplicitet 1. —2 er altsd en simpel
rod.

Korollar 50 Polynomiet p(2) = ap2™ + an_12"" 1+ ...+ a1z +ag, hvorn > 1 (og a, # 0) kan
skrives som et produkt af a,, og n forstegradsfaktorer:
p(z)=an(z—21)(z—22)...(2 — 2)

Ethvert polynomium af grad n > 1 har altsa n rodder, hvis disse regnes med multiplicitet.
Bevis. Da n > 1 har polynomiet en rod z; € C. Polynomiers division af p(z) med forste-
gradsfaktoren z — z; vil give en rest pa 0, divisionen gar op. Altsa p (z) = (z — 21) ¢1 (2), hvor
g1 er et polynomium af grad n — 1. Hvis n = 1 er ¢; (2) blot en konstant, der ngdvendigvis
ma veere a, = a1. Hvis n > 1, m& ¢; (2) have en rod z3. Ved polynomiers division fas da, at
q1(2) = (2 — 22) g2 (), hvor g2 er et polynomium af grad n — 2. Hvis n = 2 er ¢ () blot en

konstant, der ngdvendigvis ma veere a, = ao. Hvis n > 2, md ¢s (2) have en rod z3. Siledes
fortseettes og vi finder

p(z) = (F-2)a(z)=(E-2)(E-2)e(:)
= ...=(z—2z21)(z—2)(z—23)...(z— 2n) qn (2)

hvor nu ¢, (z) har grad nul, altsa er en konstant, og denne er ngdvendigvis a,,. ®m
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Saetning 51 Huis et polynomium har reelle koefficienter og z1 € C er rod, sd er ogsd z1 rod.

Bevis. Lad polynomiet p (z) = a,2" + an_12""1 + ...+ a1z + ap have reelle koefficienter, altsa
ap € R, for k=0,1,...,n. Da z; er rod har vi

1

a2y + an_12y 4+ ... Fa1z1 +ag=p(z1)=0

Ved kompleks konjugation fas

—1 =
a2l + ap_127  +...+a1z1+ap=0=0

Vi udnytter egenskaberne for kompleks konjugation (a+b=a+bog (ab) =ab ), og far forst

e~ n1 .
A2l +ap_127  +...+a@z+a =0

og dernzst, da koefficienterne er reelle og da zF = (z7)":

an (Z0)" +an-1 (@) ..t aF +a =0
men venstre side er jo p (z1), hvorfor vi altsa har p (z7) =0. m

Korollar 52 FEthvert polynomium af grad n > 1 og med reelle koefficienter kan skrives som et
produkt af reelle forste- og andengradsfaktorer.

Bevis. Et sadant polynomium kan jo skrives som et produkt af komplekse forstegradsfaktor-
er. Nogle af disse kan veere reelle. De imagineere forstegradsfaktorer kommer i par af formen
(z—21)(2—71). Med 21 = a+1ib, a,b € R, fas

(z—21)(z=71) = (2—(a+ib))(z—(a—1ib))
= ((z—a)—1b) ((z —a) +ib)
= (z—a)’+0* =22 —2za+a® + b

og dette andengradspolynomium har jo reelle koefficienter. m
Bestemmelse af rodder i polynomier ggres naturligvis lettest ved brug af computer:

Eksempel 53 Den folgende Maple-kode frembringer et tilfeldigt polynomium af grad hgjst 100
og med heltallige koefficienter mellem —99 og 99. Vi har ogsd sorteret polynomiet, si leddene
kommer i aftagende gradsrekkefolge

with (RandomTools) :

p:=sort (Generate(polynom(integer(range=-99..99), z,degree=100))) ;

Vi viser kun en meget lille del af det lange udtryk:

p = —182100 4 78299 — 26298 — 642°7 — 8296 4 ... — 872* — 752% + 472% — 162 + 38

Rodderne kan findes ved en numerisk metode sdledes:

r:=fsolve(p=0, z, complex):

De 100 rgdder, som polynomiet har, viser vi kun pd en figur. Dette kan gores siledes:
plots[complezplot] ( [r], style=point, symbol=circle, scaling=constrained);
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Rodderne for vores 100.-gradspolynomium

Det er bemerkelsesverdigt, at mange (de fleste!) af rodderne ligger meget tet pd enhedscirklen.
Dette fenomen er mindre udtalt, nar den maksimale grad velges mindre.

Skulle man gnske at bestemme rgdderne i et polynomium i handen er fglgende ssetning
undertiden nyttig:

Saetning 54 Lad polynomiet a2 +an_12"""+. . . 4+a12+ag med a, # 0, have hele koefficienter,
altsé ay € Z for k =10,1,...,n. Antag polynomiet har en rational rod z; = %, p,q € Z, hvor
broken er uforkortelig. Sé gelder, at play og q |a, -

r\" p\" P
an<) +an_1(> +...+a1=+a =0
q q q

Multiplikation med ¢™ pa begge sider giver

Bevis. Vi har

1

anp" + an_1p" g+ .+ aipg” ! +apg" =0

der ogsa kan skrives
n—1 n—2 n—1 n o __
(anp" '+ an_1p" g+ ...+ a1q" ) p+aog” =0

Vi ser, at p gar op i forste led, p ma derfor ogsa ga op i andet led agq™. Men p og ¢ har ingen
feelles primtalsfaktorer, s p gar ikke op i ¢™. Derfor mé p g op i ag. Beviset for, at ¢ |a,, forlgber
ganske analogt. m

Korollar 55 Har et polynomium a, 2™ +a,_12"" ' +...+a12+ag med ay, # 0, hele koefficienter,
skal evt. rationale rodder sgges blandt

divisorer i ag
divisorer © a,,

Med denne skrivemade menes her at alle kombinationer skal undersgges.

Eksempel 56 Vi vil finde rodderne i polynomiet p (z) = 52* — 3023 + 6522 + 30z — 520, og sam-
tidigt faktorisere polynomiet. Polynomiet har hele koefficienter. Da divisorerne © 520 er temmelig
mange, og da %p (2) har de samme rodder som p(z) og stadig hele koefficienter, finder vi rod-
derne i %p (2) = 2* — 623+ 1322 + 62 — 104. Divisorer i 104 er 2,4,8,13,26,52,104. Den ledende
koefficient er 1. De mulige rationale rodder er derfor +1,4+2 +4,+8, +13, 426, 452, +104. Hvis
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vi begynder afprovningen nedefra, finder vi forst, at —2 er rod. Ved polynomiers division af
24— 623 + 1322 + 62 — 104 med z + 2 fas 23 — 822 + 29z — 52. Vi skal nu bestemme rodder
i dette polynomium. Mulige rationale rodder er £1,+£2,+4, £8,+13,+£26,+£52. Bemerk dog, at
polynomiet ikke kan have en negativ rod pga. de alternerende fortegn. De mulige rationale rod-
der er derfor 1,2,4,8,13,26,52. Afprovning nedefra viser, at 4 er rod. Polynomiers division af
23 =822 4292 —52 med z—4 giver 2> —4z+13. Dette andengradspolynomium har ingen rationale
rgdder, til gengeld har vi en formel for rodderne. Vi finder, at disse er

4+ /-

Rgdderne i det givne polynomium er altsa —2,4,2 4 3i. Polynomiet kan faktoriseres i komplekse
forstegradsfaktorer saledes

p(2)=5(z+2)(z—4)(z — (2+37)) (z — (2 — 37))
I reelle forste- og andengradsfaktorer ser faktoriseringen sdledes ud
p(2) =5(z+2)(z—4) (2" — 4z + 13)

Eksempel 57 Vi vil finde rodderne i polynomiet p(z) = 2% — 72° + %24 + 422 — 282 + 49, og
samtidigt faktorisere polynomiet. Polynomiet har ikke hele koefficienter, men det har polynomiet
4p (z) = 425 —282° +4924 4+ 1622 — 1122+ 196, der jo har de samme rodder. Vi bemeerker med det
samme, at polynomiet ikke har negative rodder. Divisorerne i 196 er 1,2,4,7,14,28,49,98,196.
Divisorer i den ledende koefficient (4) er 1,2,4. De mulige rationale rodder er herefter:

17 49 1 7 49
1,2,4,7,14,28,49,98,196, -, =, —, —, — —
) ) ) 7 ) ) ) ) ) 27 2’ 2 ) 4’ 47 4
Ved afprovning finder man, at % er rod. Polynomiers divison af 42°—282°4+49244+162%—1122+196
med 2 (z — %) = 2z — T giver 22° — Tz* + 82 — 28. Dette polynomium har (selvfolgelig) heller
ingen negative rgdder. Divisorer i 28 er 1,2,4,7,14,28 og divisorer i den ledende koefficient er
1,2. Mulige rationale rodder er derfor
17
1,2,4,7,14,28, =, —
) 9 ) ) ) ) 27 2

Ved kontrol ses det, at % er rod (hermed er den altsd dobbeltrod i det oprindelige polynomium,).
Polynomiers division af 22° — 72* + 82 — 28 med 2z — 7 giver z* + 4. Bestemmelse af rodderne i
2* 44 betyder losning af den binome ligning z* = —4 = 4e€'™. Den sedvanlige formel giver de fire
losninger 1 £1 og —1 £ 4. Rodderne i det oprindelige polynomium er altsd % (med multiplicitet
2), 1 £1i og —1 +i. Polynomiet kan faktoriseres i komplekse forstegradsfaktorer siledes

p(2) =22 =77 (= (1+4) (= (1=1) (z = (1 +4)) (z = (=1 = 4))
og i reelle forste- og andengradsfaktorer sdledes

(22 —17) (22 =22 +2) (2 + 22 +2)

5 Eulers formler. De komplekse trigonometriske funktion-
er.

Ifglge definitionen af den komplekse eksponentialfunktion har vi for v € R
eiv

e "™ = cosv—isinv

cosv + 1sinv
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Ved addition af disse formler og efter division med 2 fas
1 v —1v
cosv == (e +e ")
2
Tilsvarende fas ved subtraktion og division med 2i
sinv = o (e —e )

Disse to formler kaldes Eulers formler efter schweitzeren Leonhard Euler (1707-83). Deres nytte
ligger i, at eksponentialfunktionen er let at regne med.

Eksempel 58 Vi gnsker sin® z udtrykt ved sinx,sin 2z, sin3z, ..., cosz,cos 2z, cos 3z, .... Vi
bruger den ene af Eulers formler:

1, . - 4 1 ; N4
sin4x _ <2Z (em _ e—m’)) — (2Z)4 (ezm _ e—m:)

1 (e4iz _ 462iib 46— 46722'9: + 6742'1)

16

—_ % (e4iz + 6741':10 4 (62im + 6722’9{:) + 6)
1 1 3

= gcosélzz: — icos2x+ 3

En sadan formel er eksempelvis nyttig ved integration. Skal integralet fow sin® z dx beregnes, finder

vl
s T 1 1
/ sin*xdr = / —cosdxr — = cos2x + § dx
0 o \8 2 8

= isirlélgc—lsinQac—i—%ﬂc ”_ 3—7T
32 4 87, 8

Hgjresiderne i Eulers formler cosv = % (e“’ + e*w) og sinv = % (e“’ — e*“’) giver mening

for alle v € C. Vi kan derfor bruge Eulers formler til en udvidelse af definitionsomradet for de
trigonometriske funktioner. Vi definerer altsé blot, at cosv og sinv for v € C\ R skal veere givet
ved Eulers formler. For v € R er der ikke tale om en definition.

Eksempel 59 Vi vil beregne sin (% +¢1n 2). Vi finder

sin(%—&-ilrﬂ) = %(exp(i(%—l—iln?))—exp(—i(%—l—iln?)))
= % (exp (z% — ln2> — exp (—z% +1n2))

_ 27 (ezgefln2 o 67l561n2) = — (€l5 . 2616)
7

2i \ 2
L) (2)
23\ 2\ 2 2 2 2
5 3.
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Bemsaerkning 60 De hyperbolske funktioner sinh og cosh defineres for z € C' ved

(- )

(e +c7)

sinhz =

N =N =

coshz =

Bemerk, at for z € R har disse funktioner reelle verdier. Der er dbenbart folgende sammenhang
mellem de hyperbolske funktioner og de trigonometriske. For alle z € C':

cosh (iz) = cosz

sinh (iz) = isinz

6 Funktioner med komplekse veerdier

Her kan enten veere tale om funktioner defineret pd en delmaengde (interval) af R, men med
vaerdier i C, eller om funktioner defineret i en delmaengde D af C' og med veerdier i C. Vi omtaler
begge i de folgende to afsnit.

6.1 Kompleks funktion af reel variabel

Lad f veere en funktion defineret pa intervallet I © R og med veerdier i C. Dette skrives kort
saledes: f: I — C'. For ethvert t € I er billedet f (¢) altsd et komplekst tal (ikke ngdvendigvis
imagineert, altsi ikke-reelt). Da f (t) er et komplekst tal kan det skrives (entydigt) p& formen
f@®) =wu(t)+iv(t), hvor u(t),v (t) € R. Herved defineres to reelle funktioner u og v, som vi vil
kalde realdelen og imaginaerdelen af f, henholdsvis. Altsd u = Re f og v = Im f. Hvis vi traeder
et skridt bagleens og erindrer, at ¢ = (0, 1), s& kan vi skrive f (t) = (u (¢),v (t)). Vi kan altsa ogsa
teenke pa f som en vektorfunktion. Er ¢ tiden, s kan f (¢) veere positionen til tiden .

Eksempel 61 Lad f (t) = €37 for allet € R. Anderledes skrevet: f (t) = e3! (cos Tt + isin Tt).
Med betegnelserne fra for har vi altsd u (t) = €3 cos Tt og v (t) = 3 sin Tt.

Vi definerer nu begrebet graenseveerdi for funktion. Hvis man er fortrolig med definitionen i
det tilfeelde, hvor f: I — R, sé er der i og for sig ikke meget nyt.

Definition 62 Lad f: I — C. Lad a vere et punkt i I eller et af I’s endepunkter. Sd siges
f (&) at have en grenseverdi for t — a, hvis der findes et tal A € C, sd der til ethvert (nok sd
lille) positivt tal e eksisterer et positivt tal 0, sd hvis blot t er indenfor en afstand af § fra a, sd
er f (t) indenfor en afstand af € fra A. Med symboler kan dette skrives

Ve>030>0 sa O0<|t—al<d=|f(x)—Al<e

Symbolet ¥V skal laeses: "for ethvert” (eller ”for alle”). Symbolet 3 skal leses “der eksisterer”.
Har f (t) grenseverdien A fort — a, sd skriver man

lim f(t)=A
t—a
Bemaerkning 63 Forskellen fra den tidligere kendte definition er (ndr bortses fra tidligere defi-

nitioners evt. mangel pd precision), at numerisk-tegnet i udtrykket | f (t) — A| nu betyder modulus
af det komplekse tal f (t) — A.

22



Definition 64 Lad f: I — C. Lad a € I. Funktionen f siges at vere kontinuert i a, hvis
lim f (t) = f (a)

t—a

Saetning 65 Lad f: I — C. Skriv f = u+iv, hvor u,v: I — R. Lad a vere et punkt i I eller
et af 1’s endepunkter. Sa har f (t) grenseverdien A = Ay +1iAs, Ay, As € R, fort — a, huis og
kun hvis u (t) og v (t) har grenseverdierne Ay og As, henholdsvis, for t — a. Hvis a € I, er f
kontinuert i a, hvis og kun hvis u og v begge er kontinuerte i a.

Bevis. Selv om denne sztning ikke er sveer at vise, springer vi beviset over. m

Definition 66 Lad f: I — C. Lad a € I. Funktionen f siges at veere differentiabel i a, hvis
der findes et tal A € C, sd
fO-f@

t—a
fort — a. Tallet A vil blive kaldt differentialkvotienten, og vi skriver f' (a) = A.
Saetning 67 Lad f,g: I — C begge veere differentiable i a € I. Lad k € C vere en konstant.

S gelder som for reelle funktioner, at kf, f+ g, fg samt (forudsat at g(a) # 0 ) 5 alle er
differentiable, og

f'(a)
f'(a) + ¢ (a)
f(a)g(a)+ f(a)g' (a)
! 'a _ g(a) f'(a) = f(a)g'(a)
( ) (a) g9(a)?

Bevis. Beviserne som de kendes fra reelle funktioner, kan overtages i deres helhed. m

—

~

L+

Q
<=
—~ e~
& & e
S— N
[
>~

Bemaerkning 68 Bemerk, at sammensetning af to funktioner af den givne type ikke navnes.
Dette skyldes jo, at f (g (t)) ikke giver mening med mindre g (t) € I. Den kendte regel for differ-
entiation af sammensat funktion gelder imidlertid i folgende form:

Saetning 69 Ladg: I — J C R og f: J — C. Er g differentiabel i a € I og er f differentiabel
i g(a), sd er fog differentiabel i a og

(fog) (a)=f"(9(a) g (a)
Bevis. Beviset er igen som for to reelle funktioner. m

Saetning 70 Lad f: I — C. Skriv f = u + v, hvor u,v: I — R. Lad a € I. Sd er f
differentiabel i a med f'(a) = A = Ay + 14y, A1, Ay € R, hvis og kun hvis u og v begge
er differentiable i a med differentialkvotienterne Ay og As, henholdsvis. Altsd v’ (a) = A1 og
v’ (a) = As.

Bevis. Igen ikke nogen kompliceret sag at vise, men vi springer over beviset. m

Eksempel 71 Lad f (t) = 6’(3+i7)t for alle t € R. Da realdel og imaginerdel of f er givet ved
u(t) = e cos Tt og v (t) = €3 sin Tt, henholdsvis, og da disse er differentiable for alle verdier af
t € R, gelder det samme for f- Vi finder

u' (t) = 3ecosTt— Te¥sinTt
v (t) = 3e3sinTt+ 7e3 cos Tt
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saledes at
frt) = W)+ (t) =3e* cosTt — Te* sin Tt + i (3 sin Tt + 7€ cos Tt)
= (3+7i) (e* cosTt) + (—7+ 3i) e*sin 7t
= (3+7i) (¥ cos Tt +ie® sinTt) = (3 + 7i) BT
I et konkret tilfelde har vi her set, at LeM = \eM, nir A € C.

Bemazerkning 72 Det var fristende, at sige at funktionen f (t) = e jo blot er sammensat af
funktionerne t — At og eksponentialfunktionen z — e*. Differentiation af disse to er en simpel
sag. Problemet er dog, at vi ikke har defineret differentiabilitet af funktion af kompleks variabel
og vist, at exp er differentiabel som en sddan (med den forventede afledede).

6.2 Kompleks funktion af kompleks variabel

Lad nu f veere en funktion defineret i en delmeengde D af den komplekse plan C og med veerdier
i C. Dette skrives kort saledes: f: D — C. For ethvert z € D er billedet f (z) altsd et komplekst
tal.

Eksempel 73 Den komplekse eksponentialfunktion exp, altsd f (z) = e* for alle z € C er af
denne type. Det samme er de komplekse trigonometriske funktioner. Polynomier kan betragtes
som komplekse funktioner af en kompleks variabel.

Som i afsnittet ovenfor defineres begrebet graenseveerdi for funktion analogt med tidligere.
Der er dog ét problem: Hvor funktionens definitionsmaengde ovenfor antoges at veere et interval,
og lim,_,, f (z) blev defineret for punkter a i intervallet eller i et af dets endepunkter, sa er
funktionens definitionsomrade nu en delmeengde D af den komplekse plan. Det vil veere for
restriktivt at indskraenke de tilladte maengder D til rektangler eller cirkelskiver (f.eks.). Vi far
derfor brug for begrebet akkumulationspunkt.

Definition 74 Punktet a € C kaldes et akkumulationspunkt for mengden D, hvis enhver cirkel-
skive med centrum i a indeholder uendeligt mange punkter fra D.

Definition 75 Lad f: D C C — C. Lad a vere et akkumulationspunkt for D. Sa siges f (2)
at have en grenseverdi for z — a, hvis der findes et tal A € C, sd der til ethvert (nok sa lille)
positivt tal € eksisterer et postivt tal §, sd hvis blot z € D er indenfor en afstand af § fra a, sa er
f (2) indenfor en afstand af € fra A. Med symboler kan dette skrives

Ve>030>0 sd 0<|z—a|]<dnzeD=|f(z)—A|<e
Har f grenseverdien A for z — a, sd skriver man
lim f(z)=A

Definition 76 Lad f: D C C — C. Lad a € D. Funktionen f siges at vere kontinuert i a,
huis

lim f(2) = f (a)

z—a

Definition 77 Lad f: D C C — C. Lad a € D. Funktionen f siges at vere differentiabel i a,
hvis der findes et tal A € C, sd
[ f@

zZ—a
for z — a. Tallet A vil blive kaldt differentialkvotienten, og vi skriver f'(a) = A.
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Definition 78 En funktion f: D C C — C, der er differentiabel i ethvert punkt af den dbne
mengde D kaldes analytisk i D. (En alternativ glose er holomorf).

Eksempel 79 Vi nevner uden bevis, at exp,sin, cos og ethvert polynomium er analytiske funk-
tioner i hele C.

Bemsaerkning 80 Analytiske funktioner har overraskende sterke egenskaber. Kravet om differ-
entiabilitet 1 ethvert punkt af en dben delmengde af C' er meget sterkt. Der er en omfattende
teori om analytiske funktioner. Denne teori krever en hel bog og et helt kursus (”Kompleks Funk-
tionsteori”). Der gelder bl.a. det overraskende resultat, at hvis en funktion er analytisk i hele C
og er begrenset, d.v.s. at der findes et tal M, s |f (z)| < M for alle z € C, sd er funktionen
faktisk konstant! Det er denne setning, der kan bruges til at give et simpelt bevis for algebraens
fundamentalsetning: Har polynomiet p (z) nemlig ingen rodder, sé md ﬁ veere begraenset, men

derfor altsd konstant. Dette er jo kun tilfeldet, hvis p (z) er konstant, altsd har grad nul.
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