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Definition 1 Et stationert punkt for en funktion af flere variable f vil i disse noter blive kaldt et
egentligt saddelpunkt, hvis der eksisterer en ret linie gennem punktet langs hvilken [ har egentligt
maksimum og ogsd en ret linie gennem punktet langs hvilken f har egentligt minimum.

Definition 2 Lad f vere en funktion af 2 variable. Antag, at f har partielle afledede af anden
orden i punktet (a,b). Matricen

{ far (@) fuy(ab)
H (a,b) = ( Fyr (@) Ty (ab) )

vil vi kalde Hesse-matricen for f i (a,b). Er f en funktion af 3 variable defineres Hessematricen
i punktet (a,b, c) sdledes

9]

fmw (a7 b, C) fzy (a> b, C) f:vz (a7 b,
H(a,b,c) = | fya(a,b,c) fyyla,bc) fyz(a,b,c)
Jew (a, b, C) fzy (a, b, C) Jz (a, b, )

Saetning 3 Lad f vere en funktion af n variable med kontinuerte partielle afledede op til og med
2. orden i en omegn om punktet a = (a1, as,...,a,). Antag, at a er et stationert punkt for f.
Lad H (a) vere Hessematricen for f i a. Sd gelder

)

EPRS)

1. Hvis egenveerdierne for H (a) alle er positive, si er a et egentligt minimumspunkt. Huvis
egenverdierne alle er negative, er a et egentligt maksimumspunkt.

2. Huis to af egenveerdierne for H (a) har forskellige fortegn, sd er a et egentligt saddelpunkt.

3. Hvis mindst én af egenverdierne er lig med nul og hvis resten har samme fortegn, si ma
der en nermere undersggelse til.

Eksempel 4 Lad [ vere givet ved
flzy) =" — 2%y +2°

Vi har fy (z,y) = 22 —2zy = 2z (1 —y) og f, (z,y) = —2*+4y. Heraf finder vi, at de stationere
punkter er (0,0) og (£2,1). Vi finder videre

Jzo (xv y) = 2-2%
foy (xy) = -2z
fyy (zy) = 4



Hessematricen er altsd givet ved

2—-2 —2x
He = (250 )

I de 8 punkter fas

H(0,0)—(?) 2), H(Q,1)_<_O4 —44)7 H(—2,1)—(2 i)

Egenverdierne for H (0,0) er dbenbart 2 og 4, altsd positive, sd (0,0) er et egentligt lokalt min-
imumspunkt. Matricerne H (2,1) og H (=2,1) har de samme egenvaerdier, nemlig 2 + 2+/5.Den
ene er dermed positiv,den anden er negativ. Punkterne (£2,1) er egentlige saddelpunkter.

Bemaerkning 5 Hesse-matricen er en symmetrisk matriz og har derfor reelle egenverdier.

Bemsaerkning 6 For en funktion af to variable er en egentlig bestemmelse af stgrrelsen af egen-
veerdierne tkke ngdvendig. Vi ved jo, at produktet af egenveerdierne er lig med determinanten af
matricen. Er determinanten derfor negativ, er punktet et egentligt saddelpunkt. Er determinan-
ten positiv, har egenverdierne samme fortegn, og dermed er punktet et egentligt ekstremum. Om
punktet er et minimum eller et maksimum afgores nu af sporet, idet summen af egenverdierne
er lig med sporet, som er fuz (a,b) + fyy (a,b). Nar determinanten er positiv, har fz, (a,b) og
fyy (a,b) nodvendigvis samme fortegn, s fortegnet af egenveerdierne afgores alene af den ene af

Jzz (a,b) og fyy (a,b).



