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Definition 1 Et stationert punkt for en funktion af flere variable f vil i disse noter blive kaldt et
egentligt saddelpunkt, hvis der eksisterer en ret linie gennem punktet langs hvilken f har egentligt
maksimum og ogsd en ret linie gennem punktet langs hvilken f har egentligt minimum.

Definition 2 Lad f vere en funktion af n variable. Antag, at f har partielle afledede af anden
orden i punktet a = (a1,as,...,a,). Hessematricen for f i punktet a er den matriz H (a), hvis
element (i,7) er

0*f

foiz; (@) = m (a)

Er f en funktion af 2 variable x og y er Hessematricen i punktet a = (a1,a2) altsd givet ved

o= )

Er f en funktion af 3 variable x,y og z er Hessematricen i punktet a = (a1, as,a3) givet ved

faw (@) foy(a)  fa:(a)
H(a) = fyz (@) fyy(a) fyz(a)
fre (a) fzy (a) faz (a)

Bemaerkning 3 Hessematricen er opkaldt efter tyskeren Ludwig Otto Hesse, 1811-1874. Da
man normalt kan regne med, at de blandede afledede er ens, er Hessematricen altsd symmetrisk.
Denne kendsgerning er vigtig © det folgende.

Vi skal bruge lidt linezer algebra om symmetriske matricer. Detaljer kan findes i Lay, Linear
Algebra, §7.1, pp. 449-453.

Definition 4 En matriz A kaldes symmetrisk, hvis AT = A.

Definition 5 En matriz P kaldes ortogonal, hvis den opfylder PT P = PPT = I (enhedsmatri-
cen).

Saetning 6 Lad A vere en reel symmetrisk matriz. Sa gelder:

1. Samdtlige lpsninger til karakterligningen er reelle (”samtlige egenveerdier er reelle”).

2. Egenvektorer horende til forskellige egenveerdier er ortogonale.



3. A er diagonaliserbar, og der kan altid som diagonaliserende matriz P bestemmes en ortog-
onal matrizx.

Her fglger nu kriteriet for lokalt ekstremum, i forste omgang formuleret for en funktion af 2
variable:

Saetning 7 Lad f vere en funktion af to variable med kontinuerte partielle afledede op til og
med 2. orden i en omegn om punktet (a,b). Antag, at (a,b) er et stationert punkt for f. Lad
H (a,b) vere Hessematricen for f i (a,b). Sd gelder

1. Hvis egenverdierne for H (a,b) begge er positive, si er (a,b) et egentligt minimumspunkt.
Hvis egenverdierne begge er negative, er (a,b) et egentligt maksimumspunkt.

2. Hwvis egenveerdierne for H (a,b) har forskellige fortegn, s er (a,b) et egentligt saddelpunkt.

3. Hvis én af egenverdierne er lig med nul og den anden er positiv, sd kan kun konkluderes,
at (a,b) ikke er et maksimumspunkt. Hvis én af egenverdierne er lig med nul og den an-
den er negativ, sd kan kun konkluderes, at (a,b) ikke er et minimumspunkt. En nermere
undersggelse ma i gvrigt foretages.

4. Huis begge egenveerdier er lig med nul, ma en nermere undersggelse foretages.

For at kunne bevise saetningen behgver vi Taylors formel for en funktion af to variable, men
kun til anden orden:

Lemma 8 Lad [ vere en funktion af 2 variable. Antag, at f i en cirkelskive K med centrum 1
punktet p = (a,b) har kontinuerte partielle afledede op til og med anden orden. S gelder, at der
til ethvert g = (x,y) € K eksisterer et tal £ € [0,1], sd

f(@)=f+h)=f(p)+fe(p) atfy (D) hz+% (fox (p+ ER) BT + 2fuy (p+ ER) haha + fyy (p + ER) h3)
hvor vi af praktiske grunde har indfort h=q—p= (x —a,y — b).

Bevis. Lad g veere givet ved g (t) = f(a+thy,b+ths). Sa er g differentiabel, og ifplge
kaedereglen har vi

g/ (t) = fr ((L + thl, b + thg) hl + fy (a + thl, b + thg) h2
Men ogsa ¢’ er differentiabel og igen ifglge keedereglen har vi
9" (t) = fuz (@ +thi,b+tho) h + 2fsy (a+ thi, b+ ths) hiha + fyy (a + thy, b+ tho) h3

Taylors formel for en funktion af én variabel kan nu anvendes pa g. Med ¢t = 1 fas, at der eksisterer
et tal £ € [0,1], s&

9(1)=g(0) +¢'(0) + 3" (©

Dag(l) = f(p+h), g(0) = f(p), g (0) = fo (p) 1 + fy (0) h2 0g ¢" (§) = fou (p+ER) R +
2fey (p+ ER) hiha + fyy (p+ ER) b er lemmaet vist. m
Vi kan nu bevise saetningen.



Bevis. Da p = (a,b) er et stationeert punkt, er de partielle afledede af fgrste orden nul, si vi
finder af Taylors formel

Foeh)—f@) = -

(Foz (p+ €R) B2 + 2f0y (D + ER) hiha + fyy (p + ER) h3)

oo (D+ER) foy (0+ER) \ (B
(hl hz)(fwy(p+§h) fyy(p+§h))<h;>

(h1 ho )H(p+§h)< Z; )

N~ N~ N

Lad nu egenveerdierne for H (p+ &h) = H (a + Ehy, b+ Ehg) veere A1 og Ag. Disse egenveerdiers
storrelse mé afhaenge af € og h = (hq, ha). Lad en diagonaliserende ortogonal matrix for H (p + &h)
vaere P. Denne matrix har sgjler bestaende af egenvektorer for H (p + £h) og atheenger derfor
ogsa af € og h. Da P er ortogonal, geelder at P~ = PT. Derfor fas, nar D = diag (A1, \2), at

H(p+¢h) = PDP~' = PDPT

hy

Idet vi nu teenker pa h som en sgjlevektor: h = ( h
2

) , finder vi

Fpem =10 = 5(m ) EErean( )

1 1
= 5hTH (p+&h)h = 5hTPDPTh

Loor\T T
— S (P"0)" D (P"h)
Idet vi szetter v = PTh har vi derfor med v” = (v1, v), at

flp+h)—f(p)= %UTD’U = % (A7 + Agv3)

Hvis nu egenveerdierne for matricen H (p) begge er positive, si er egenveerdierne A1 og Ay for
H (p + £h) ogsd begge positive, nar blot hy og ha begge er sméa (numerisk set). Altsa folger, at
f(p+h)—f(p) >0, nar hy og hs begge er sma. Men dette betyder, at f har et egentligt lokalt
minimum i p = (a,b). Hvis egenveerdierne for matricen H (p) begge er negative fas analogt, at
p = (a,b) er et egentligt lokalt maksimumspunkt.

Vi viser nu seetningens punkt 2 og 3 under ét. Lad Ay # 0 veere en egenveerdi for matricen
H (p). Lad h = su, s € R, veere egenvektorerne for H (p) hgrende til egenveerdien Aj . Vi kan
sgrge for, at u er en enhedsvektor. S& har vi

WTH (p) h =T (A1oh) = A oh™h = A1
Hermed har vi videre
flo+h)—flp) = %hTH(?ﬁth)h
_ %hTH (p) h + %hT (H(p+¢h) — H(p) h
= S0+ s (H (p+€h) — H (p)u
- 332 (Ao +u” (H (p+€h) — H (p)) u)



Velges s passende lille og dermed h lille, vil forskellen mellem de to matricers tilsvarende ele-
menter kunne ggres lille nok til at fortegnet for parentesen i den sidste hgjreside bestemmes helt
af fortegnet for A\ o Langs en linie gennem p = (a, b) med retningsvektor v har f altsd minimum
i (a,b) hvis A1 > 0, og maksimum, hvis A 9 < 0. Hvis altsd H (a,b) har 2 egenveerdier med
forskellige fortegn, mé (a,b) veere et egentligt saddelpunkt. Punkt 3 fglger ogsé heraf.

At narmere undersggelser er pékraevede, nar mindst én af egenveerdierne er nul, vil blive vist i
en rackke eksempler. m

Der geelder en ganske lignende seetning for funktioner af flere end to variable:

Saetning 9 Lad f vere en funktion af n variable med kontinuerte partielle afledede op til og med
2. orden i en omegn om punktet a = (a1,as,...,a,). Antag, at a er et stationert punkt for f.
Lad H (a) vere Hessematricen for f i a. Sd gelder

1. Huis egenveerdierne for H (a) alle er positive, sd er a et egentligt minimumspunkt. Huvis
egenveerdierne alle er negative, er a et egentligt maksimumspunkt.

2. Hwis to af egenverdierne for H (a) har forskellige fortegn, si er a et egentligt saddelpunkt.

8. Hvis mindst én af egenveerdierne er lig med nul og resten er positive, sd kan kun konklud-
eres, at a ikke er et maksimumspunkt. Hvis mindst én of egenverdierne er lig med nul og
resten er negative, sd kan kun konkluderes, at a ikke er et minimumspunkt. En nermere
undersggelse ma 1 ovrigt foretages.

4. Hvis alle egenveerdierne er lig med nul, md en nermere undersggelse foretages.
Eksempel 10 Lad f vere givet ved
flzy) =a® —a?y +2°

for alle (z,y) € R?. De partielle afledede af f er givet ved f, (x,y) = 2z — 2y = 22 (1 —y)
09 [y (z,y) = —a* + 4y. Heraf finder vi, at de stationere punkter er (0,0) og (£2,1). Vi finder
videre

fxa: (1’, y) = 2- 2y
fmy (as,y) = -2z
Ty (r,y) = 4

Hessematricen er altsd givet ved

2-—2 —2x
He = (250 )

I de 8 punkter fas

H(o’o):<(2) 2), H(2,1):<_04 —44)7 H(—2,1)=(2 j)

Egenverdierne for H (0,0) er dbenbart 2 og 4, altsd positive, sd (0,0) er et egentligt lokalt min-
imumspunkt. Matricerne H (2,1) og H (—2,1) har de samme egenvaerdier, nemlig 2 + 2+/5.Den
ene er dermed positiv, den anden negativ. Punkterne (£2,1) er egentlige saddelpunkter.

Vi naevner et andet nyttigt resultat fra Lineser Algebra.



Saetning 11 Lad n X n-matricen A have egenverdierne A1, o, ..., A\,. Sd geelder, at

det(A) = )\1)\2>\n
Spor (A) = M+Xd+...+ A\ (1)

hvor vi erindrer om, at sporet for A er defineret som summen af diagonalelementerne.
Bevis. Vi har

det(A—=M) = (—1)"A=XM)- A=) .- (A=)
= D" =Xt )N T L (D) M ] (2)

hvor vi ved sidste udregning kun har interesseret os for koefficienterne til A, A" ™! og \°. Szetter
vi A = 0 far vi umiddelbart, at det (A) = (=1)*" Ay - Ay - Ay = Ar-Ag v Ap.

Bemzerk, at koefficienten til A" ' i den kantede parentes i (2) er — (A\; + Ao + ...+ \,). For nu
at vise udsagnet om sporet af A betragter vi udregningen af det karakteristiske polynomium for
A ved udvikling langs fgrste raeekke. Vi viser her udregningen for en 3 x 3-matrix:

aip — A a12 a13
det (A — /\I) = a21 agso — A a23
asy ass ass — A
azz — A a23
= (a1 —A) A
a32 a3s3
a1 azs a1 Gz — A
—a12 A + ais
aszy assz — asi a32

Vi interesserer os kun for bidragene til koefficienten til A™ og til A"+ (dvs. her lig med A2 og
M%) og dermed er det kun det forste led der bidrager:

azz — A as3

det (A — )\I) = (a11 — )\) aso asz — A

e

Vi interesserer os stadig kun for bidragene til koefficienten til A* og A\? sa
det(A—)\I) = (au —)\) (CL22 —)\) (a33 — )\) +...
= (71)3 )\34*(71)2 (a11+a22+a33))\2+...
= (-1)?® [)\3 — (a11 + aga +azz) A\ + .. ]
Generelt fas pa denne méade
det (A —\I) = (—-1)" [)\" —(a11 +agn +...+anm) A ]

Ved sammenligning med (2) f&s a11 + as2 + ...+ apn = A1 + A2+ ... + Ay, hvilket skulle bevises.
[

Bemseerkning 12 Se ogsd Lay, Linear Algebra: p. 318, opgave 19 og p. 334, opgave 25 og 26.
I opgave 26 skal man give et bevis for (1), ndr det antages, at A er diagonaliserbar. Den forud-
setning har vi ikke brugt ovenfor.

For en funktion af 2 variable kan en egentlig bestemmelse af egenveerdierne for Hesse-matricen
undgas ved udnyttelse af fplgende saetning:



Saetning 13 Lad f vere en funktion af to variable med kontinuerte partielle afledede op til og
med 2. orden i en omegn om punktet (a,b). Antag, at (a,b) er et stationert punkt for f. Lad
H (a,b) vere Hessematricen for f i (a,b). Sa gelder

1. Hvis det (H (a,b)) > 0, sd er (a,b) et egentligt ekstremumspunkt. Hvis Spor (H (a,b)) > 0,
sd er (a,b) et egentligt minimumspunkt. Hvis Spor (H (a,b)) < 0, er (a,b) et egentligt
maksimumspunkt.

2. Hvis det (H (a,b)) <0, sd er (a,b) et egentligt saddelpunkt.

3. Huis det (H (a,b)) = 0 md en nermere undersogelse foretages.

Bevis. Ifplge saetning 11 geelder, hvis egenveerdierne for H (a,b) er A1, Ag at

det (H (G,7 b)) = )\1)\2
Spor (H (a,b)) = A1+ Ao

Er determinanten derfor negativ, er punktet et egentligt saddelpunkt.

Er determinanten positiv, har A\; og Ay samme fortegn, og dermed er punktet et egentligt ek-
stremum. Fortegnet for A\; og Ay afggres derefter af fortegnet for Ay + A2 = Spor (H (a,b)) =
foz (a,0) + fyy (a,b). m

Bemaerkning 14 Nar det (H (a,b)) > 0, sd har fiy (a,b) og fyy (a,b) nodvendigvis samme
fortegn, altsd kan fortegnet af egenverdierne for H (a,b) afgores alene ud fra fortegnet for den
ene of fre (a,b) 0g fyy (a,b).
Eksempel 15 Lad f vere givet ved

f (.’.E,y) _ (1 427 4 2y _ 2y2) 679327226?!*2:‘/2

De stationere punkter findes til (—1,0), (%, 0) , (%, —1) 0g (—%, 1). Hessematricerne er
_ 1|6 6 1 o -6 —6
H(-1,0) = e [6 BE H 27O =e 6 14
1 _ 6 10 3 6 2
A F IR C DR

Vi prover at bruge Setning 13. Idet vi udnytter, at for en n X n-matriz A og et tal k gelder, at
det (kA) = k™ det A, finder vi determinanterne til

Bl

ot
o

_ L6 6] _
det H (—1,0) = det(e {6 4:|)6

1 1| =6 —6 _1| —6 —6 _
detH<2,O) = det(e 1 6 _14:|)—6 2 6 —14 ' 48¢ 2 >0
1 5[ 6 10 _s| 6 10 _s
detH(Q,—l) = det (e 4 10 22 }) =e 2 10 22 ’—326 2 >0
3 s[6 2 3|6 2 _
detH(—Tl) = det(e 4_2 6:|>—6 2 6 ‘—326 >0




Vi konkluderer, at (—1,0) er et egentligt saddelpunkt, hvorimod de tre andre stationere punkter
er egentlige lokale ekstremumspunkter. Sporene for de sidste tre er

Spor <H (;,O)) —20e” 1 < 0, Spor <H (;, 1)) =281 >0
3 _s
Spor (H <—2,1>) 12¢71 >0
1

sa vi konkluderer, at (%, O) er et egentligt lokalt maksimumspunkt og punkterne (§, —1) og (—5, 1)
er egentlige lokale minimumspunkter.
Vi kunne selufolgelig i stedet have fundet egenverdierne for de 4 matricer.

Bemsaerkning 16 For en funktion af n variable er det normalt ikke nok at fa oplysninger om
sporet og determinanten. Vi skal dog i et eksempel senere se, at det undertiden er tilstrekkeligt.

Eksempel 17 Lad f vere funktionen givet ved
fz,y,2) =12 (y + 22) e + 8yz® + byt

Vi vil bestemme stationere punkter og deres type. Vi finder

folwy,2) = —12(y+2%)e”
fy(@,y,2) = 1277 +82° 4 20y°
fo(zyy,2) = 24ze " 4 24yz?

Det eneste stationere punkt er (efter lidt regning - eller ifolge Maple) (0,—1,1). Vi finder Hes-
sematricen:

12 (y + z2) e ® —12e7°" —24ze™"
H(z,y,z) = —12e7* 607> 2422
—24ze™" 2422 24e~" + 48yz
I det stationere punkt fas
0 —-12 —-24
HO,-1,1)=| —-12 60 24
—24 24 -24

Egenverdierne for denne matriz er med 4 betydende cifre —41.00, 5.929 og 71.07. To er altsd
positive, en negativ. Punktet er et saddelpunkt. Dette forhold kunne vere afgjort uden at finde
egenverdierne sdaledes. Vi bruger Setning 11. Vi finder

det (H (0,~1,1)) = —17280
Spor (H (0,-1,1)) = 36
Vi har derfor, at
AAgAg = —17280
AM+A+A3 = 36

Af den forste af disse ligninger konkluderes, at en eller tre af egenverdierne er negative. Af den
anden folger dernest, at de ikke alle kan vere negative. Altsd er netop én egenverdi negativ, og
to dermed positive.



Eksempel 18 Lad f vere funktionen givet ved

2

f (m’y,z) — (1 _ 2y2 + Z) 6_12—y2_z

Vi vil bestemme stationere punkter og deres type. Vi finder

e Y
fy ($7 Y, Z) = —2y (3 _ 2y2 + Z) e_xZ_yz_zg
fz (Cﬂvy,Z) = (1_22_222+42y2) 67$27y2732

Der er 4 stationere punkter, nezmlz'éq (9,07—% + 2%\/25) 2‘og (0;&%\/227—%). Vi finder Hessema-
tricen H (z,y) ganget med e~ ~¥ =% altsd 3¢ *V 7= H (z,y) til

(1—23@2) (—1—z+2y2) 2xy (3+z—2y2) x (=14 22 + 222 — 49%2
2zy (3 + 2z — 2y?) -3 —z+2y% (6+ 2 —2y?) y (=14 62+ 222 — 49?2
x(71+22+222 74y2,z) y(71+62+222 74y22) —1—32+2y% + 222 (1+zf2y2)

Indseettes de stationere punkter og bestemmes herefter egenverdierne fas for begge punkterne
(0, :I:i\/ﬁ, fi), at Hessematricen har egenverdierne 0.89,0.95,2.8 (med 2 betydende cifre). Alle
tre egenveerdier er altsd positive. Punkterne (O7 ii\/ﬁ, —i) er altsa egentlige lokale minimum-
spunkter. For punktet (0, 0, —% + %\/3) findes egenveerdierne for Hessematricen til —5.9, —3.0, —2.4.
Alle tre negative: Punktet er et egentligt lokalt maksimumspunkt. For punktet (O,O7 —% - % 3)
findes egenveerdierne for Hessematricen til —0.51,0.11,0.54. Begge fortegn optreder: Punktet er
et saddelpunkt.

De naeste 5 eksempler er meget simple, men medtages for at vise, at nar det for et stationsert
punkt (a,b) geelder, at den Hessematricens ene egenveerdi er 0, si kan pa dette grundlag typen
ikke bestemmes helt. Nar begge egenvaerdier er nul, kan intet konkluderes om typen.

Eksempel 19 Lad f vere givet ved f (z,y) = v* + y*. Da f (z,y) = z* +y* > 0= f(0,0) for
(z,y) # (0,0), er (0,0) dbenbart et egentligt minimumspunkt (endog globalt). Men Hessematricen
er nulmatricen, der jo kun har egenverdien 0.

Eksempel 20 Lad f vere givet ved f (z,y) = —2* —y*. Da f (z,y) = —a* —y* < 0= £(0,0)
for (z,y) # (0,0), er (0,0) dbenbart et egentligt maksimumspunkt (endog globalt). Men Hesse-
matricen er nulmatricen med 0 som eneste egenverds.

Eksempel 21 Lad f vere givet ved f (z,y) = 2* — y*. Vi ser hurtigt, at (0,0) er et stationert
punkt. Da f (x,0) = 2* > 0 = £(0,0) for x # 0, har f dbenbart et egentligt minimumspunkt
langs x-aksen i punktet (0,0). Da f(0,y) = —y* < 0 = £(0,0) for y # 0, har f dbenbart et
egentligt maksimumspunkt langs y-aksen i punktet (0,0). Altsa er (0,0) et egentligt saddelpunkt.
Men Hessematricen er nulmatricen med 0 som eneste egenverdi.

Eksempel 22 Lad f vere givet ved f (x,y) = ® + y*. Vi ser, at (0,0) er et stationert punkt.
Da g(t) = f(th,tk) = t3h% + t*k* har ¢" (0) = 0 og ¢ (0) = 18h3 # 0 for h # 0 har g
ikke (og dermed f ikke) ekstremum i retninger (h,k) med h # 0. Da for h = 0 vi har, at
g (0) = 24k* > 0 for k # 0, har f dbenbart et egentligt maksimumspunkt langs y-aksen i
punktet (0,0). Punktet er altsd hverken et ekstremumspunkt eller et egentligt saddelpunkt. Men
Hessematricen er nulmatricen med 0 som eneste egenveerds.



Eksempel 23 Funktionerne f (x,y) = z2 + y* og g (x,y) = 2? — y* har begge (0,0) som sta-
tionert punkt. Hessematricens egenverdier er i begge tilfelde 2 og 0. Men f har et egentligt
minimumspunkt i (0,0), hvorimod g har et egentligt saddelpunkt i (0,0).

Eksempel 24 Lad f vere givet ved f(x,y) = 2y* — 2yz? + x*. Udtrykket kan omskrives til

fley) = (y—22)° + o2, s det folger heraf, at f(z,y) > 0 = f(0,0) for alle (z,y) # (0,0).
Altsd er (0,0) et egentligt globalt minimumspunkt. Vi vil dog prove vores typekriterium og bruger
udtrykkets oprindelige form. Vi finder

fo(z,y) = —doy+4a® = —da (y — 2?)
fy(zy) = 4y — 22
Heraf fas
Vi(x,y) = (0,00 (2=0Vy=1?)A2¢y—2?=0

= (z,y) =(0,0)
altsd, at (0,0) er eneste stationere punkt. For Hessematricen finder vi

—dy + 1222 —4z
S G

H(0,0)—<8 Z)

Denne matriz har egenverdierne 0 og 4. Vores kriterium siger altsa intet. Vi vil nu betragte f
langs enhver ret linie gennem (0,0). St altsd g (t) = f (th,tk), hvor (h,k) # (0,0). Sé finder
vi, at g" (0) = 4k>. Heraf ser vi, at ndr blot k # 0 har f egentligt lokalt minimum langs linien
med retningsvektoren (h, k). Tilbage er altsd kun at betragte retningen (1,0), dvs. z-aksen. Her
finder vi sa med (h,k) = (1,0), at g" (0) = 0,g" (0) = 0 og gV (0) = 24 > 0. Altsd har f ogsd
egentligt lokalt minimum langs z-aksen. Det er fristende pa dette grundlag at konkludere, at f
har egentligt lokalt minimum i (0,0).

Selvom om denne pastand er sand, er konklusionen draget pa et utilstrekkeligt grundlag, hvilket
naeste eksempel viser.

hvormed

Eksempel 25 Lad f vere funktionen

f@,y) = (y—a2)° + % — 2%y

Vi finder
folz,y) = —dz(2y —2?)
fy(wy) = 4(y—27)
hermed har vi
Vi(,y) = (0,0« (z=0Vv2y=2a®)Ay=2a’

= (z,9) =(0,0)

56 (0,0) er det eneste stationere punkt. Det vises uden besver ligesom i eksemplet ovenfor, at
f har egentligt lokalt minimum i (0,0) langs enhver linie gennem (0,0). Men f har ikke lokalt



minimum i (0,0), hvilket ses af, at pa parablen y = 22, der gar gennem (0,0), har f verdier
givet ved
f (x,xz) =—2*<0

for alle x # 0. Vi bemerker, at f har egentligt maksimum langs denne parabel. Det stationere
punkt (0,0) er hverken et ekstremumspunkt eller et egentligt saddelpunkt.

Bemerkning 26 Man kunne fristes til at tro, at hvis f har netop ét stationert punkt i R?,
og dette er et egentligt lokalt minimumspunkt, sa har [ ogsd ngdvendigvis globalt minimum i
dette punkt (med forudsetninger om eksistens af kontinuerte partielle afledede overalt). Den
tilsvarende pastand gelder nemlig for funktioner af én variabel: Har en differentiabel funktion g
netop ét stationert punkt a i intervallet I, og har g egentligt lokalt minimum i a, sd er a 0gsd
globalt minimumspunkt for g. Antag nemlig, at der fandtes et punkt ¢ € I med g(c) < g(a). Sé
mad g antage et maksimum i et punkt d # a i intervallet mellem a og c. Men i et sadan punkt
har vi ¢’ (d) = 0 i modstrid med antagelsen om, at a var eneste stationere punkt. Fksemplet

f(zy)=e"—2 (2% - 1)2€y

der pa neer et fortegn er taget fra Hellesen og Oddershede Larsen, Matematik for Ingenigrer (bind
2, 6.udgave (2000), side 113), viser, at det tilsvarende resultat er galt for funktioner af to variable.
Denne funktion har et egentligt lokalt minimum i (0,0), der ogsd er det eneste stationere punkt.
Men f (z,0) — —o0 for x — o0, sd f har intet globalt minimum.
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