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1 Basale begreber. Eksistens og entydighed.

En differentialligning af forste orden er en ligning, der sammenknytter differentialkvotienten af
en funktion med funktionen selv og den uafhzengige variable.

Eksempel 1 Hver af ligningerne

2’ (t) 42z (t) = Hsint
ela’ () + Tz (1) =3t +5
x (t) = 4z (t)
2’ (t) =3z (t) /1 —z(t)
er en differentialligning of forste orden. Den ubekendte i en differentialligning er en funktion, der

i alle fire eksempler hedder x. Den uafhaengige variable er t. Ofte underforstis den uafhangige
variable i x (t) og x' (t), sd differentialligningerne i stedet skrives sdledes

' + 2z = 5sint
e’ + 722 =3t+5
2 =4x

2 =3xv1l—=z
dx

I stedet for ' benyttes meget ofte 57 sdledes at eksempelvis den sidste differentialligning skrives
pa formen
dx
— =3zv1l—=z
dt
I alle fire differentialligninger ovenfor kan a’ (¢) isoleres, ja faktisk er det allerede gjort i de
to sidste. Vi skal altid forudsaette, at dette kan lade sig ggre. Hermed kan en differentialligning

af forste orden skrives pa formen

¥ = f(t,x) (1)

Her er f en reel funktion af 2 variable defineret i en maengde i (t, x)-planen. Differentialligningen
(1) kan skrives lidt mere udfgrligt pa formen 2’ (t) = f (¢, z (¢)).



Eksempel 2 For de fire ligninger ovenfor finder vi, at funktionen f i (1) er givet ved henholdsvis

) = —2z + 5sint
!t (=Tz* + 3t +5)

e
4x
3x

)

8 8 8

)

C
f(t,x)
f(t,z)
fte)=30v1—x

Definition 3 Differentialligningen (1) kaldes autonom, hvis f (t,x) faktisk ikke afhenger af t.

, T

Vi ser, at de to sidste differentialligninger i Eksempel 2 er autonome. De to fgrste er ikke.

Definition 4 Ved en lgsning til differentialligningen (1) forstds en differentiabel funktion ¢ de-
fineret pa et interval I, sa

¢'(t) = f(t o)
for alle t € 1.Ved den fuldsteendige lgsning til (1) forstds en formel for samtlige lgsninger.

Eksempel 5 Differentialligningen x’ + 2x = 5sint har som en af sine lgsninger funktionen ¢
givet ved ¢ (t) = — cost+2sint for allet € R. At bevise denne pdstand bestar blot i at erstatte x i
differentialligningen med ¢, og dernest kontrollere, at vi opndr en identitet, dvs. en ligning opfyldt
for alle t i et interval. Ved indsettelse 1 venstresiden af differentialligningen x' + 2x = 5sint fds

d
= (—cost+2sint) +2(—cost+ 2sint) = (sint + 2cost) + 2 (— cost + 2sint)

hvilket netop er 5sint, altsd lig med hgjresiden i differentialligningen. Hermed er vist, at ¢ (t) =
—cost+2sint er lgsning til differentialligningen x’ 4+ 2x = 5sint for alle t € R. Senere bliver vi
i stand til at vise, at differentialligningens fuldstendige lgsning er givet ved

x (t) = —cost + 2sint + Ce™* (2)

hvor t € R og hvor C er en reel konstant. Betydningen af dette udsagn er, at for enhver vardi
af konstanten C i (2) opnds en losning, og for enhver lgsning findes en konstant C, sé lgsningen
kan skrives pd formen (2). Man kalder C for en arbitraer konstant. Med C = 0 opnds den lgsning
vi betragtede i begyndelsen af eksemplet.

Eksempel 6 Differentialligningen x' = 2tz har som 3 af sine losninger funktionerne

o1 (t) = L defineret for t € |—o0, —2|

4 —t?
1
o2 (t) = B defineret fort € |—2,2]
o3 (t) = 471152 defineret for t € ]2, 00]

Bemerk altsd, at selv om regneforskrifterne for ¢1,¢2 og ¢ps er den samme, si regnes de 3 lgs-
ninger for forskellige, idet de er definerede pa forskellige intervaller. Verificeringen af pastanden
er den samme for alle 3, sd vi udforer den kun for den forste:

poaod 11
= T = M= = e )

faktisk gyldig nar blot t # +2.



Husk pa, at ¢’(t) er heeldningen for tangenten til grafen for ¢ i punktet (¢, (¢)). Udsagnet
@'(t) = f(t,¢(t)) siger derfor, at haeldningen for tangenten til lgsningen kan beregnes udfra
kendskab til den gjeblikkelige position (¢, ¢ (t)). At have givet en differentialligning % = =
f(t,z) i et omrade af (t, x)-planen er altsé at have givet et heldningsfelt.

Man kan sige, at lgsning af differentialligningen =’ = f (¢, ) bestar i bestemmelse af kurver,
der i ethvert punkt (¢,2) har den rigtige haeldning f (¢, z).
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Figur 1. Heeldningsfeltet for 2’ = 2 + 22 med den lgsning, der opfylder z (0) = —0.4

Definition 7 Ved begyndelsesvaerdiproblemet for differentialligningen (1) forstas bestemmelsen
af den eller de losninger til (1), der ogsd opfylder en begyndelsesbetingelse af formen x (o) = xo.

Eksempel 8 Vil vi bestemme den lgsning til differentialligningen x’ 4+ 2x = 5sint, der opfylder
begyndelsesbetingelsen x (0) = 2, sd finder vi forst den fuldstendige lgsning, som i dette tilfelde
er (2). I denne indsetter vi t = 0:

2 (0) = —cos0+2sin0+Ce’ = -1+ C
Da x(0) = 2 fas C = 3. Den sogte losning er hermed:
x (t) = —cost + 2sint + 3e~

Et presserende spgrgsmél er nu, om begyndelsesvzerdiproblemet for differentialligningen (1)
overhovedet har nogen lgsning, og i givet fald om der er mere end én. Svaret er, at hvis funktionen
f i differentialligningen (1) er tilstreekkelig "pen", sd har begyndelsesverdiproblemet for (1)
preecis én lgsning. At sige, at en funktion er pazen, er jo ikke seerligt preecist. Man vil forsta,
hvorfor vi siger det pa den made, nar vi nu for god ordens skyld bringer to praecise ssetninger
herom:

Szetning 9 FEksistensseetning. Lad D vere en dben delmaengde af R? og lad (tg,x0) € D. Antag,
at f er en kontinuert funktion defineret pdé D. Sa har begyndelsesverdiproblemet x (tg) = xo for
differentialligningen % = f (t,x) mindst én losning.



Bemeaerkning 10 Vi beklager, at der optraeder begrebet kontinuitet of funktion af 2 variable,
et begreb, som leseren pd dette tidspunkt ikke formodes at have kendskab til. Da leseren dog
har kendskab til kontinuitetsbegrebet for funktion af én variabel, kan man hdbe, at det indtryk
efterlades, at naesten alle begyndelsesvaerdiproblemer for differentialligninger af forste orden har
mindst én lgsning.

I afsnittet om separable differentialligninger gives et eksempel pa en differentialligning, der
opfylder betingelserne i eksistenssaetningen, men som har mere end én lgsning giende gennem et
givet punkt (faktisk uendeligt mange). De differentialligninger vi skal mgde opfylder dog naesten
alle betingelserne i den naeste saetning:

Szetning 11 Eksistens- og entydighedssetning. Lad D vere en dben delmengde af R?. Lad f
veere en kontinuert funktion defineret pa D, og antag, at f har en kontinuert partiel afledet mht.
x 1 D. Lad (tg,zg) € D. Sd har begyndelsesverdiproblemet x (to) = xo for differentialligningen
4z — f(t,z) netop én losning.

Bemsaerkning 12 Det er i eksistens- og entydighedssetningen underforstiet, at der tales om
maksimale Igsninger. En lgsning kaldes maksimal, hvis dens definitionsinterval ikke kan udvides
til et storre interval. Eksempelvis er hver af de i Eksempel 6 givne tre lgsninger maksimale.

2 Lgsningsmetoder for specielle klasser af differentialligninger

I gennem de godt 300 ar man har arbejdet med differentialligninger har man forsggt at finde
lgsningsmetoder for differentialligninger. Man gnsker meget gerne formeludtryk for lgsningerne.
Der findes da ogsa en meengde metoder, der hver for sig kan klare en klasse af differentialligninger.
Men der findes ikke nogen enkelt metode, der kan bruges i alle tilfselde. Tveertimod er situationen
den, at for langt de fleste differentialligninger har man ikke andet at ty til end eksistens- og
entydighedssaetningen. Dvs. det viser sig umuligt at bestemme en formel for den lgsning, som
man dog véd findes. En lignende situation mgder vi ved bestemmelsen af integraler. Eksempelvis
er funktionen f : ¢t — 1/(¢+1Int) jo kontinuert péa intervallet [1,2] og derfor eksisterer det

bestemte integral
2
1
/ dt
1 t+Int

Skal vi udregne integralet pa szedvanlig made, mé vi have fat i en stamfunktion til f. En sddan er
imidlertid ikke lige til at finde! Faktisk kan Maple heller ikke. Det er muligt, at en stamfunktion
til f slet ikke kan udtrykkes ved allerede kendte funktioner. Vi er dermed overladt til en numerisk
bestemmelse af integralet. Bruger vi en numerisk metode finder vi

2
1
/ dt = 0.5715168780
, t+1Int

med 10 betydende cifre.

Faktisk er integrationseksemplet ikke helt ved siden af. Bestemmelsen af en stamfunktion til
f kan betragtes som et spgrgsmal om at lgse differentialligningen ' (t) = f (¢), altsa i vores
tilfzelde lgse differentialligningen

x = L
t+1Int

Vi ma altsa forvente, at skulle bruge numeriske metoder ved bestemmelsen af Igsninger til mange
af de differentialligninger, som vi mgder i anvendelserne.




Vi skal i de naeste to afsnit betragte to vigtige klasser af differentialligninger for hvilke der
kan gives lgsningsmetoder i den forstand, at lgsning kan reduceres til stamfunktionsbestemmelse.
Metodernes endelige succes athaenger dermed af muligheden af at finde stamfunktioner til visse
funktioner.

2.1 Separable differentialligninger
En separabel differentialligning er en differentialligning, der kan skrives pa formen

L g 9

hvor hgjresiden altsa kan skrives som et produkt af to faktorer, hvor den ene ikke indeholder x
og den anden ikke indeholder ¢ (uden gennem z (t) ).

Eksempel 13 Differentialligningerne

dx 2

= —9t(1 —
7 t(l—z)
dz _ x(1—x)
dt ~  1+¢2

er begge separable. Vi lgser dem senere i dette afsnit.

Lgsning af separable differentialligninger er jo pensum i gymnasiet, s vi forudssetter en vis
erfaring med lgsningen af sdidanne. Her fglger dog en noget voldsomt udseende sztning, der siger,
hvordan lgsningerne kan findes.

Saetning 14 Betragt differentialligningen (3), hvor h er kontinuert pa det abne interval I og g
kontinuert pd det abne interval J. Sd gelder:

1. Lad ¢ vere en funktion, der pd intervallet I opfylder g (¢ (t)) # 0 for allet € I. Sg er
x = ¢ (t) lpsning til differentialligningen (3) pé intervallet I, hvis og kun hvis © = ¢ (t) pé
intervallet I er lgsning til ligningen

/%_/h(t)dm—k (@)

2. Den konstante funktion x = ¢ (t) = zo, t € I, er en losning til (3), hvis og kun hvis
g (x0) =0 (forudsat at h ikke er identisk lig nul i I).

for en eller anden konstant k.

3. Hwvis begyndelsesverdiproblemet for (3) har entydigt bestemte lgsninger gennem ethvert
punkt i I X J, sd bestar den fuldstendige losning til (3) af de lpsninger, der findes ved sep-
aration af de variable (altsd de losninger, der implicit er givet ved (4)) samt af eventuelle
konstante lgsninger.

Bevis. Vi tager de tre dele i reckkefplge:

1. Lad = = ¢ (t) veere en lgsning til differentialligningen (3) pa intervallet I med g (¢ (t)) #0
for alle t € I. Sa har vi

¢ (t) =g (o (1) h(2)



for alle ¢t € I. Ved division med g (¢ (t)) fas
———===nh(t)

Ved ubestemt integration mht. ¢ fas, at der findes en konstant k, sa

o
/g<<z><t>>dt‘/h“)d”‘“

I integralet pa venstre side indfgrer vi substitutionen x = ¢ (¢). Vi finder sa dz = ¢’ (t) dt,

hvormed vi har p
T
—— = [ ht)dt+k
/g(ﬂf) /()

hvilket er (4). Antag omvendt, at © = ¢ (t) er en lgsning til ligningen (4) pa intervallet
I med g (¢(t)) # 0 for alle t € I for en eller anden veerdi af konstanten k. Vi kan skrive
(4) pa formen G (z) = H (t) + k, hvor G (z) er en stamfunktion til ﬁ pé et interval
J pa hvilket g (x) # 0, og som indeholder veerdimaengden for ¢ (t),t € I, og hvor H
er en stamfunktion til 4 pa I. Da dermed ¢ (t) = G™1(H (t)), er ¢ differentiabel pa I,
og vi har G' (¢ (¢)) ¢' (t) = H' (), dvs. % = h(t) for alle t € I. Altsd geelder ogsa

¢ (t) =g (o (t)) h(t), dvs. at ¢ pa I opfylder (3).
2. Hvis g (x0) =0, sd er x = ¢ (t) = xo, t € I, klart lpsning til (3). Hvis omvendt = = f (t) =

xo, t € I, er lpsning til (3), sa er enten g (zo) = 0 eller h (t) = 0 for alle t € I. Hvis derfor
h ikke er identisk lig nul i I, s m& g (zo) veere lig nul.

3. Folger umiddelbart af 1. og 2.
]

Saetning 15 Lad I og J veere abne intervaller. Lad h vere kontinuert pa I og lad g vere differen-
tiabel pé J med kontinuert afledet ¢', sd har begyndelsesvaerdiproblemet

= h®e@), ()=

hvor ty € I og xo € J precis én losning.
Bevis. Resultatet fglger umiddelbart af eksistens- og entydighedssaetningen. m

Bemaerkning 16 Ved separation af de variable opnds som beskrevet en ligning (4) mellem t og
x. Denne ligning definerer lgsningen x implicit som en funktion af t. Ligningen er ofte temmelig
vanskelig at lgse, selv hvis de to integraler kan udregnes! Undertiden er det ngdvendigt at lgse
den ved hjelp af numeriske metoder. I sa fald kunne det vere en fordel i stedet at lgse selve
differentialligningen numerisk.

Bemaerkning 17 I de tilfelde, hvor det er lykkedes at lgse (4) mht. x, er det ofte svert at
bestemme det interval, pa hvilket det fundne funktionsudtryk loser differentialligningen. Ofte
afhenger dette definitionsinterval af konstanten k.



Eksempel 18 For differentialligningen

dx 2
i 2t (x —1) (5)
onskes den fuldstendige losning bestemt. Desuden gnskes fundet den lgsning, der opfylder begy-
ndelsesbetingelsen z (0) = 3.
Differentialligningen er separabel. Da h (t) = 2t er kontinuert pd R og da g (x) = (x — 1)* dben-
bart er differentiabel med kontinuert differentialkvotient ¢’ (x) = 2x — 2 pd R, gdr der igennem
ethvert punkt i planen R? netop én losning. Vi undersoger forst, om differentialligningen har
konstante lgsninger. Vi skal da lgse ligningen g (z) = 0, dvs. (z — 1)? = 0. Denne ligning har
dabenbart lgsningen 1. Altsa har differentialligningen den konstante lgsning x = 1. Alle andre
losninger er voksende for t > 0 og aftagende for t < 0, idet jo ' (t) = 2t (x (t) — 1)2 dbenbart
har samme fortegn som t.

Vi bestemmer nu formeludtryk for de lgsninger, der ikke er konstante. Disse lgsninger findes

ved separation
d
/L—iijzi/2Mt+C
(x —1)

hvor C' er en arbitrer konstant. Ved integration fas

1
———=t*4+C
z—1
Man vil nu sige, at differentialligningen er lgst, men at lgsningen er givet pd implicit form.
Man vil normalt gerne have lgsningen pa eksplicit form, dvs. at man direkte har en formel, der
forteller hvad x (t) er lig med. Vi skal altsé nu isolere x. Vi finder

1
24+ C (6)

rz=1

Den fuldstendige losning bestdr altsd af (6) og den konstante lgsning x = 1.
Den losning, der opfylder begyndelsesbetingelsen x (0) = 3 findes ved indsettelse af t =0 i (6):

1 1

sd C = 2. Losningen er altsd x (t) =1—1/ (* +2) = (t* + 1) / (t* 4 2). Losningen er defineret
pa hele R.



Ovelse 19 De lgsninger til (5), der opfylder begyndelsesbetingelse x (0) = xg med xy > 1 er ikke
defineret pa hele R. Definitionsintervallet for en lgsning skal naturligvis indeholde den t-verdi
for hvilken begyndelsesvaerdien er givet, i dette tilfelde altsa t = 0. Find definitionsintervallet for
den lgsning, der opfylder begyndelsesbetingelsen x (0) = 2.

Eksempel 20 For differentialligningen

de  z(1—=x)

dt 1+t
gnskes den fuldstendige losning bestemt. Differentialligningen er separabel. Da h (t) =1/ (1 + t2)
er kontinuert pé R og da g(x) = x (1 —x) dbenbart er differentiabel med kontinuert differen-
tialkvotient ¢’ (x) = 1 — 2x pd R, gdar der igennem ethvert punkt i planen R* netop én losning.
Vi undersager forst, om differentialligningen har konstante lgsninger. Vi skal da lgse ligningen
g(xz) =0, dvs. (1 —x) = 0. Denne ligning har abenbart losningerne 0 og 1. Altsd har differ-
entialligningen de to konstante losninger x = 0 og x = 1. Vi kan allerede nu sige en hel del
om de andre lgsningers forlob. Opfylder en lpsning x (t) uligheden x (ty) > 1 (Yomrdde 17) pé
et tidspunkt to, sd vil den altid have gjort det og vil vedblive med at gore det. Lasningen kan jo
ikke krydse den konstante lgsning x = 1 pd grund af entydighed af lgsninger. Det samme kan
siges om en lgsning, der opfylder 0 < x (to) < 1 ("omrdide 27) og om en lgsning, der opfylder
x (to) <0 ("omrade 8”). Vi kan endda udfra differentialligningen afgore monotoniforholdene for
losningerne i de 3 omrdder. I omrade 1 er ' (t) = x (t) (1 —x (¢)) / (1 +¢*) <0, da x (t) > 1.
Altsd er losningerne i omrdde 1 aftagende. Det samme er lgsningerne i omrade 3, mens lgs-
ningerne i omrade 2 er voksende.

Vi bestemmer nu formeludtryk for de lgsninger, der ligger i de tre ovennevnte omrdder. Disse

losninger findes ved separation
dz 1
= dt+C
/m(l—m) /1—i—t2 +

In|z| —In|z — 1| = arctant + C

hvoraf



Her er C € R en integrationskonstant. Ved sammenskrivning af de to logaritmer fas

In

m 'zarctant—i—C’
rz—1

hvorefter vi finder
x

C’earctan t

p— 1‘ = exp (arctant + C) =e

Numerisktegnet kan fjernes mod, at der settes + pd hajresiden:

T

iecearctan t_ Kearctan t
z—1

hvor vi har sat K = +e©. Bemark, at K nodvendigvis ma vere forskellig fra nul. Vi skal nu
lose ligningen

T == Kearctant
z—1
Vi finder:
x
=u<=z=(x—u=zu—u
rx—1
U
SsSrTu—r=ussx=
u—1
Altsd har vi
Kearctant K
z(t) = = —
Kearcta.nt -1 K —e— arctant

hvor K € R\ {0}. Hermed har vi altsi fundet en formel for de losninger, der befinder sig i de tre
omrader adskilt af de konstante lgsninger.
Den fuldstendige losning til differentialligningen bestdr da aof disse samt de to konstante lgs-
ninger, x = 0 og x = 1. Den forste af de konstante lgsninger kan inkorporeres i den generelle
formel ved alligevel at tillade K = 0.

Huis begyndelsesbetingelsen x (0) = 2 er givet, finder vi ved indsettelse konstanten K til 2.

Altsa fas losningen
2

z (t) = 92— e~ arctant

Losningens definitionsinterval findes ved at forlange (1) at nevneren 2 — e~ 24t oL () og (2)
at t = 0 er med i intervallet, da det er for denne t-verdi, at begyndelsesvaerdien er opgivet. Da
2—earctant — () & ¢ = —tan (In2) fds definitionsintervallet for vores losning til |— tan (In2) , oo|.
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Figur 3. Heldningsfeltet for ' =

i sammen med 6 lgsninger.

Eksempel 21 Som et eksempel pd, at der kan ga to lgsninger gennem samme punkt tager vi

differentialligningen
dx
T (7)

Vi ser, at ¥ = 0 er en konstant losning. Ved separation af de variable findes losningerne x =
f () = (t+k)®. Losningsmetoden kraever f (t) = (t + k)* # 0, men det ses ved direkte indsettelse
i differentialligningen (7), at x = f (t) = (t +k)* er losning for alle t € R. Gennem (0,0) gir
nu foruden den konstante lgsning x = 0 ogsd losningen x = t3. I virkeligheden er det endnu
veerre, idet man ved sammenstykning af den konstante lgsning med lgsningen x = (t—l—k)3 i

punktet t = —k kan konstruere uendeligt mange losninger, der alle gar gennem (0,0) . Lad nemlig
k1 <0< ko, og lad f vere den funktion, der er givet ved folgende forskrift

2
= 313

(t — k1)3 fO?" t S k’l
f(t): 0 fOT‘ ki1 <t<ks
(t — k’g)s fO?" t 2 k’g

sq er f losning til (7) pd R, og dens graf gar gennem (0,0). Hvis vi tillader k1 = —o0 og ke = 00,
sd giver ovenstiende forskrift faktisk samtlige losninger, der gar gennem (0,0). Bemerk, at
g (z) = 322/3 ikke er differentiabel for x = 0 (junf. Bemerkning 1 ovenfor).

10
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Figur 4. Losningen med kv = —1, ko = 2 og lgsningen med k1 = ko = 0.

2.2 Linezre differentialligninger af 1.orden
En differentialligning af forste orden, der kan skrives pa formen
a(t)x +b(t)x=c(t)
kaldes en lineser differentialligning. P& ethvert interval I, hvor a (t) # 0, for alle ¢ € I, kan
ligningen normeres ved division med « (t). Herved opnar differentialligningen fplgende form
¥ +pt)r=q(t), tel
Vi forudsaetter i det fglgende, at bade p og ¢ er kontinuerte pa et interval I.

Saetning 22 Lad p og q vere kontinuerte funktioner defineret pd intervallet 1. Sa er den fuld-
stendige losning til
o' +p(t)r=q(t) (8)
givet ved formlen
2 (t) = P / P (1) dt + Ce PO )

hvor P er en vilkarligt valgt stamfunktion til p, og hvor C € R er en arbitrer konstant.

Bemaerkning 23 Vi ser, at enhver lgsning til den lineere differentialligning (8) er defineret pd
hele I. Dette er ofte ikke tilfeldet for ikke-lineere differentialligninger. Formlen (9) kaldes ofte
for Panserformlen.

Bevis. Da p er kontinuert pa I, har p en stamfunktion pa dette interval. Lad P veere en sadan.
Da eP®) > 0 for alle t € I, har differentialligningen (8) de samme lgsninger som fglgende
differentialligning

2 (£) PO 4 p(8) PO (£) = PO (1)
Men venstre side heraf er differentialkvotienten af produktet e”®)z (¢). Dvs. ovenstaende kan

skrives pa formen
d

o7 (ep(t)ﬂc (t)) =ePOg (1)

11



Denne differentialligning er imidlertid ensbetydende med, at e”®z (t) er en stamfunktion til
eFMyq (t), dvs. ensbetydende med eksistensen af en konstant C' € R, sa

POy (t) = /ep(t)q(t) dt +C
Med det ubestemte integral betegner vi her en vilkarligt valgt stamfunktion til e”(!)q (¢). Denne
sidste ligning er abenbart skvivalent med formlen (9).
Eksempel 24 Vi vil finde den fuldstendige lgsning til differentialligningen
2’ (t) + 2z (t) = Hsint
Ligningen er dbenbart lineer. Den er allerede normeret. Vi bruger Panserformlen (9). Idetp (t) =
2 fas P (t) = [2dt = 2t, sd
r(t)=e* /€2t5 sint dt + Ce™?

hvor C er en arbitrer konstant. Ved udregning af integralet fas
x(t) =e " (2e*sint — e* cost) + Ce™* = 2sint — cost + Ce ™"

geldende for alle t € R. Vi bemerker, at for store verdier af t ligner alle lgsningerne den der
svarer til C =0, hvilket ogsd fremgadr af figuren nedenfor.

AR RN

SRR EE R AN AS!
I AR AR
N RSN R
LRI RS R R R !
AR LRSS R R
PRS2 L
RN 777NN
N 7777 7\
N7 1107 =\
NN 7R R R A\
N7 7=\
AT 77~
ST 7=
ST L7707
ST LI 117777
R
AT

Figur 5. Heldningsfeltet for ' + 2z = 5sint sammen med 5 lgsninger.

]

Mest af hensyn til den senere behandling af linesere differentialligninger af hgjere orden viser
vi en generel setning om strukturen af den fuldsteendige lgsning til den linezere differentialligning
af forste orden.

Saetning 25 Den fuldstendige lgsning til differentialligningen (8) er lig med summen af en par-
tikuler losning, x,, til ligningen og den fuldstendige losning, Tnom, til den tilsvarende homogene
ligning

' +pt)z=0 (10)

altsd © = xp + Thom-

12



Bevis. Vi giver to beviser.

1. Den fuldsteendige lgsning til (8) er givet ved Panserformlen (9). Nar C' = 0 i (9) fas
en lgsning. Den betegner vi med x,. Det er en partikuleer lgsning. Formlen (9) geelder
selviglgelig ogsa for det specielle tilfeelde, at ¢ (t) = 0 for alle ¢ € I. Men sa fas den
fuldsteendige lgsning til den homogene ligning til zpom = Ce~ ). Seetningen folger nu ved
at udnytte den péviste fortolkning af de to led i (9).

2. Dette bevis udnytter ikke Panserformlen (9). Antag, at x, er en lgsning til (8) og at xj, er
en lgsning til (10). S& er x = z, + x5, losning til (8), idet

(zp +zn) +p(t) (xp +23) = x4+ x, +p (), +p ()
= (z +p(t)ap) + (2}, +p () ) = q () +0=q(1)
Hvis omvendt zq0g @2 begge er lgsninger til (8), si er © = x1 — x2 lgsning til (10), idet

(1 —22) +p(t) (21 — 22) = 2] —2h +p(t) 21 — P (t) 72
= (@i +pt)x1) — (@5 +p(t)x2) =q(t) —qt0=0

Heraf folger seetningen.
]
Eksempel 26 Differentialligningen
te' 4+ 2z =te !
betragtes for t > 0. Ligningen er dbenbart lineer. Vi normerer forst ligningen:

2
Pyt
x+ta: e

Panserformlens P er givet ved P (t) = [2dt = 2Int, s vi finder, at e’® = 2Int = ¢2 o9
e PM) =2 Hermed er den fuldstendige losning givet ved

z(t) = t*Q/th*tdtJrCt*?
=12 (—tPe " —2te" —2e7") + Ct?
= (1121 2) 1 E
B t 12 2

hvor C € R. Vi kan skrive den fuldstendige lgsning pa formen

C—(+2t+2)e?
$2

x(t) =

For C < 2 gelder dbenbart, at x (t) — —oo, og for C > 2 gelder, at x (t) — oo for t | 0. Huvis
C =2 er det ikke pa forhdand klart, hvordan x (t) opforer sig fort | 0. Vi har et ”% -problem, pa
hvilket vi kan bruge [’Hospitals regel:

—(2t+2)et+ (P +2+2)e " 2ot et

= = —)0

2t 2t 2

fort | 0. Det samme geelder altsd for x (t).
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3 Numerisk lgsning af differentialligninger: Eulers metode

Da numerisk lgsning af differentialligninger i mange tilfzelde er en ngdvendighed, vil vi her kort
behandle en simpel metode til numerisk lgsning af et begyndelsesvaerdiproblem for en differ-
entialligning af fgrste orden. Vi ggr det for give en idé om hvad man mener med en numerisk
lgsning.

Vi gnsker at finde en tilngermet (med et finere ord: approksimativ) lgsning af begyndelsesveerdiprob-
lemet

! (t) = f(t,.’li(t)), .Z‘(t()) = T

En tilneermet eller approksimativ Igsning betegnes ofte som en numerisk lgsning, nar resultatet
ikke er givet ved en formel, men foreligger som en tabel af konkrete talveerdier eller som en
procedure, der for enhver given konkret talveerdi af ¢ kan beregne z (t). Som brugt her, har ordet
numerisk intet at ggre med brugen i udtrykket numerisk verdi of et tal, som i |z|.

Eulers metode er en numerisk metode. Den er opkaldt efter den schweitziske matematiker
Leonhard Euler (1707-83), der méaske er den mest produktive matematiker, der nogensinde har
levet. Dette skal man dog ikke lade sig skreemme af. Metoden er ganske simpel.

Vi begynder i det opgivne punkt (tg, zo) . Losningens tangentheeldning til ¢ = tg er 2/ (tg) =
f(to, o). Gér vi derfor et lille skridt af laengden h til hgjre, er den nye eksakte x-veerdi teet péa
den x-veerdi, vi far ved at g& langs tangenten. Gar vi langs tangenten far vi x-veerdien

x1 = xo + hf(to, xo)

Den tilsvarende t-vaerdi er
ti1=to+h

Vi star nu i punktet (¢1,21) . Dette punkt ligger formodentlig lidt ved siden af det korrekte punkt,
men er det bedste vi har. I dette punkt er lgsningens heeldning z'(¢1) = f(¢1,21). Vi gar langs
den nye tangent et t-skridt pa h, og finder da x-veerdien

xo =21 + hf(t1,21)
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svarende til t-veerdien
to=t1+h

Saledes fortsattes. Vi finder en rackke punkter
(t(),flj()) ) (tlyxl) ) (t27'7"2) gy (tn,.’lfn) P

der heenger sammen pa fglgende made

Tn4+1 = Tn + hf(t’nv 'Tn)
tn—i—l =tn+ h

forn=0,1,2,3,....

Det kan vises, at den fejl, der begas ved et enkelt skridt er ca. proportional med k2. Den totale
fejl ved beregningen af x(b), hvor b er sluttids-punktet, bliver hermed omtrent proportional med
h = h'. Dermed er Eulers metode en forsteordensmetode.

Eksempel 27 Som eksempel tager vi begyndelsesveerdiproblemet

fL'I :t2+1‘2
z(0) =1

Vi tager h = 0.1. Vi har dbenbart to = 0,09 = 1 og f(t,x) = t> + 22. Si vi finder forst
x1 =z + hf(to,zo) =1+0.1- f(0,1) = 1.1
ti =to+h=0.1

Dernest finder vi

To =21 + hf(tl,xl) =1140.1- f(O.l, 1.1) =1.222
to=t1 +h=0.2

Gar vi et skridt mere, finder vi

T3 = To + hf(tg,xg) =1.222+0.1- f(0.2, 1.222) =1.3753
tg=ta+h=0.3

Hermed har vi tabellen

t|0| 01|02 0.3
x| 1| 1.1] 1.222| 1.83753

Hvis vi halverer skridtlengden, dvs. tager h = 0.05, sd fas tabellen

t| 0] 01 0.2 0.3
x| 1] 1.105 | 1.236 | 1.404

hvor vi kun har medtaget x-verdier svarende til samme t-verdier som for. Halveres igen (h =
0.025) fas:

t10] 0.1 0.2 0.3
z | 1| 1.1082 | 1.2441 | 1.4207

I dette eksempel kan den eksakte lgsning findes, idet den kan udtrykkes ved sdkaldte Besselfunk-
tioner. Men indeholder éns repertoire af funktioner ikke Besselfunktionerne, sa kan den eksakte
losning ikke angives. Maple kender Besselfunktionerne og kan finde den eksakte lgsning. Den ser
kompliceret ud, men lpsningen giver folgende tabel (med 5 betydende cifre):

t| 0| 01 0.2 0.3
x| 1] 1.1115| 1.2530 | 1.4397

15



Eksakt
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ffffffffffffffff Euler med h

0.05
0.1

Figur 7. Den eksakte lgsning sammen med Eulerlgsningerne med h = 0.1 og 0.05.
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