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Opgave E1l (uden hjelpemidler, 5 point).
Lad funktionen f veere givet ved forskriften

flx,y) = xze®cosy — e ysiny

for alle (z,y) € R%. Undersgg, om f opfylder ligningen

Pf  O*f 2
o a_y2_0 for alle (z,y) € R

Opgave E2 (uden hjalpemidler, 10 point).

1. Skitsér det begraensede omrade S i xy—planen, der ligger mellem kurverne

y=22—2o0gy=2x.

2. Find planintegralet

/s (3y2 — 2y (902 — x)) dA.

Opgave E3 (uden hjelpemidler, 10 point).

Vis, at differentialformen

w = (ye™ + 3x2) dz 4 (ze®™ —siny — ycosy) dy



er eksakt i R? og bestem samtlige stamfunktioner.
Opgave E4 (20 point).
Kurven med ligningen

Py +ay® = 2

hvor > 0, er grafen for en funktion af . Denne funktion betegnes med h. Det
vides, at h er vilkarligt ofte differentiabel.

Find det andet Taylorpolynomium Ps(x) for h(xz) med udviklingspunkt = =
1.

Opgave E5 (20 point).

Lad funktionen f veere givet ved forskriften
flz,y) = 22" +4a%y* + 29" — 42 +y
for alle (z,y) € R%

1. Find stgrste- og mindsteveerdi for f pa omradet S indenfor eller pa niveaukur-
ven f(z,y) = —7 (se figuren). 2z + 4a?y? + 2y* —4a? +y = —1/4

2. Find stgrste- og mindsteveerdi for f pa den delmaengde af omradet S, der
ligger i den lukkede 1. kvadrant.



Opgave E6 (15 point).

Kurven 7 er givet ved parameterfremstillingen
(x,y) = (sint,cos(3t)), t €[0,27].

Se figuren. Kurven afskeerer, som det ses, 3 begreensede omrader i planen.
(sint, cos (3t))

Lad S veere det af de 3 omrader, der svarer til at t € [Z,22] . Find arealet
af S ved at bruge Greens satning:

_ _9P  9Q
/kP(x,y)dﬂc-i-Q(eT,y)dy = /s< ay+8x)dA

med P(z,y) =0,Q(x,y) = x og med k som den del af kurven ~, der afgraenser
S.
Opgave E7 (20 point).

Lad funktionen f veere givet ved forskriften

_Jt for t<2
Ft) = { 22"t for t>2

Lgs for ¢t > 0 differentialligningen



med begyndelsesbetingelsen x(0) = 0.
16. december 1997
Opgave E8 (uden hjelpemidler, 8 point).
Lad funktionen f veere givet ved forskriften

1
flz,t) = et

Vi
for alle (z,t) € R x R. Bestem konstanten k, si f opfylder ligningen

of  0%f
E = k’@ for alle (.T,t) € R x R+.

Opgave E9 (uden hjlpemidler, 7 point).
Lad omrédet S veere givet ved S = {(z,y) € R? [0 <2 < FA0<y <sinz}.

Find planintegralet
/ y? cos zdA.
S

Opgave E10 (uden hjeelpemidler, 10 point).
Der er i R? givet differentialformen

w= (y2em + 12.7,‘3) dx + (2ye® + cosy) dy
1. Vis, at w er eksakt i R? og bestem samtlige stamfunktioner.

2. Find kurveintegralet |, W, nar k er kurven givet ved parameterfremstillin-
gen (z,y) = (t2,t) ,t€[0,1].

Opgave E11 (20 point).
Ligningen
sinh (z 4 2y) = sin (2z + y)

beskriver i zy - planen en kurve, som er vist pa figuren. Kurven gar abenbart
igennem (0,0) og er grafen for en funktion y = g(z). Det vides, at g er vilkarligt
ofte differentiabel.

sinh (z 4 2y) = sin (22 4 y)
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1. Find det 2. Taylorpolynomium P, for g med udviklingspunkt 0.

2. Find ved brug af Newtons metode den positive lgsning til ligningen g(z) =
0. Aflaes et rimeligt startgaet pa figuren. Resultatet gnskes angivet med to
betydende cifre.

Opgave E12 (20 point).

Lad funktionen f veere givet ved forskriften

fz,y) = €* (y* + 27y)

for alle (z,y) € R%.
Find stgrste- og mindstevaerdi for f pa det begraensede omrade S i 3. kvad-
rant, der begraenses af parablen y = —x2 og linierne y = 0 og x = —5.

Opgave E13 (15 point).
Udregn planintegralet

/S(sz) A

hvor S er omradet begraenset af den positive x - akse og af kurven givet i polaere
koordinater ved ligningen r = 0, 6 € [0, 27]. Se figuren.
0



Efter omskrivning til et passende dobbeltintegral skal man enten beregne
dette helt, eller man skal anfore en Maple-kommando, der (hvis udfert) ville
give det korrekte resultat.

Opgave E14 (20 point).
Et givet fysisk system kan beskrives ved differentialligningen
d*z dz

4@ + 8% + 5$(t) = aé(t — to)

hvor a og ty er konstanter, ty > 0, og hvor § er Diracs deltafunktion. Begyn-
delsesbetingelserne er x(0) = 0,2'(0) = 1.

Systemet kunne veere et matematisk pendul, der foretager smé vinkeludsv-
ing (z(t) er s& vinklen til lodlinien malt i radianer). Der er taget hensyn til
luftmodstand. Ligningens hgjre side betyder, at pendulet modtager et spark til
tiden tg. Dette spark giver pendulet impulsforggelsen a.

1. (15 point) Lgs differentialligningen med de givne begyndelsesbetingelser.

2. (5 point) Hvor stort et spark skal pendulet have for at det bringes til ro,
og hvornar skal sparket ske?

26. maj 1998

Opgave E15 (uden hjeelpemidler, 9 point).
Udregn planintegralet
/ 2xydA
S

nar S er det begraensede omrade, der ligger mellem kurverne

y=z+1ogzx=1y>—1.



Opgave E16 (uden hjeelpemidler, 6 point).
Ligningen
ln(1+x2+y) +z+2y=0

definerer y implicit som en differentiabel funktion af x for alle x € R. Find

y' (0). (Bemeerk, at (z,y) = (0,0) opfylder ligningen).

Opgave E17 (uden hjelpemidler, 10 point).
Lgs differentialligningen

o (t)+2x(t) =€t

med begyndelsesbetingelsen x (0) = zp. Ved eventuel brug af Laplacetransfor-
mation kan man ved tilbagetransformationen udnytte, at

1 1 11
(s+a)(s+b) b—al\s+a s+b

Opgave E18 (20 point).

Lad funktionen f veere givet ved forskriften

2
flay)=@y—2*)" -y
f har 3 stationeere punkter: O = (0,0) og to andre P og Q.

1. Kontrollér, at O = (0, 0) er et stationsert punkt for f og find koordinaterne
for de to andre stationsere punkter P og Q.

2. Afggr ved hjalp af det ssedvanlige kriterium typen af de stationzere punk-

ter P og Q.
) e
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3. Som det fremgar af ovenstaende niveaukurvediagram for f, er det ingen-
lunde klart, til hvilken type O = (0,0) skal henregnes. Vis, at O ikke er
et lokalt ekstremum.

Opgave E19 (20 point).
Betragt i R? vektorfeltet

F(z,y) = (y3 + sinh z, 3xy® + zy)
1. Vis, at F ikke er konservativt i R2.

2. Lad k veere dén lukkede kurve i gvre halvplan, der bestar af en del af
enheds-cirklen og en del af cirklen med ligningen » = 2siné (i polaere
koordinater). Kurven gennemlgbes i positiv omlg bsretning. Se figuren.

1,2sin6

Find kurveintegralet

/F-d?
k

ved brug af Greens sztning. Efter opstilling af det resulterende integral
kan den konkrete udregning erstattes af en Maple-kommando, der (hvis
udfe rt) ville give det korrekte resultat.

Opgave E20 (15 point).
Der er givet kurverne med ligningerne
2x+y—|—1n(w—|—y2) =
32 —yt +sin(m(z49)) =
P& figuren er vist de dele af kurverne, der forlgber i kvadratet [—2,2] x [—2,2].

Med f(z,y) og g(z,y) betegner vi venstresiderne af de to ligninger. Det ses af
figuren, at ligningssystemet har mindst to lgsninger.



\@:o 2+

En af disse ligger i neserheden af (x,y) = (0,1). Bestem denne lgsning ved
Newtons metode med startgeet (zo,yo) = (0,1). Det anses for tilstraekkeligt at
bestemme (z1,y1) .

Opgave E21 (20 point).
Et system opfylder fglgende differentialligninger

() = —2x(t) +y(t) + f(t)
y'(t) = 2x(t) —y(t)

hvor f er givet ved

sint for t<m
f(t)_{ 0 for w<t

og hvor begyndelsesbetingelserne er z (0) = 0,y (0) = 0.
1. Skitsér f pa intervallet [0, 27]. Udtryk f(¢) ved Heaviside-funktioner.
2. Find den Laplacetransformerede Z(s) af lgsningen z (¢) .

3. Idet det kan anses for givet, at lim;_, . x(t) eksisterer, skal man bestemme
denne graensevaerdi.

5. januar 1999

Opgave E22 (uden hjeelpemidler, 10 point).
Find kurveintegralet

1 1
2xsiny — —— | dx + .’132 cosy + —) d
/k( Y (1+a:)2> ( )

nar k er kurven givet ved parameterfremstillingen

(z,y) = (sint,2cost) ,t € [0, %}



Opgave E23 (uden hjeelpemidler, 6 point).
Ligningen ) ,
YAy ty+a®+at+2®+1=0

definerer y implicit som en differentiabel funktion af x for alle x € R. Find

Yy (0).

Opgave E24 (uden hjeelpemidler, 9 point).
Find planintegralet

hvorSz{(x,y)€R2|1§x§1n3/\0§y§xe*m}.

Opgave E25 (10 point).
Funktionen h er givet som en sammensat funktion ved forskriften

h(t) = f(p(t),q(t))

hvor p og ¢ er differentiable funktioner af én variabel og f er er en differentiabel
funktion af to variable. Det oplyses, at

pB3) = 5,¢@3)=T7p(3)=-24(3)=8,
fo (5,7) = % (5,7) =11, f, (5,7) = g—i (5,7) = —4.

Find 1/ (3).

Opgave E26 (25 point).
Lad f veere funktionen givet ved
f(z,y) = 2’y + cos (z +y)
for alle (z,y) € R%.

1. Vis, at ethvert punkt af formen (0,pr), hvor p er et helt tal, er et sta-
tioneert punkt for f.

2. f har desuden endnu ét stationaert punkt @, og dette ligger teet ved (1, %) .
Vis, at dette punkts xz-koordinat opfylder ligningen

2% — sin <%x> =0

Bestem en (forbedret) tilnszermelse til lgsningen af denne ligning ved brug
af Newtons metode med startgaet zo = 1. Det er tilstrackkeligt at bestemme
1. Angiv ogsé den derved samtidigt opnaede forbedrede tilnsermelse til
Q's y-koordinat.

10



3. Det stationeere punkt (0,0) er hverken et lokalt ekstremum eller et sad-
delpunkt. Bestem for ethvert af de gvrige stationze re punkter om det
er et saddelpunkt eller ej. For det stationaere punkt @ kan tilnsermelsen
Q =~ (1,1) benyttes.

Opgave E27 (20 point).

Dobbeltintegralet
VT Vr—x?
/ dﬂc/ z? sin (x2 + y2) dy
—vF S
er lig med planintegralet
/ z? sin (w2 + y2) dA
s
for et passende valgt omréade S.

1. Skitsér et sddant omrade S.

2. Udregn planintegralet. Vink: Polaere koordinater.

Opgave E28 (20 point).

Der er givet differentialligningen
a'(t) = —ax(t) + f(t)

hvor a er en positiv konstant og f er givet ved

1—t2 for t<1
f(t)_{ 0 for 1<t

og hvor begyndelsesbetingelsen er x (0) = 0.

1. Find den Laplacetransformerede Z(s) af lgsningen x () .

2. Det kan anses for givet, at lim; . e*'z(t) eksisterer. Det oplyses desuden,
at der galder folgende generelle formel

L(e"g (1) =7 (s — a)
(”forskydningsreglen”). Find

lim e*x(t)

t—oo

11



7. juni 1999

Opgave E29 (uden hjelpemidler, 7 point).
Find de stationaere punkter for funktionen f givet ved forskriften

flxy) =

for alle (z,y) € R?

Opgave E30 (uden hjelpemidler, 8 point).
Kurven med ligningen

In(z®+y?) +az+3y=3

gar gennem punktet (x,y) = (0,1) . Kurven er graf for en differentiabel funktion
af x, som vi her skal kalde y (x). Find ¢ (0) .

Opgave E31 (uden hjselpemidler, 10 point).

/ 2zy%dA
S

Udregn planintegralet

nar S er det pa figuren viste omrade begraenset af parablen P med ligningen
x —y? =0 og kurven L med ligningen 22 + y* = 2.

Opgave E32 (10 point).

Lad funktionen f veere givet ved

f(@,y) = (z+y?) cos (z + 3y)

for alle (z,y) € R?. Find funktionens 2. Taylorpolynomium med udviklingspunkt
(m,0). Man kan (uden at vise det) udnytte, at f,, (7,0) = 37 og fyy (7,0) =
97 — 2.

Opgave E33 (20 point).

12



Lad f veere funktionen givet ved
flay) =a’e ™V 4y

for alle (z,y) € R?. Bestem stgrste- og mindsteveerdi for f pa cirkelskiven S =
{(z.y)|2* +y* <4}

Opgave E34 (25 point).

Lad k veere den lukkede kurve, der er vist pa figuren. Den bestar af en del
af enhedscirklen og to rette liniestykker. Kurven gennemlgbes i positiv omlgb-
sretning.

Fhhedscirklen

1. Find kurveintegralet

/ zyPde + (°y +y) dy
k

2. Find kurveintegralet

/ zy?dx + 23dy
k

Vink: Brug evt. Greens satning.

Opgave E35 (20 point).

Lad x (t) og y (t) betegne koncentrationerne af et stof A i to tanke. Vaesken
fra tank 1 (rumfang 4m®) pumpes med en hastighed pa 1m3/min gennem
et langt ror til tank 2 (rumfang 2 m?) og gennem et meget kort rgr og med
hastighed 2m3/ min tilbage til tank 1. Hver vaeskedel er 5 minutter om at gen-
nemlgbe det lange rgr, der til tiden ¢ = 0 er fyldt med rent vand. Systemet
startes til tiden ¢ = 0 med = (0) = 0 og y (0) = 0. Til tank 1 ankommer udefra
1m?/ min med konstant koncentration a. Til tank 2 ankommer udefra 1m?/ min
med konstant koncentration b.

Det mé anses for givet, at lim; o, y (t) eksisterer. Find denne graenseveerdi
(udtrykt ved a og b ).

13



December 1999

Opgave E36 (Uden hjalpemidler, 10 point).
En trekant S er begraenset af 3 rette linier med ligningerne

Y
Tty =
z—2y = 0

/ 4ayPdA
s

Opgave E37 (Uden hjalpemidler, 15 point).

Find planintegralet

1. (a) Vis, at differentialformen F)dz + Fady givet ved
(3x2y2 +4y* + 2y + 5) dx + (2x3y + 8zy + Qx) dy

er eksakt i R?.
(b) Find samtlige stamfunktioner til Fydx 4+ Fady.
(¢) Find kurveintegralet

/ Fidx + Fydy
k

idet k er kurven givet ved parameterfremstillingen
T \2
(2,9) = [ 1/1 + 8cos (515) n(1—t+tef) |, te01]

Opgave E38 (20 point).

Find det 2. Taylorpolynomium for
f(z,y) =3cos(z —y)+In (ﬂc2y3)

med udviklingspunkt (1,1).

Opgave E39 (20 point).

Det oplyses, at ligningen
v+ 23+ 2+ —-6=0
i R? fastlaegger y som en vilkarligt ofte differentiabel funktion y (z).

1. (a) Vis, at (z,y) = (1,1) tilfredsstiller ligningen.

14



(b) Find det 2.Taylorpolynomium P, (z) for y () med udviklingspunkt
1.

(¢) Tegn Taylorpolynomiets graf for 0 < z < 2. Dette spgrgsmaél tillades
ogsé lgst ved blot at anfgre alle de ngdvendige Maple-kommandoer.

Opgave E40 (20 point).

Lad funktionen f veere givet ved
fa,y) =202y — 22° —y'

i maengden
S={(z,y) e R*|2<z<2A-2<y<2}

1. (a) Find alle stationsere punkter for f i det indre af S.
(b) Find sterste- og mindsteveerdi for f i meengden S.

Opgave E41 (15 point).

Lad y (t) og z (t) betegne koncentrationerne af et stof A i to omrgrte tanke
med gennemstrgmning. Rumfanget af tank 1 er 2m?, og rumfanget af tank 2 er
3m3. Til tank 1 ankommer udefra 1m?3/ min med koncentrationen e~ (kg/m?).
Tank 2 afgiver 3m?/min til omgivelserne og modtager herfra 2m?/min med
koncentrationen te~* (kg/m?). Desuden smides der pludseligt efter 3 minutter
3kg rent A i tank 2. Tankene er forbundne med to rgr. Et meget kort rgr, der
fgrer en strom pa 2m?/min fra tank 1 til tank 2, og et meget langt ror, der
fgrer en strgm pa 1m?/min fra tank 2 til tank 1. Opholdstid i det lange rgr er
2 minutter. Systemet starter til tiden ¢ = 0 med y (0) = 0,z (0) = 0 og med
rent vand i det lange ror.

Find den Laplacetransformerede Z (s).

25. maj 2000

Opgave E42 (uden hjelpemidler, 8 point).
Lad f veere funktionen givet ved forskriften

flz,y) = Y + 222 cosy
x

for alle (x,y) € R?. Find differentialet df af f i punktet (1,0). Angiv ogsa
ligningen for tangentplanen til grafen for f i punktet (1,0, f(1,0)).

Opgave E43 (uden hjeelpemidler, 12 point).

Dobbeltintegralet
1 Loy
d ~dx
/0 Y /y 1423

15




udregnes kun meget vanskeligt direkte. Dobbeltintegralet kan imidlertid op-
fattes som et planintegral over et omrade S i xy-planen. Udregn dette planinte-
gral ved fgrst at skrive det som et dobbeltintegral med omvendt integrationsor-
den.

Opgave E44 (uden hjeelpemidler, 10 point).
Lad der veere givet differentialformen

w= (4x3y + 2303) dx + (m4 + ey) dy
Vis, at w er eksakt i R? og find samtlige stamfunktioner.

Opgave E45 (25 point).

Lad f veere funktionen givet ved forskriften
fxy) =ay? —a® + 2% -y

for alle (x,y) € R%. Pa figuren er til orientering vist et niveaukurvediagram for

f.

1. Find de partielle afledede, og bestem herefter samtlige stationsere punkter
for f.

2. Det oplyses og skal ikke eftervises, at de stationsere punkter pa ét naer er
egentlige saddelpunkter. Afggr om dette sidste stationze re punkt er et
egentligt maksimums- eller minimumspunkt.

3. Find stgrste- og mindsteveerdi for f pa det begraensede omrade S, der er
beliggende mellem hyperbelgrenene givet ved y2 — 22 = 1 samt mellem
linierne givet ved z = 0 og © = 1. Omradet er vist pa figuren nedenfor.

16



Opgave E46 (15 point).

Der er givet kurveintegralet

/ (zsinhz + 3zy®) dz + (In (2 +y) + 7y°) dy
k

hvor k er den lukkede kurve, der er sammensat af kurven k; givet i polaere
koordinater ved r = cos? med 6 € [0,%], og det liniestykke pa x-aksen, der
forbinder endepunkterne af k1. Kurven k gennemlgbes i positiv omlg bsretning.
Udregn kurveintegralets veerdi ved brug af Greens s& tning.

Opgave EAT (15 point).

Lad funktionen f veere givet ved
|t for t<1
f(t)_{ 1 for t>1
1. Find den Laplacetransformerede af f ved integration direkte ud fra defin-
itionen f (s) = [;° e ' f () dt.

2. Find ogsad den Laplacetransformerede af f ved brug af forsinkelsesre-
glen efter omskrivning af f (¢) til en sum indeholdende Heaviside-udtryk
u(t—a).

Opgave EA48 (15 point).

Find den funktion z, der opfylder ligningen

¢
x (t) = 4/ z (1) e 3 dr
0

17



for alle t > 0, samt begyndelsesbetingelsen x (0) = x9. Vink: Laplacetrans-
formér og udnyt, at hgjre side af ligningen er foldningen af x med funktionen
t — 4e~3!. Hermed kan foldningsreglen benyttes.

10. januar 2001

Opgave E49 (uden hjeelpemidler, 10 point).
Lad f veere funktionen givet ved forskriften

m2+y
—x

f(x,y): Aty

for alle (x,y) € R? med y # —4. Find de stationzere punkter for f .

Opgave E50 (uden hjeelpemidler, 10 point).
Find planintegralet
/ yedA
s

hvor S er det begrzensede omrade i anden kvadrant, der begraenses af koordi-
natakserne og parablen z = y2 — 1.

Opgave E51 (uden hjselpemidler, 10 point).
Lad der veere givet differentialformen

w= (Qxezy + 123:2) dr + (23:2 + 2) e?Ydy

Vis, at w er eksakt i R?. Find derefter kurveintegralet

IC

hvor k er kurven givet ved parameterfremstillingen

(x,y) = (tcost,tsint), te€[0,27]

Opgave E52 (15 point).

Lad f veere funktionen givet ved forskriften
f(z,y) =25(a® +y*) — ldzy — 90 (z + y)

for alle (z,y) € R?. Lad S vere omradet indenfor eller pa niveaukurven
f (x,y) = —81. Niveaukurven (en ellipse) er vist pa figuren.

18
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Find stgrste- og mindsteveerdi for f pa S.

Opgave E53 (10 point).

Lad f veere en funktion af to variable. Funktionen vides at have kontinuerte
partielle afledede i hele R?. Desuden vides det, at de partielle afledede af f i
punktet (—2,4) er givet ved

fo(=2,4)=3, f,(-2,4)=7
Lad nu h veere den sammensatte funktion givet ved forskriften
h(t) = f(Int—2t3 3t + 1)

for alle ¢ > 0. Find differentialkvotienten b’ (1).

Opgave E54 (20 point).
Der er givet planintegralet
/ cos (z + y2) JA

hvor integrationsomradet S er givet ved

Her er a en positiv konstant. Udregningen af dette planintegral er ikke helt nemt.
Der skal derfor i stedet foretages en approksimativ udregning, der ma forventes
at give et rimeligt resultat, nar a er lille. Idéen er at erstatte integranden

_ cos(z+y)

med dens 2. Taylorpolynomium P» (z,y) med udviklingspunkt (0,0). G& frem
som fglger

1. Find P, (z,y). For at mindske regningernes omfang kan man (uden at vise
det) benytte, at

f22(0,0) =1,  f3,(0,0) =—1, fy,(0,0) =-3
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2. Udregn planintegralet

/S Py (2,y) dA

Opgave E55 (25 point).

Der er givet differentialligningen
22" (t) + 72" (t) + 5 (t) = 15u (t — 3) + 66 (¢ — 3)

med begyndelsesbetingelserne z (0) = 3 og 2’ (0) = —3. Her er u Heavisides
funktion, og d er Diracs deltafunktion.

1. Vis, at den Laplacetransformerede af lgsningen er givet ved

_ s+e 3
Z(s) = 3—3 1D

for alle s > 0.

2. Idet det forventes, at lim;_, ., « (t) eksisterer, skal man uden tilbagetrans-
formation finde denne graensevee rdi.

3. Find nu ved tilbagetransformation af T (s) lgsningen z (¢t) for ¢ > 0. Lgs-
ningen gnskes angivet som en stykkevist defineret funktion (en ”tuborg-
funktion”).
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