Eksempel pa 2-timersprgve 1
Lgsninger

Preben Alsholm
Marts 2004

Opgave 1
Vi skal lgse ligningen

(1+i)z— (8+12i) e’ =0

Lgsningen gnskes angivet pa rektangulser form, dvs. pa formen x + iy, hvor
z,y € R.

Vi finder umiddelbart .
(8 +12i)e's

1414
Vi omskriver fgrst eksponentialfunktionen til rektanguleer form:

. 1 1
e's = cos (%) + ¢sin (%) = 5\/?;4—2'5

Hermed har vi

(8+12i) (3v3+i3) _4V3-6+i(4+6V3)

1+ 1+
(VB -6+i(4+6v3))(1—4) 103 -2+ (2v/3+ 10)
N (1+14) (1 —14) B 2

- 5\/§—l+i(\/§+5)

Opgave 2
Vi skal lgse ligningssystemet
X1 +$27$378I4 = 16
201 + 220 —x3 — 1704 = 33
1 +x9—5x3—24 = 6

Totalmatricen er
1 1 -1 -8 16
T = 2 2 -1 -—-17 33
1 1 -5 -1 6



Rackkeoperationerne Ry := Ry — 2R1, R3 := R3 — Ry giver

11 -1 -8 16
00 1 -1 1
00 -4 7 -10

Reakkeoperationen R3 := R3 + 4Rs giver
11 -1 -8 16
00 1 -1 1
00 0 3 -6

Matricen er nu pa echelonform og vi ser allerede nu, at z1,x3,z4 er basale
variable og x5 er fri. Men vi fortseetter. Raekkeoperationen Rs := %Rg giver

11 -1 -8 16
00 1 -1 1
0 0 O 1 -2

Rackkeoperationerne Ry := Rs + R3, Ry := R1 4+ 8R3 giver

11 -1 0 O
00 1 0 -1
00 0 1 -2

Endelig giver raekkeoperationen Ry := Ry + Ro

110 0 -1
0010 -1
00 0 1 -2

Matricen er nu pa reduceret echelonform. Det tilsvarende ligningssystem er

Ttz = -1
r3 = -1
Ty = —2

Saettes den frie parameter x5 til ¢, fas

T —1-—-1 -1 -1

. To . t o 0 1
Gl I e T T
Zq -2 -2 0

hvor t € R.

Opgave 3 (20 point).



Matricen A er givet ved

-2 —6 —6
A=| 4 13 9
2 5 8

Vi skal vise, at A er invertibel og finde den inverse A~!. Vi Igser matrixligningen

AC = I for C. Hertil opstiller vi totalmatricen T' = [A|I] dvs.

-2 -6 -6 1 0 O
T = 4 13 9 01 0
2 5 8 0 0 1

Rackkeoperationerne Ry := Rs + 2R1, R3 := R3 + Ry giver

-2 -6 -6 1 0 0
0 1 -3 21
0o -1 2 1 0 1

o

Reakkeoperationen R3 := R3 + Ro giver

-2 -6 -6 1 0 0
0 1 -3 1
0 0 -1 3 11

[\
o

Matricen er nu pa echelonform. Da der kun er enkeltindrykninger, er matricen
A invertibel. Vi fortsaetter med bestemmelsen af A~'. Rackkeoperationen Rs3 :=
—R3 giver

-2 -6 -6 1 0 O

0o 1 -3 2 1 0

o o0 1 -3 -1 -1

Rakkeoperationerne Ry := Rs + 3R3, R1 := Ry + 6Rg3 giver
-2 -6 0 —-17 -6 -6

o 1 0 -7 -2 =3
o 0 1 -3 -1 -1

Rezkkeoperationerne R; := Ry + 6Ry giver

-2 0 0 =59 —-18 -4
0o 10 -7 -2 =3
0o o1 -3 -1 -1

Til slut giver raeekkeoperationen Ry := —%Rg den reducerede echelonmatrix:
1 oo 3 9 12
010 -7 -2 -3
0 01 -3 -1 -1



Heraf aflaeser vi, at

2 9 12
A= -1 -2 -3
-3 -1 -1

Opgave 4
De givne Mapleoplysninger om 3 x 3-matricen A betyder, at karakterpoly-
nomiet for A er givet ved

det (A— M) =—(A—2)(A+3)

(minusset skyldes, at i Maple er karakterpolynomiet det (Al — A)). Desuden far
vi at vide, at en basis for nulrummet for A + 31 udggres af vektoren

3
1
0

Karakterpolynomiet ses umiddelbart at have rgdderne 2 og —3. Den sidste
rod er dobbeltrod. Egenveerdierne for A er derfor 2 og —3 (med algebraisk
multiplicitet 2).

3 3
Vi bliver bedt om at finde produktet A | 1 |. Men vektoren | 1 | er jo
0 0
egenvektor hgrende til —3, sa
3 3 -9
All | ==-3|1|=| -3
0 0 0

Til slut skal vi afggre, om A kan diagonaliseres. Da der ikke er 3 forskellige
egenveerdier, er der en mulighed for, at dette ikke er tilfeeldet. Vi ma undersgge
dimensionen af egenrummet hgrende til egenvaerdien —3. Men egenrummet
hgrende til egenveerdien —3 er jo nulrummet for A 4+ 31 og dette har dimension
1 ifplge det opgivne. Da dette tal (den geometriske multiplicitet for egenveerdien
—3) er mindre end den algebraiske multiplicitet, er matricen A ikke diagonalis-
erbar.

Opgave 5

Vi skal finde lgsningen til differentialligningen
d
d—f = (1+ z)sint

med begyndelsesbetingelsen = (g) =1.
Ligningen er separabel (men den er ogsé linezer, se nedenfor). Vi bemaerker
forst, at der Abenbart er den konstante lgsning z = —1. Men den er uinteressant,

da vi har begyndelsesbetingelsen x (g) = 1. Vi separerer:

/ du :/sintdt+C
1+

4




Vi bemeerker, at lgsningen ma opfylde 14+ > 0 (geelder for begyndelsesvaerdien
og derfor ogsd pa resten af definitionsintervallet). Vi finder s

In(1+z)=—cost+C

hvoraf fas
142 = efcostJrC _ 6C'efcost — Kefcost

Altsa
z(t) = -1+ Ke ¢t

For at bestemme konstanten K ggr vi brug af begyndelsesbetingelsen z (3) = 1:
1= (g) =1+ Ke (8) = 14 Ke = -1+ K

Heraf fas, at K = 2, s lgsningen er givet ved

z(t) = =14 2e !



