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1 Opgave 1
Vi skal lgse ligningen ‘
el )
~1m_1; -0
z 3 3 — 52

Lgsningen skal angives pa polaer form, dvs. pa formen re*?, hvor r > 0 og § € R.
Forst finder vi ‘
e 5

Heraf fas . )
x 5V3— 51
y = e'T 2 2
5
Tallet w = % 3 - %z er kgnt i polere koordinater: Modulus af w er |w| =
%\/3 +1 =1, et argument v er givet ved, at sinv = f% og at w ligger i 4.
kvadrant, saledes at vi kan veelge v € [—g, O]. Dermed fas v = — %, altsa

1 1 x
w = 5\/3— ii:efzg

Hermed har vi

1%\/5_%1 1 FES 4
z = e'2 — —e'1e 6
5
1 .2 .= 1 .=
= 7611_15 = 7ezﬁ
5 5
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2 Opgave 2
Der er givet differentialligningen
2" + 32" + 2z = 10tsint

Vi har givet en partikulzer lgsning

xp (t) = —3tcos (t) + tsin (t) + g sin (t) + g cos (t)

Vi behgver derfor blot selv finde den fuldsteendige lgsning til den tilsvarende
homogene ligning:
2 +32 +22=0

Denne har konstante koefficienter. Karakterligningen er A? + 3\ + 2 = 0. Rod-
derne er —2 og —1. Den fuldstaendige lgsning til den homogene ligning er derfor
z(t) =cre™ + et

hvor ¢1,co € R.
Den fuldstaendige lgsning til den inhomogene differentialligning er derfor

1
x (t) = —3tcos (t) + tsin (t) + gsin (t) + g cos (t) + cre 2 4 cpe?

hvor ¢y, cs € R.



3 Opgave 3
Funktionen f er givet ved forskriften

f(z,y) = (3:2 —2zy + 2y2) e "

for alle (z,y) € R?.

Ud fra de givne Mapleoplysninger slutter vi, at (0,0) og (2,1) er de sta-
tioneere punkter for f, da f netop i disse to punkter opfylder f, (x,y) = 0 og
fy (z,y) = 0.

Vi skal bestemme deres type. Vi ser, at Hessematricen i (0,0) har egen-
veerdierne 3 + /5. Begge er positive, s (0,0) er et egentligt lokalt minimum-
spunkt.

Vi ser, at Hessematricen i (2, 1) har egenvaerdierne 2e~2 4 2v/2e~2. Den ene
er positiv, den anden negativ, sa (2,1) er et saddelpunkt.

4 Opgave 4
Lad A og b veere givet ved
7T —24 —6 1
A=|2 -7 —2 |, =1
0 0 1 1

1. Vi skal lgse ligningssystemet Ax = b. Totalmatricen opstilles

7T —-24 —6 1
T=12 -7 =21
0 O 1 1

Rackkeoperationen Ry := Ry — %Rl giver

7T =24 —6 1
0 -} -3 4
0 1 1

Herefter giver Ry := —TR>

Totalmatricen er nu pa echelonform og vi kan se, at systemet har preecis
én lgsning. Vi fortsaetter til reduceret echelonform. Operationerne Ry :=
Rs — 2R3, Ry := Ry 4+ 6R3 giver

T =24 0 7
0o 1 0 =7
0 0 1 1



Operationen R := Ry + 24R5 giver

hvorefter operationen Ry := %Rl giver

1 0 0 -23
01 0 =7
0 01 1

Matricen er nu pa reduceret, echelonform, og vi kan aflaese lgsningen til

—23
T = -7
1

. Vi skal finde egenveerdier og tilhgrende egenvektorer for A. Karakterpoly-
nomiet er
T—-A -2 —6
2 -7T—-X =2 = (1=}
0 0 1-—A

T-A —24
2 —7=A

= 1-NDA-1)=-QA+1)A-1)7

Egenveerdierne er altsa —1 og 1, der har algebraisk multiplicitet 2.
De til egenveerdien —1 hgrende egenvektorer v er bestemt ved (A4 I)v =
0. Totalmatricen herfor er

8§ =24 -6 0
2 -6 -2 0
0 O 2 0

Rackkeoperationen Ry := %Rl giver
8 —24 —6
0o 0 -3
0 O 2 0

o o

Folgende operationer udfgres i reekkefglge Ry := —2R5, R3 := R3—2Rs, Ry :=
Ri 4+ 6Ry, Ry := %Rl. Herved fas

1 -3 00
0 0 1 0
0 0 0 O

Det tilsvarende ligningssystem er vy — 3vy = 0,v3 = 0. Vi saetter vy = ¢,
hvorefter vi har



hvor ¢ # 0.
De til egenveerdien 1 hgrende egenvektorer v er bestemt ved (A — I) v = 0.
Totalmatricen herfor er

6 —24 —6 0

2 -8 -2 0

0 0 0 0
Rackkeoperationen Ry := %Rl giver

6 —24 —6 0

0 0 0 0

0 0 0 0
Operationen Rp := éRl giver

1 -4 -1 0

0 0 0 0

0 O 0 O

Det tilsvarende ligningssystem er v; —4vs —vg = 0. Vi saetter v = t, vy =
s, hvorefter vi har

4s +t 4 1
t 0 1

hvor (s,t) # (0,0). Vi ser altsa, at den geometriske multiplicitet af egen-
veerdien —1 er 2, altsd den samme som den algebraiske multiplicitet.

3. Angiv en diagonalmatrix D og en invertibel matrix P, saledes at A =
PDP~'. Med forarbejdet ovenfor er dette nu let:

D

Il
o O
O = O
_ o O

v

Il

3 4 1
1 10
0 0 1

5 Opgave 5

Der er givet differentialligningen
1
x — —x = —2te?
t

med begyndelsesbetingelsen z (1) = 2e~ 1.

1. Vi skal forst finde lgsningen. Differentialligningen er lineser. Vi bemaerker
fgrst, at vi ma forudsatte ¢ # 0. Da endvidere begyndelsesbetingelsen
er givet for ¢t = 1 > 0, skal vi altsa forudsaette, at ¢ > 0. Vi kan bruge



Panserformlen. Vi finder P (t) = [—1dt = —Int. Altsa fas eF®) =
e"nt = - =1 og e P) = et = ¢ Hermed er den fuldstendige
lgsning givet ved

z(t) = e PO [ POg)dt+ Ce PO

—

t/ % (—2te™") dt + Ct

= —Qt/e_tdt +Ct=2te”" +Ct
hvor C € R. Konstanten bestemmes nu ud fra begyndelsesbetingelsen
z (1) = 2e~!. Ved indsettelse fas
2¢t=z(l) =21+ C
hvoraf dbenbart findes C = 0. Lgsningen er altsa
z(t) =2te”"

. Vi skal nu finde lgsningens 2. Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt
1:

Py(t) = (1) +2' (1) (t—1) + %x (1) (t— 1)

Polynomiet kan bestemmes direkte ud fra det fundne formeludtryk for
Igsningen eller ved brug af differentialligningen. Vi viser begge metoder.

(a) Ferst ud fra differentialligningen uden brug af det fundne forme-
ludtryk. Vi skynder os at skrive den med de udeladte t’er:

x (t) — %x (t) = —2te™"

x (1) er direkte givet som 2e~!. 2’ (1) kan findes ved indszttelse af
t =1 i differentialligningen:

(1) —2(1)=—2e*

hvoraf fas 2’ (1) = 2 (1) — 2e~! = 0. Den anden afledede z” (¢) kan
findes ved differentiation af differentialligningen:

1 1
z(t)— -2’ (t) = —2e "+ 2e”!

7

Indseettelse af t = 1 giver
2" () +x(1)—a' (1) = -2 + 271
Altsa finder vi 2" (1) = —z (1) = —2¢e71, s4

Py(t)=2e"'—e T (t—1)?



(b) Direkte ud fra den konkret fundne lgsning x (t) = 2te~*. Vi skal finde
x' (t) og a2 (¢):
2 (t) = 2t —2te!
2 (t) = —2e -2t H2tet = —det 4 2te”t

Heraf findes z (1) = 2e71,2' (1) = 0,2” (1) = —2e~1, hvorefter P, (t)
kan skrives ned som ovenfor.
6 Opgave 6

Vi skal udregne planintegralet

/ (xQ _ yz) dA

S

hvor S er omradet i planen givet ved
S={(z,y)1 <z <3n-z<y<az}

Vi tegner fgrst omradet:

Planintegralet omskrives til et dobbeltintegral, der derefter udregnes:

/S(zty?)dA - /fdw/i(xzyz)dy
_ /13 [ﬁy_;yi*}:dx—/lg (x?’—;w?’—(xz (—x)—;(—x)‘g))dx

3
4, 80

= Z28de = 2=
/1333 T 3



7 Opgave 7

Vi far at vide, at

/m%dx: llnzx 1
T

Vi bliver s bedt om at finde

Vi har for R > 1
/Rlnxd llnx 1 1F
“dr = |- =
;P 4zt 1624 ],

1InR 1 1 1

IR RS T 1616

for R — oo. Dette bygger pa, at

for R — oo. Dette kan vises vha. 1'Hospitals regel, da problemet er af typen
"t Vi finder ved brug af ’Hospitals regel

oo

% 1
i ~aps

for R — co. Hermed har vi ogsa l’éf — 0 for R — oo.

Vi har hermed vist, at
/°° lnxd _ 1
M “7 16




