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Opgave 1
Ligningen
z20=a

har som én af sine rgdder z = i. Vi skal ved brug heraf finde konstanten a og de andre rgdder.
Rgdderne skal angives pa rektangulser form og deres placering i den komplekse plan skal vises.
Da i er rod har vi i% = a, altsa

a=i= ()" =(=1)" = -1

Da roden 1 ligger pa enhedscirklen ggr de andre rgdder det ogsa, og de ligger med en vinkelafstand
pa % fra hinanden. Rgdderne er dermed givet ved

. g
z = 1e'Ps

hvor p =0,1,2,3,4,5.

Hermed har vi

zZ0 = )
s 1 1.
z1 = 1e's = (cos — +isin — ) 75\/§+ 5
i 2r s 27\ 1 3 1.
7 = de'3 =ifcosg isin 5 ) =73 5t
23 = e =—j
it 47T+,_47T _13 1,
Zg = de's =i|coso tisino ) =7 5
5 5 5 1 1
z5 = iel2i<cos;+isin;> :5\/§+ 52



Opgave 2

Der er givet ligningssystemet

T1 — 3T9 + 3 + 224 4
201 — bx9 + 53+ 224 = 8
—4xy 4+ 1329 +ax3 — 100y = 2a—14
hvor a er en konstant.
1. Vi skal lgse ligningssystemet for enhver veerdi af a.
Totalmatricen er
1 -3 1 2 4
T= 2 =5 5 2 8
—4 13 a -10 2a-—14
Vi bruger Gausselimination. Raekkeoperationerne Ry := Ry — 2R, R3 := R3 + 4R, giver
1 -3 1 2 4
0 1 3 -2 0
|0 1 a+4 -2 2a+2 |
Herefter giver raekkeoperationen R3 := R3 — Rs
(1 -3 1 2 4 ]
0 1 3 -2 0
|0 0 a+1 0 2a+2 |

Vi ser, at uanset veerdien af a er matricen nu pa echelonform. Hvis @ + 1 # 0, sd har
systemet én fri variabel, nemlig x4. Hvis a + 1 = 0, s& har systemet to frie variable nemlig

T3 0g T4.
Vi lgser forst systemet i tilfeeldet a = —1. Vi far ved raeekkeoperationerne R3 :=
Rg — 3R3, R1 = R1 — R3 matricen

a+1

1 -3 0 2 2
0 1 0 -2 -6
o 0 1 0 2

Rakkeoperationen R; := R; + 3R> bringer matricen pa reduceret echelonform:

1 0 0 —4 -16
010 -2 -6
0 01 O 2

Det tilsvarende ligningssystem er

—-R3, Ry =

T, — 4£E4 —16
T — 2.134 = —6
r3 = 2
Hermed fas lgsningerne til
1 —16 + 4x4 —16 4
oz | —6 + 2x4 . —6 n 2
T as | T 2 | 2 o
T4 T4 0 1
hvor x4 er fri.
Vi lgser nu systemet i tilfseldet @ = —1. Den reducerede totalmatrix har nu udseendet
1 -3 1 2 4
0 1 3 -2 0
0 0 0 0 O



Reekkeoperationen Ry := Ry + 3Ry bringer matricen pa reduceret echelonform:

1 0 10 -4 4
01 3 -2 0
00 0 0 O
Det tilsvarende ligningssystem er
1+ 1023 — 424 = 4
To+3x3—2x4 = 0
Hermed fas lgsningerne til
X1 4 —10x3 + 4x4 4 —10 4
P —3z3 + 214 0 -3 2
r= I3 o I3 B 0 T T3 1 + T4 0
T4 T4 0 0 1

hvor z3 og x4 er frie.

2. Af lgsningerne ovenfor fremgar, at en basis for nulrummet for det tilsvarende homogene
ligningssystem for a # —1 er

— O N

og for a = —1 er en basis for nulrummet for det tilsvarende homogene ligningssystem:

—10

-3
1 )
0

— O N

Opgave 3

Der er givet differentialligningen
z” + 42’ + 292 = 200sint )

1. Vi skal finde den fuldsteendige lgsning til den tilsvarende homogene ligning.
Karakterligningen er
R*+4R+29=0

der har rgdderne

R= =-2E5

—4++/-100 —4410¢
2 2
Hermed er den fuldstaendige lgsning til den homogene ligning

x () = cre” ! cos (5t) + cpe ! sin (5t)
hvor ¢; og co er arbitraere konstanter.

2. Differentialligningen (*) har en partikulaer lgsning af formen z, (t) = acost + bsint, hvor
a og b er konstanter. Vi skal bestemme denne lgsning og angive den fuldstaendige lgsning
til (*).

Ved differentiation fas

x,(t) = —asint+bcost
x, () = —acost— bsint



Ved indsaettelse i (*) fas
(—acost —bsint) + 4 (—asint + bcost) + 29 (acost + bsint) = 200sin ¢
Efter omordning har vi
(28a + 4b) cost + (—4a + 28b) sint = 200sin ¢
Dette skal gzelde for alle t € R, sa vi konkluderer, at

28a+4b = 0
—4a+28 = 200

Heraf fas a = —1 og b = 7, s& x, (t) = —cost + 7sint. Den fuldsteendige lgsning til den
inhomogene ligning er derfor

x(t) = —cost + Tsint + ce ™" cos (5t) + coe™ ! sin (5t)
hvor ¢; og ¢y er arbitraere konstanter.

Opgave 4
Om en funktion f af 3 variable vides, at den har de stationaere punkter (1,0,0) og (1, 1,0).

1. Veerdien af de partielle afledede af fgrste orden af f i punktet (1,0,0) er alle 3 nul, da
punktet er et stationsert punkt.

2. Hessematricen H (1,0,0) for f i punktet (1,0,0) har egenveerdierne 2,3 og 4. Da alle tre
er positive er (1,0,0) et egentligt lokalt minimumspunkt.

3. Hessematricen H (1,1,0) for f i punktet (1,1,0) er givet ved

0
2
-2

H(1,1,0) =

o O =
N = O

Vi skal finde egenveerdierne for H (1,1,0) og bestemme typen af det stationsere punkt
(1,1,0).
Vi har (med H = H (1,1,0))

1-X 0 0
det (H— ) = 0 1-X 2 |[=(1-X
0 2 —2-)

= (1-N)N+2-6)=1-N)A+3)(A-2)

1—A 2
2 —2-A

Egenvaerdierne er altsi 1,2 og —3. Da begge fortegn er repraesenteret, er punktet (1,1,0)
et (egentligt) saddelpunkt.

4. En af egenveerdierne for H (1,1,0) er (som vi ogsd sd) —3. Vi skal finde en tilhgrende egen-
vektor. En egenvektor v skal opfylde (H + 3I)v = 0. Totalmatricen for dette homogene
system er

S O >
N s O

0
2
1

o OO

Rackkeoperationerne Ry := %Rg, R3 := R3 — Ry giver

O O
o N O
o = O
o O O



Vi ser, at x3 er fri. Det tilsvarende ligningssystem er

4$1 =
200 + 3 =
Egenvektorerne er altsa givet ved
T 0 0
_ _ 1 _ 1
xr = T9 = —5.’173 = I3 —3
T3 T3 1

hvor x5 er fri.

Opgave 5

Lad funktionen f veere givet ved
xT 5 .
flz)= In{-+sint ) dt
0 4

1. Vi skal finde det 2. Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt 0 for f.
P, er givet ved

for alle z € R.

Py(2) = £ (0) +  (0) 2+ L f (0)2?

Af definitionen af f fas umiddelbart, at f (0) = 0. Ved differentiation fas

f'(z) = In (i + sinx)

. CcoS X
r) = ——
(@) g—f—sinx

Heraf ses, at f’ (0) =1In (2) og f” (0) = 2. Altsa har vi

5 2
Py(z)=2xln (4) + ng

2. Det oplyses, at |f" (x)] < 0.7 for alle z € [-0.5,0.5]. Vi skal ved en vurdering af restleddet
i Taylors formel angive en gvre greense for den fejl man begar ved at erstatte f (x) med
P, (z), nar z € [-0.5,0.5].

Vi har .
F@) = Po(a) = g " (6)°

hvor £ ligger mellem 0 og x. Heraf fas

1

o7 (O

If (2) = Py (2)] = L @)1ef < é 0.7 < é L0.7-(0.5)° ~ 0.0146

— 3

3. Det kan vises, at f (2r) = 0. Find det 2. Taylorpolynomium @ med udviklingspunkt 27
for f.
Vi har

Q2 (x) = £ (2) + J/ (2m) (2 — 2m) + 3 f” (2m) (& — 2n)?

Da f’ og f"” begge er periodiske med perioden 27, fas dermed

Q2 (z) = (z—27)In (Z) + % (2 — 2m)?



Opgave 6

1. Lad D vzere det begraensede omrade i fgrste kvadrant, der afgraenses af cirklen x2 +y? = 9,
linien 3z + y = 3 og x-aksen.

2. Vi skal finde planintegralet

//Q:Uy dA
D

Ved at dreje hovedet 90 grader fas

3 N 3
//Q:Uy dA / dy/ 2xy do = / [chy] 1”_9;1’2 dy
0 1-1 0 3Y
D
3

-1y
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