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1 Opgave 1

Polynomiet p er givet ved
p(z) = 2% — 627 + 2520 4 6427 — 3842 + 1600
Det oplyses, at polynomiet ogsa kan skrives saledes
p(2) = (2° +64) (2> — 62 + 25)
Vi skal finde polynomiets rgdder pa rektangulzer form samt pé en figur vise

rgddernes placering i den komplekse plan.
Rgdderne er lgsningerne til de to ligninger

24+64 = 0
22 —62+25 = 0
Den sidste er blot en andengradsligning og har rgdderne
6++v—64 6+8;
Zz = =
2 2
Den anden er en binom ligning. Vi har

25 = —64 = 64"

=3+4i

Sa lgsningerne er givet ved
z = \6/64ei(%+p%r) E 2@i(%+p%)
hvor p =0,1,2,3,4,5. Hermed finder vi

zg = 2" =3+

o = 2(E+EF) = 2615 — 9

z9 = 2 (5+25) = 9¢if™ = —V3+i
3 = Zm=-V3-i

Z4a = Z1=-—21

s = Z=V3-i



Polynomiets rgdder er derfor 3 4 44, /3 + i, —/3 + 4, £2i. Figur:

142 3
2 Opgave 2
Der er givet differentialligningen
1 1
")+ -z (t) =
T O+ 370 =

1. Vi skal fgrst bestemne den fuldsteendige lgsning for ¢ > 0. Ligningen er
lineser og allerede normeret. Vi bruger Panserformlen og finder

P(t):/p(t)dy:/%dtzlnt

saledes at eFV) = et =t og e P() = ¢~ It = L. =1 Hermed har vi
1 1 C
) = [t dt+ =
z(?) t/ ™t
1 1 C 1 C
= o @+ T = w1+ 2
t/ru M

hvor C er en arbitraer konstant.

2. Vi skal bestemme den lgsning, der opfylder betingelsen x (1) = In2. Ved
indsaettelse i den fuldsteendige lgsning fas

n2=z(1)=mn((2)+C

Heraf findes C' = 0, saledes at lgsningen er
1
x(t) = Eln(t—i— 1)

3. Vi skal bestemme graenseveerdien

ltllrgl x (t)



for den fundne lgsning. Vi ser, at

n

In(t+1) —)"9
t 0

for t | 0. Vi bruger I'Hospitals regel og finder

1
=+ g
1

for t | 0. Derfor geelder, at lim; oz () = 1.

3 Opgave 3
Funktionen f er givet ved forskriften
flay)=—2?(y+1) +8(+y)y+8z+y

for alle (z,y) € R%. 1 forbindelse med ekstremumsbestemmelse for funktionen
f er der i Maple indtastet fglgende kommandoer:

f:=(x,y)->-x"2%(y+1) +8* (x+y) *y+8*x+y:

fx:=diff (f(x,y),x):

fy:=diff(£(x,y),y):

solve ({£x=0,fy=0},{x,y});

og Maple viser resultatet

{x=3,y= —1},{x—4,y— —g},{z—&y— -1}
Herefter giver Maplekommandoerne
with(LinearAlgebra):
H:=unapply(VectorCalculus [Hessian] (f (x,y), [x,y]),x,y):
Eigenvalues(H(3,-1));
Eigenvalues(H(4,-17/16));
fglgende resultater

8+ 2V/17
Fev

¥

Desuden giver den simple Maplekommando

H(5,-1);
0 -2
-2 16

resultatet
Vi skal angive de stationsere punkter for f og bestemme deres type ud fra
de givne oplysninger.



Da Mapleoplysningerne viser, at
17
fx (-7373/) = 0/\fy (.’L‘,y) =0« (x,y) = (37 —1)\/(.%‘,:(/) =4 16 \/(x,y) = (5’ —1)

er de stationzere punkter for f altsi (3,—1), (47 f%) og (5,—1).

Ifplge Maple er egenvaerdierne for Hessematricen i punktet (3, —1) tallene
8 + 2¢/17. Den ene egenveerdi er derfor positiv, den anden negativ, sa punktet
(3,—1) er et (egentligt) saddelpunkt.

Ifplge Maple er egenvaerdierne for Hessematricen i punktet (4, —}—Z) tallene
16 og &. Begge egenvaerdier er altsé positive, s punktet (4, —1¢) er et egentligt
lokalt minimumspunkt.

Ifplge Maple er Hessematricen i punktet (5,—1) givet ved

0 -2
H= { -2 16 }
Vi kan nu enten bestemme egenveerdierne for denne matrix, eller vi kan ngjes
med at finde dens determinant og spor. Vi prgver begge metoder. Determinan-
ten er det H = —4 < 0, s& produktet af egenvaerdierne er negativt. Altsa er den

ene positiv og den anden negativ: Punktet (5, —1) er et (egentligt) saddelpunkt.
Egenveerdierne er lgsning til

—-A -2
-2 16-X

-

dvs. A> — 16\ — 4 = 0. Lgsningerne er 8 + 2y/17. Den ene egenveerdi er derfor
positiv, den anden negativ, sd punktet (5, —1) er et (egentligt) saddelpunkt.

4 Opgave 4

Eksekvering af Maplekommandoerne
ligning:=diff (x(t),t,t)+4*diff (x(t),t)+13*xx(t)=(11+5*t)*exp(-t):
dsolve({ligning,x(0)=1,D(x) (0)=-1/2});
giver som resultat
1
x(t) = 5(2+t)e_t
1. Vi skal udnytte dette resultat til at finde den fuldsteendige lgsning til
differentialligningen

2 + 42" + 13z = (11 +5t) e !

Vi kender altsd en partikuleer lgsning til den inhomogene ligning, nem-
lig %(2 +t)e~! og mangler derfor kun den fuldstaendige lgsning til den
homogene ligning

2’ +42' + 132 =0



Karakterligningen er
R*+4R+13=0

Lgsningerne er R = —2 + 3i. Den fuldsteendige Igsning til den homogene
ligning er derfor

z (t) = cre”* cos (3t) + coe*! sin (3t)
hvor c¢1,co € R. Altsa er den fuldstzendige lgsning til den inhomogene
ligning
z(t) = % (2+t)e " +cre? cos (3t) + coe™ 2 sin (3t)
hvor ¢y, cs € R.

2. Lad © = f(t) veere den lgsning til differentialligningen, der opfylder
betingelserne f(0) = 1 og f'(0) = 1. Vi skal bestemme det 3. Tay-
lorpolynomium Pj (t) med udviklingspunkt ¢ = 0 for lgsningen f (¢). Vi
veelger at ggre det direkte ud fra differentialligningen. Polynomiet er givet
ved

Py(t)= FO)+ ' ©) 1+ 57" O)F + 57" (0)F

Her er f(0) =1 og f'(0) =1 jo givet, mens f” (0) kan findes direkte ved
indseettelse af x = f (t) og t = 0 i differentialligningen:

F7(0) +4f (0) + 13f (0) = 11
Heraf findes f” (0) = —6. Ved differentiation af differentialligningen fas
" + 42" + 132 =5¢t — (11 +5t)e ! = (=6 —5t) e’
Ved indsaettelse af @ = f (t) og t = 0 heri fas:
£ 0) +4f"(0) +13f(0) = —6

Heraf fas ' (0) = 5. Alts& har vi

5
Py(t) =1+1t—3t> + —¢3

6
Opgave 5
1. Vi skal lgse ligningssystemet
xr1 + T3 =3
T + o =+ 4.173 + Ty =
—T1 + T3 =1
—r1 + x2 + 4dzz + wyg =2



men vi skal ogsa betragte systemet i spergsmél 2. Det forste system fas
ud fra det andet ved at ssette a = 1. De indledende regninger bliver derfor
udfgrt for generelt a. Totalmatricen er

1 0 1 0 3
1 1 4 a 4
= -1 0 1 0 1
-1 1 4 @ a+1
Vi laver Gausselimination. Rakkeoperationerne Ry := Ry — Ri, R3 :=

Rs 4+ R1, Ry := R4 + Ry giver matricen

1 01 0 3
01 3 a 1
0 0 2 0 4
01 5 a®> a+4
Herefter giver raekkeoperationen Ry := R4 — R, matricen
1 0 1 0 3
01 3 a 1
0 0 2 0 4
00 2 a>—a a+3

Endelig giver operationen R4 := R4 — R3 matricen

1 0 1 0 3

0 1 3 a 1
Te=19 02 o 4

0 00 a®2—a a-1

For at lgse spgrgsmal 1, seetter vi nu a = 11 Tg. Herved fas matricen

101 0 3
01 3 11
0 0 2 0 4
0 00 0O
Rekkeoperationen Rj3 := %Rg giver
101 0 3
01 3 11
0 01 0 2
0 00 0O
Operationerne Ry := Ry — 3R3, R1 := Ry — Rg3 giver
10 0 0 1
01 01 -5
0 01 0 2
0 00 0 O



Det tilsvarende ligningssystem er

r, = 1
To+xT4 = —H
T3 = 2

Vi seetter x4 =t og finder lgsningerne til ligningssystemet til

1 1 0

—5—1 -5 -1

Tr = 9 = 9 +t 0
t 0 1

hvor ¢t € R.

2. Vi skal for enhver veerdi af a angive, om ligningssystemet

xr1 + I3 =3
T1 + zo 4+ 4dxs +  axy =4
—r1 + T3 =1

-1 4+ x9 + 4dzs + d’zmy =a+1

har én lgsning, uendeligt mange lgsninger eller ingen lgsning. Totalmatri-
cen blev ovenfor reduceret til

1 0 1 0 3

0 1 3 a 1
Te=19 02 o 4

0 00 a®2—a a-1

Heraf ses, at hvis a® —a # 0, dvs. hvis a # 0 og ogsa # 1, si har systemet
praecis én lgsning. Hvis a = 0, sa har systemet ingen lgsning, da sidste
raekke svarer til ligningen 0 = —1. Hvis a = 1, s har systemet uendeligt
mange lgsninger, og disse fandt vi i gvrigt under punkt 1.

6 Opgave 6

Der er givet planintegralet
/ / 2zeYdA
s

hvor S er det trekantede omrade i xy-planen, der begraenses af linierne y = =z,
x = 1 og x-aksen. Vi skal omskrive planintegralet til et dobbeltintegral pa
to mader og udregne det af de to dobbeltintegraler, der forekommer lettest at
udregne.



Vi finder fgrst

1 x
// 2zeYdA = / (/ 23:eydy> dx
0 0
s

og med omvendt integrationsorden

1 1
// 2xeYdA = / (/ 2:Eeydx) dy
s 0 M

Vi prgver at udregne begge dobbeltintegraler. Det fgrste:

1/ o 1 1
/ (/ 2xeydy> de = / [2zeY]; dz = / (2ze® — 2x) dx
o \Jo 0 0

= [2we® 2" —a?] =2 2 - 1+2=1

Det andet

1 1 1 1
/ (/ 2xeydx> dy = / [xQey] ! dy = / (ey — ery) dy
0 Y 0 Y 0

= /1 (ey - ery) dy = [—y2ey + 2ye¥ — ey](l] =1
0



