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Opgave 1
1. Vi skal tegne tallene
142, (2+i)(3—2), ®+3
i den komplekse plan. Det hjelper unsegteligt at simplificere forst:

(24+i)(3—2i)=8—14,  POFE _g;

2. Vi skal finde samtlige komplekse lgsninger til den binome ligning

INE

- .
23 — 6111(8)+12 — 8¢°

pa rektanguleer form. Vi finder
3 LT 27 LT 2w
z=V8exp |i=+p— ) =2exp|i=+p— ] hvor p=0,1,2
6 3 6 3
Hermed fas de 3 rgdder

zg = 2exp (Z%) =V3+i

5
2exp (25) = —V3+i

Zo = 2exp<'3ﬂ>:—2i

21

"2



Opgave 2

Matricen A og vektoren b er givet ved

1 3 1 1
3 10 -1 4
A=\ 5 o9 1z | o8b= 2
1 -8 19 —6

. Vi lgser ligningssystemet Az = b. Totalmatricen er

13 1 1
3 10 -1 4
=12 2 —18 2
1 -8 19 -6

Rakkeoperationerne Ry := Ry — 3Ry, R3 := R3 + 2Ry, Ry := R4 + Ry giver

1 3 1 1
0 1 -4 1
0 4 —16 4
0 -5 20 -5

Herefter giver raekkeoperationerne R3 := Rz —4Rs, Ry := R4 + 5Rs matricen pa echelon-
form

1 3 1 1
01 -4 1
0 0 0 0
0 0 0 0

Vi ser, at x3 er fri. Det tilsvarende ligningssystem er

x1 + 3x9 + x3 1
To — 4:1,’3 = 1
Heraf fas ved lgsning nedefra
—2 — 13z3 -2 —13
T = 1+4x; = 1 + x3 4
I3 0 1

hvor z3 € R er fri.

. Vi kan nu let angive en basis for sgjlerummet for matricen A og en basis for nulrummet
for A. En basis for sgjlerummet fas ved at tage pivoteringssgjlerne i A. Disse er aben-
bart de to forste ifplge resultatet af Gausseliminationen af T' ovenfor (der jo samtidigt
Gausseliminerede A). En basis for sgjlerummet er derfor

1 3
3 10
-2 |7 -2
-1 -8

En basis for nulrummet for A kan aflaeses fra resultatet af lgsningen af Az = b idet vi kun
tager den del af lgsningen, der afhsenger af 3. En basis er derfor

—13
4

1



Opgave 3

Der er givet differentialligningen
z" () 4 5z’ (t) + 6z (t) = 144t e’ (*)
1. Vi finder den fuldsteendige lgsning til den tilsvarende homogene ligning
z" (t) 4+ 5z’ (t) + 62 (t) =0

Karakterligningen er
A2+ 5X+6=0

der har rgdderne —2 og —3. Derfor er den fuldsteendige lgsning
z(t) = cre”? 4 coe ™3
hvor ¢1,co € R.

2. Differentialligningen (*) har en partikuleer lgsning af formen z, (t) = ae® + bte’. Denne
finder vi ved indseettelse i (*):

2
% (aet —I—btet) —|—5% (aet—|—btet) —|—6(aet +btet) — 144t et

Efter differentiation fas
12bte’ + (12a + 7b) ' = 144t e’

der skal gaelde for alle ¢ € R. Derfor ma vi forlange, at 120 = 144 og 12a+7b = 0. Dermed
fas b =12 og a = —7. Den fuldsteendige lgsning til (*) er dermed

z(t) = —Tet +12te’ + cre ™ 4 cpe™3!
hvor ¢1,cy € R.

3. Vi finder den lgsning til differentialligningen (*) som opfylder begyndelsesbetingelserne
2(0) =5 og 2'(0) = 0. Ved differentiation fas

o' (t) = 5et 4 12te’ — 2cie™ % — 3cge™
Hermed fas

= z(0)=-T4+c1+c

0 = 2/(0)=5—2c; — 3¢
altsa
cit+e = 12
2c14+3¢c; = 5
dvs. ¢ = 31 og ¢ = —19. Lgsningen er derfor
x(t) = —Te' +12te’ +31e™% — 193
Opgave 4

Funktionen f er givet ved forskriften
[ (@y,2) = (7 = Voy+ (@ +9)° =3 +y)) e

for alle (z,y, z) € R3. Med henblik pa at bestemme lokale ekstremumspunkter for f er i Maple
indtastet folgende kommandoer:



f:=(x,y,2z) -> (exp(sqrt(5)*y)-sqrt(5)*y+(x+y) "3-3*(x+y))*exp(-(z-2)"2):
solve({diff (f(x,y,z),x)=0,diff(f(x,y,2),y)=0,diff (f(x,y,z),z)=0}, [x,y,2]);
Maple svarer herpa

[t=-1,y=0,2=2],[zt =1,y =0,z = 2]]

Herefter er indtastet kommandoerne
Hesse:=VectorCalculus[Hessian] :

H:=unapply (Hesse(f(x,y,2), [x,y,2]) ,x,y,2):
H(-1,0,2), H(1,0,2);

og Maple svarer

-6 —6 0 6 6 0
-6 -1 0|, |6 11 0
0 0 —6 0 0 2

I det folgende benyttes disse oplysninger.

1. Punkterne (—1,0,2) og (1,0,2) er stationzere punkter for f fordi de partielle afledede af

fgrste orden alle er nul i disse punkter, jf. solve-kommandoen.

2. Punktet (—1,0,2) har Hessematricen H (—1,0,2). Vi finder egenveerdierne:

—6— A —6 0 6 g
det (H (=1,0,2) — A\I) = -6 —1-2X\ 0]=(-6-21) 6 —1-21
0 0 —6-2X

= (=6-X) (N +7A=30) = —(6+A) (A +10) (A - 3)

Egenveerdierne er altsdé —6, —10 og 3. Begge fortegn er repraesenterede sé punktet er et

saddelpunkt.
Punktet (1,0,2) har Hessematricen H (1,0,2). Vi finder egenvaerdierne:

6— A 6 0
det (H (=1,0,2) — A\I) = 6 11—A 0
0 0 2-A

= (2-N) (N =17A+30) = (2- ) (A —2) (A — 15)

6— A 6

=(@2-X 6 11— A

Egenvaerdierne er altsd 2 (med algebraisk multiplicitet 2) og 15. Egenveerdierne er alle

positive, sa punktet er et egentligt lokalt minimumspunkt.

3. En af egenveerdierne for matricen H (1,0,2) er som vi s& 2. Vi finder samtlige egen-
vektorer hgrende til denne egenveerdi. Egenvektorerne x skal opfylde (A —2I)z = 0.

Totalmatricen for dette homogene system er

S O >
S © o
o O O
S O O

Reaekkeoperationerne Ry := %Rl og R := Ry — 3Ry giver

S O N
OO W
o O O
o O O

Det tilsvarende ligningssystem er blot ligningen 2z; + 3x2 = 0. Bade z2 og x3 er frie

variable. Hermed fas

3 3
X —51'2 -3 0
r=| x9 | = To | = x9 1 | +23] 0
T3 I3 0 1

hvor zo,z3 € R.



Opgave 5
Vi finder det 3. Taylorpolynomium Ps med udviklingspunkt 0 for den lgsning til differen-

tialligningen
o (t) = —t+x (1)

som opfylder begyndelsesbetingelsen (0) = 1.

Polynomiet er givet ved

1 1
P3(t)=2(0)+2'(0)t+ ix” (0) 2 + gaﬁ"’ (0)¢3

Vi observerer forst, at 2’/ (0) = 2 (0)> = 1. Vi differentierer differentialligningen et par gange
2’ (t) = —1+2x(t)z'(t)
2 () = 2(a (1) + 2 (t)2" ()
Ved indsattelse af ¢ = 0 1 den forste fas 2”7 (0) = —14 22 (0) 2’ (0) = 1. Indseettelse i den anden
giver 2’ (0) = 2 (2’ (0))* + 2z (0) z” (0) = 4. Altsa

1 2
Pg(t):1+t+§t2+§t3

Opgave 6
Lad D veere maengden af de punkter i R? som ligger indenfor cirklen 22 + 4% = 4 og over
linien y = 1, dvs.
D= {(z,y) eR*|a® +3* <4 ogy>1}

1. En skitse af D fra Maple:

2. Skeeringspunkterne mellem y = 1 og cirklen 22 + y? = 4 er (:i:\/g, 1). Arealet af D kan
findes séledes

V3 Vai—z? V3 .
//1 dA = / dac/ dy = / WY da
FA V3 1 V3

V3 V3
1 1
:/ (\/4—902—1)6133:[m\/4—x2+2arcsin(x)—x}
_\/§ 2 2 7\/§
47
= T 3
3

Det bgr bemeerkes, at arealet selviglgelig ogsé kan udregnes pa elementeer vis ved brug af
geometri.



3. Vi finder planintegralet / / 4y dA. Graenserne er jo som fgr, sa vi far
D

V3 Va—x? V3 —
//4y dA / dm/ dydy = / [2y°] ) = e
A —V3 1 —V3

V3 1 V3
= 2/ (3x2)dx2[3:ra:3] =8V3
-3 S

Integralerne kan udregnes i poleere koordinater, men det er naeppe en fordel. Her udregner

vi eksempelvist det sidste, idet vi benytter, at y = 1 i poleere koordinater er r = 311119'

5m
6

ki 2 4 2
//4ydA = / d9/ 4rsin0~rdr:f/ sin@[r?’] . do
jus 1 3 % sin 6
D

6 sin 6
5

LV 1 4
<8s1n0— Sm20> do = 3 [—8cos d + cot 0]

o3 m‘g‘

Il
W W~
@h

= 8/3



