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Opgave 1
Vi skal lgse ligningen

(171\/§)z4+32:0

og indtegne rgddernes placering i den komplekse plan sammen med den cirkel hvorpa rgdderne
ligger. Rodderne skal angives pa rektanguleer form.
Ligningen er binom. Vi omskriver fgrst til formen

4 32 0 32(1+iv3) , P
CETT A 1 ——8(1+l\/§)—166 5

Herefter finder vi

med p =0,1,2,3. Altsa har vi de fire rodder

20 =276 =3 —i, 2z =2eF =14iV3, z9=2e"6 = —\3+i, z3=2¢% =—-1-iV/3

Opgave 2
Der er givet ligningssystemet
T 4+ x> 4+ axs3 = 2a-—1
r1 + axry + T3 = a
ari + axre + T3 = —a+2



1. Vi skal vise, at systemet for ¢ # £1 har netop én lgsning, og bestemme denne lgsning.

Vi finder totalmatricen til
1 1 a 2a-1
T=11 a 1 a
a a 1 —a+2

Rackkeoperationerne Ry := Ry — Ry, R3 := R3 — aR; giver matricen

1 1 a 20— 1
0 a—-1 1—a 1-a (1)
0 0 1—a?® 2—2a2

_1

For a # £1 kan vi nu udfgre operationerne Ry := ﬁRg og R := R3, hvorved vi far

1—a?
1 1 a 2a0a-—1
01 -1 -1
0 0 1 2

Nu er matricen pa echelonform, rangen er 3, den samme som antal sgjler, sa systemet har
preecis én lgsning, nar a # £1. Vi gar videre med operationerne Ry := Ry + R3, R =
R1 — aRg, der giver

1 1 0 —1]
01 0 1
|0 0 1 2
Endelig giver operationen R; := R; — R matricen pa reduceret echelonform
[1 0 0 —2]
01 0 1
|0 0 1 2 |
Denne matrix svarer til ligningssystemet z1 = —2,z5 = 1,23 = 2, som jo samtidigt er

lgsningen. Lgsningen afhaenger altsd (sjovt nok) ikke af a!

. Vi skal nu lgse ligningssystemet for a = —1 og for a = 1.
Vi begynder med a = —1. Ved indsattelse af a = —1 1 (1) fas

0o -2 2 2
o 0 0 O
Operationerne Ry := —%Rg,Rl = R; — Ry giver
10 0 =2
01 -1 -1
00 0 O
Matricen er nu pa reduceret echelonform. Det tilsvarende ligningssystem er 1 = —2, x5 —
x3 = —1. Vi ser, at x3 er fri. Vi saetter x3 =t og finder sa
-2 -2 0
r=| -1+t | =] =1 | +¢t| 1
t 0 1



hvor t € R.
Nu betragter vi s& a = 1. Af (1) fas ved indseettelse af a = 1 matricen

1 1 1 1
0 0 0O
0 0 00

Det tilsvarende ligningssystem er blot ligningen z; + z2 + 3 = 1. Vi ser, at x2 og x3 er
frie variable. Vi satter zo = s og 3 = t. Hermed har vi

1—s—t 1 -1 -1
T = s =0 |+s 1 +1 0
t 0 0 1
hvor s,t € R.
Opgave 3

Der er i Maple indtastet en matrix A, men vi far ikke matricen at se. Derefter er fglgende
kommandoer indtastet:
with(LinearAlgebra):
A.<1,1,-2>, NullSpace(A-2);
og Maple viser resultatet

5 0 1
51, 0,1
-10 1 0

Pa dette grundlag skal vi besvare de fglgende spgrgsmal.

1. Vi skal angive egenveerdierne for A og samtlige de dertil hgrende egenvektorer.
Da vi kan afleese, at

1 5 1
A 1| = 5 | =5 1
-2 —10 —2

ser vi, at 5 er egenveerdi og vektoren [1, 1, 5]T en egenvektor hgrende til 5. Da nulrummet
for matricen A — 21 abenbart har basis givet ved

0 2
0,1
1 0
konkluderer vi, at 2 er egenveerdi. Samtlige egenvektorer hgrende til egenveerdien 2 er

0 2
s O [+4+t] 1
1 0
hvor s,t € R (ikke begge nul, dog). Samtlige egenvektorer hgrende til egenveerdien 5 er

1
t 1
-2

hvor ¢ € R\ {0}. Da A er en 3 x 3-matrix og da summen af de geometriske multipliciteter
af de fundne egenveerdier er 1 + 2 = 3, kan der ikke vaere flere egenveerdier!



2. Den ukendte matrix A er diagonaliserbar, da den har 3 linesert uafhsengige egenvektorer.
Med

O =N
—

2 0 0 0
D=0 2 0|, P=]0
0 0 5 1
har vi nu P~YAP = D.

3. Matricen A kan findes ud fra P~'AP = D. Vi finder ved multiplikation fra venstre med
P og fra hgjre med P! at
pp~tApPpP~!' = pPDP!

altsd A = PDP~!.
En konkret bestemmelse skal ikke foretages, men ellers ville denne primeert besté i bestem-
melsen af P~!. For god ordens skyld anfgrer vi dog i denne lgsning P~!:

4 -2 1
Pl=1]-2 2 0
2 -1 0
Dermed har vi
0 3 1 2 00 4 -2 1 8§ -3 0
A=PDP'=|0 1 1 020 -2 2 0|=] 6 -1 0
1 0 -2 0 0 5 2 -1 0 -12 6 2
Opgave 4
Der er givet differentialligningen
2" + 32" + 2x = 10e~* (*)

1. Vi skal bestemme den fuldstaendige lgsning til den tilsvarende homogene ligning.
Karakterligningen er A +3A+2 = 0, der har rodderne —2 og —1. Den fuldsteendige lgsning
til den tilsvarende homogene ligning er derfor givet ved

z(t) =cre” +coe™?

hvor ¢1,cy € R.

2. Der er netop én lgsning til (*), der har formen z (t) = =, (t) = Ate™?', hvor A er en
konstant. Vi skal bestemme denne lgsning og dernaest angive den fuldsteendige lgsning til
(*)-

Ved differentiation fas

ah (t) = Ae ' —2Ate™
ay (t) = —4Ae " + 4Ate™

saledes at indsaettelse giver

(—4Ae_2t + 4Ate_2t) +3 (Ae_Qt — 2Ate_2t) +2 (Ate_2t) =10e~ %



Ved reduktion fas
—Ae 2 =10e*

Heraf fglger, at A = —10, siledes at z, (t) = —10te~?. Den fuldsteendige lgsning til (*) er
s&
z(t) = —10te " + cre " + coe?

hvor ¢1,cy € R.

Opgave 5

Funktionen f er givet ved integralet

f(z)= /090 arctan (¢t + cost) dt

for alle x € R. Vi advares mod forsgg pa at udregne integralet!
1. Vi skal finde det 2. Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt 0 for f .
Vi har .
Py () = £(0) + f'(0) 2 + 5 /" (0) 2

Vi har abenbart, at f (0) =0 og
f' (x) = arctan (z + cos x)
sa f'(0) = arctan1 = 7. Videre finder vi

1—sinz

1
r=—-/-
/(@) 1+ (z + cosz)?

s& f(0) = 3. Hermed har vi

1
Py (z) = %x + lmg

2. Vi far oplyst, at
d3

for alle z > 0 og skal bruge denne oplysning til (ved hjelp af Taylors formel) at vurdere
den fejl, der begés ved at erstatte f (z) med P (z), nar z € [0, 1]
Vi har for z € [O, %]

lf/// (5) xS

@) =Pl = |5

1,5 1 /1 1 _

Opgave 6

Funktionen f er givet ved forskriften

1
f(x,y)=x2y—x2+§y3—y2



Vi skal finde de stationzere punkter for f, og for hvert af dem bestemme, om det er et lokalt
maksimum, et lokalt minimum eller et saddelpunkt.

Vi finder
folz,y) = 2zy—2cx=2x(y—1)
fy(y) = ®+9° -2
Hermed fas
Vi(y) = (0,00 (@=0Vy=1)A (2% +y*>—2y=0)

& (2,9) = (0,0)V (2,9) = (0,2) V (z,9) = (£1,1)
De stationaere punkter er altsa (0,0), (0,2) og (£1,1). Hesse-matricen er

2 -2 2
H(x’y):[ " 2y—2}

Hermed har vi

noo =] 7 0]

Egenvaerdierne er dbenbart —2 og —2, altsd begge negative: (0,0) er et egentligt lokalt maksi-
mumspunkt. Videre

2 0
noa-[2 0]
Egenvaerdierne er abenbart 2 og 2, altsd begge positive: (0,0) er et egentligt lokalt minimum-
spunkt. Videre

H(+1,1) = [ 0 £2 ]

+2 0

Determinanten (for begge) er —4 < 0. Dvs. at punkterne (+1,1) begge er (egentlige) sad-
delpunkter.

Opgave 7

Der er givet dobbeltintegralet

4 %
/ < y cos (zy) dy) dx
2 ¥

Dobbeltintegralet er lig med planintegralet / / ycos (zy) dA over omradet S, der er vist pa
s

figuren:

Pifd [
Pifg
TT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T TT1T1

] 1 2 3 4 5




Vi skal omskrive planintegralet

/S/ycos (zy)dA

til et dobbeltintegral med omvendt integrationsorden. Vi finder

//ycos(xy)dA: / (/fycos(xy)dx> dy
/ :

Udregningen:

/f (/2 y cos (zy) dx) dy =

¥ [sin (z9)1F dy = / * (1 - sin (29)) dy

8 el

on\:;\

1 I
= [y—|—2cos(2y)]ﬂ :%—

B

Det i opgaven givne dobbeltintegral kan dog ogsa udregnes, men det er langt sveerere:

/24 (/Tz’; y cos (xy) dy) de = /24 Kcosx(;vy) N ySinm(:)jy)>:| 7 .

8




