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Opgave 1
Der er givet ligningen
. 2
eB 2t = (1 — Z\/é)
Vi skal vise, at ligning (1) er ensbetydende med ligningen
=4
og derpa lgse ligning (2).

Vi finder

2 - - - 2 S
2= (1 — Z\/§> e 's = (26715)2 e18 = 4 F 5

=4e”m =4

Ligningen (2) er en binom ligning, der ogsa kan skrives z* = 4e'™. Lgsningerne

er givet ved

zp = ﬂei(%er%) = ﬁei(%er%)
hvor p =0, 1,2,3. Vi finder altsa

20

2
21 \/ﬁei(%‘%) = \/5@1377r =—-1+1
) = —ZzZ0 = —-1—1

ﬂei1ﬁ<\/§+\fi> =1+



Opgave 2

Der er givet den linesere differentialligning
2" + 72’ + 10z = 130sint

Vi skal forst finde den fuldstendige lgsning og dernsest den lgsning, der
opfylder begyndelsesbetingelserne

z(0)=-7,2"(0)=0

Den tilsvarende homogene ligning er 2" + 72"+ 102z = 0, og den har konstante
koefficienter. Karakterligningen er A + 7\ + 10 = 0. Rodderne her i er —5 og
—2. Den fuldsteendige lgsning til den homogene ligning er derfor

z(t) = cre™ 4 cpe™
hvor ¢y, cs € R.

En ansats til en lgsning af den inhomogene ligning er z,, (t) = Asint+B cost.
Ved differentiation fas

x,(t) = Acost— Bsint
z, (t) = —Asint— Bcost

Ved indsattelse i differentialligningen fas:
(=Asint — Bcost) + 7(Acost — Bsint) + 10 (Asint + Bcost) = 130sint
Ved omordning fas

sint- (94 — 7B) + cost - (TA+9B) = 130sint



Da dette skal gaelde for alle t € R ma vi derfor forlange, at
9A—-7B = 130
TA+9B = 0

Heraf fas A = 9 og B = —7. Altsa x,, (t) = 9sint — 7 cost, hvorfor den fuld-
steendige lgsning til den inhomogene ligning er
x(t) = 9sint — Tcost + cre > + coe™ 2

hvor ¢1,c9 € R.

Begyndelsesbetingelserne x (0) = —7, 2’ (0) = 0 skal nu bruges til at bestemme
konstanterne ¢y, co. Vi finder ved indseettelse af ¢ = 0 i den fuldsteendige lgsning,
at

*7:.%(0) = 77+Cl+62

altsd ¢ + co = 0. Ved differentiation af z (¢) fas
2’ (t) = 9cost + Tsint — 5epe ™! — 2c0e ™2t
Ved indsacttelse af ¢ = 0 fas
0=2"(0) =9 —5c; — 2cy

Altsa bep +2c9 = 9. Denne ligning skal lgses sammen med ¢; +co = 0. Vi finder
c1 = 3,c9 = —3, s den sggte lgsning er

x(t) = 9sint — Tcost + 3¢5 — 3~ 2

Opgave 3

Funktionen f er givet ved forskriften
f(@,y) ="y + xe?

for alle (x,y) € R?. Vi skal vise, at (—1,—1) er et stationzert punkt for f, og
undersgge om det er et lokalt minimums- eller maksimumspunkt.
Vi finder de partielle afledede

fulw,y) = ey+e?
fy(@y) = e +uwe
Ved indsattelse af (x,y) = (-1, —1) fas:

fe(=1,-1) = —et+el=0
fu(=1,-1) = elt—-et=0

S& (—1,—1) er et stationzert punkt for f. Vi skal undersgge typen. Vi finder

foy (xy) = " +ev
f’yy (‘ra y) = xe¥



Hessematricen

H(x,w:(fm(x,y) fgxy”:( ey +)

fzy (xa y) fyy e’ +¢e¥ xeY

i punktet (—1,—1) er derfor

—e~ 1 2¢71
H(ilvil) - < 26_1 —6_1
Egenveerdierne er rodderne i polynomiet

—e 1)\ 2¢~!

det (H (—1,—1) — AI) = ‘ el oy

’ =22+ 22! —3e72

Egenveerdierne er e~ og —3e~!. Den ene er positiv og den anden er negativ,
s& (—1,—1) er et (egentligt) saddelpunkt.

Opgave 4
Matricen A er givet ved
13 0 —6
A= -16 -1 8
12 0 -5

Vi skal, at vektorerne u og v givet ved

1 0
U= -1 |, v= 1
1 0

er egenvektorer for A og angiv de tilhgrende egenveerdier A\; og Ao. Vi finder

13 0 -6 1 7

Au = -16 -1 8 -1 |= -7 | =Tu
12 0 -5 1 7
13 0 -6 0 0

Av = -16 -1 8 1 |=]| -1 |=-v
12 0 -5 0 0

s& egenvaerdien hgrende til u er 7 og egenvaerdien hgrende til v er —1.
Vi skal finde samtlige egenveerdier for A. Der kan hgjst veere én mere. Vi
kan evt. udnytte, at

)\1+)\2—|—)\3:sp0r(A):a11+a22—|—a33:13—1—5:7

s&
)\3:7*()\1+>\2):77(771):1



Vi kunne ogsé have fundet det (A — AI):

13- 0 —6
~16 —1-X 8 = (-1-21)
12 0  —5-2A

13—-A —6
12 —5—A

= (-1-N(N=8+T7)=A+1)(T-N)(A-1)

hvoraf egenveerdierne findes som rgdderne.

Vi skal finde samtlige egenvektorer hgrende til den tredie egenveerdi Az = 1.
Disse egenvektorer v er lgsninger til ligningen (A — I)v = 0. Totalmatricen
hgrende hertil er

12 0 -6 0
-16 -2 8 0
12 0 -6 0

der ved rzkkeoperationerne R3 := R3 + Ry, Ry = %Rh Ry := Ry + 8RRy suc-
cessivt omformes til

120 -6 0 2 0 -1 0 2 0 -1 0
-16 -2 8 0 |, -16 -2 8 0 |, 0 -2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0

Ligningssystemet svarende til den sidste er 2v; — v3 = 0 og vy = 0. Vi saetter
vz = 2t. S& fas

hvor ¢ # 0.
Matricen A kan diagonaliseres, da egenveerdierne er forskellige. En diago-
nalmatrix D og en diagonaliserende matrix P, si D = P~ AP er givet ved

-1 0 0 0 1 1
D = 0o 1 0], P=1|11 0 -1
0 0 7 0 2 1

Opgave 5
Vi skal finde det 4. Taylorpolynomium P, med udviklingspunkt 0 for den
lpsning til differentialligningen

2 () +t' )+ (t+1)z(t)=0
der opfylder z (0) =1 og 2’ (0) = 0.
Dette polynomium er givet ved
1 1 1
Py(t)=2(0)+2'(0)t+ ix” (0) % + ga:’” (0) 3 + Ea:(‘l) (0)t*

Vi kender jo allerede x (0) og 2’ (0). Vi kan bestemme z” (0) ved brug af differ-
entialligningen med ¢ = 0:
2" (0)+z(0) =0



Altsa fas 2”7 (0) = —z (0) = —1. Ved differentiation af differentialligningen fas
" () +a" () +ta" )+ (@t)+(E+1)z" () =0
der kan skrives
2" t)+ta" () +z(t)+(t+2)2" (t) =0
Indsaettelse af t = 0 giver
2" (0) + 2 (0) + 22" (0) =0
hvoraf fas, at 2’ (0) = —x (0) — 22’ (0) = —1. Fornyet differentiation giver
@ (@) 42" () +tz" @)+ () +2' &)+ (E+2) 2" (£)=0

Indseettelse af ¢t = 0 giver

™ (0) + 2" (0) + 22 (0) + 22" (0) = 0
hvoraf fas () (0) = —32" (0) — 22/ (0) = 3. Altsa finder vi

1 1 1
Py(t)y=1- §t2 - ét?’ + §t4

Opgave 6

Vi skal udregne planintegralet

/(1—|—2ycos:p) dA

s

hvor S er omradet i planen givet ved
S:{(x,y)’ngSg/\Ogygsinx}

Vi finder

/(1+2ycosx)dA = /2 (/ (1+2ycosx)dy> dx
S 0 0
-,

; 3
[y + 9% cos x] me dx = / (Sin x + sin® x cos x) dx
0
B :
= / sin xdx + / sin“ x cos xdx
0 0

= [- cosx]og + [3 sin®

[NE]



