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Indledning

Figur 1. Karsel i vejsving.

Nar vi karer i bil og vejen pludselig drejer f.eks. til venstre, se fig. 1, vil man ofte veere tilbgjelig
til at skaere svinget af ved at begynde at dreje, allerede fgr man kommer ind i svinget. Svinget
bliver hermed mindre skarpt og karslen fgles behageligere. Hvis man kgrer pa et lige vejstykke
og mgder et vejsving, der er udformet som en cirkelbue og samtidig praver at holde bilens fart
konstant, vil man pludselig meerke en tvaergaende kraft eller et "ryk”, idet man kgrer ind i vej-
svinget. Arsagen til dette “ryk” er, at man for at falge bilens cirkelbane mé veere pavirket af en
passende centripetalkraft. Jo skarpere vejsvinget er, eller jo hgjere farten er, desto starre bliver
kraften eller "rykket”. For at forgge karesikkerheden og k@rekomforten, udformes vejenes kurver
derfor ikke som cirkelbuer, men som klotoider. se figur 2. Klotoiden er en kurve, hvis krumning
forgges gradvist. Herved undgar fagreren af bilen det bratte "ryk”, nar bilen karer ind i vejsvinget.
Vi skal senere se naermere pa klotoidens udformning, men farst vil vi undersage cirkelbevae-
gelsen lidt ngjere.

Figur 2. Motorvejsudfletning ved Albertslund.
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Cirkelbeveaegelsen

krumningscirkel banekurye

krumningsradius
+ -

Figur 3. Krumningscirklen

En vilkarlig banekurve kan i en omegn af et punkt P altid tiineermes med en cirkel, se figur 3.
Cirklen kaldes for banekurvens krumningscirkel i P, og radius p ( rho) kaldes for banekurvens
krumningsradius i P. Jo staerkere vejen drejer eller krummer, des mindre er krumningsradius. Vi
indfgrer et mal for vejens krumning « ( kappa) som den reciprokke veerdi af krumningsradius el

k = 1/p , Krumningen

P 5=p B(t)

Figur 4. Cirkelbevaegelsen

Lad os betragte en partikel P, der beveeger sig pa en cirkel med radius p, se figur 4. Vinkel-

drejningen imellem x-aksen og stedvektoren (;P kaldes 6(t). Sammenhaengen imellem vinkel-
drejningen og den tilbagelagte vejstreekning eller bueleengde s(t) er givet ved

s(t)=p 6(t) , bueleengden
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Vinkelhastigheden w og vinkelaccelerationen a er defineret ved
w=6@) vinkelhastighed

a=w(t)=0() vinkelacceleration

| det viste xy-koordinatsystem kan stedvektoren SP = r(t) skrives
r(t)=[x(t),yt)]= [pcos o), psin6(t)] , stedvektoren

hvor x(t) = p cos6 (t) og y(t) = p sin6(t) er koordinatfunktionerne.

Hastigheden v(t) defineret

v(t)=[x(t) , y(t)] = [- sin 6(t), cos B(t)] p B(t) , hastigheden .

Indfgrer vi enhedstangentvektoren e, til cirklen
e, =[- sinO(t),cosO(t)] ,
kan v(t)skrives
V(t)= pB(t) &, = pw &,
Accelerationen a(t)er defineret
a(t)=(X(t) , y(t))=[- sin 6(t), cos 6(t)] p B(t)- [ cos O(t), sin B(t) ] p 6(t)? .
Indferer vi enhedsnormalvektoren €, =€, som tvaervektoren til €,
e, = -[sin0(t), cos 06(t)]

kan a(t) skrives

a(t)=p 6(t)e,+p 6(t)> &, =p w é,+pw? &, ,accelerationen

Accelerationen i cirkelbeveegelsen a, og a; efter normalen og tangenten kan da skrives

2
VvV .
an=—=pw? , normalaccelerationen

P

aa=V=p wW=p a, tangentialaccelerationen
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Figur 5. Normal- og tangentialaccelerationen.

| figur 5 er vist retningen af normal- og tangentialaccelerationen i en cirkelbevaegelse.

Eksempel 1.

Fig. 6. Bilkgrsel i vejsving.

Vi betragter en bil, der karer pa en snoet vejstreekning ABC , se figur 6. | punktet A er
krumningsradius p = 400 m , i punktet B er krumningsradius uendelig og krumningen k =0,
og i punktet C er krumningsradius igen p = 400 m ( Vejstraeekningen ABC er udformet som
en klotoide, hvor krumning « = 1/ p afhaenger linezert af den karte vejstraekning s , se
naermere herom senere). | figur 6 er vist krumningscirklerne i A, B og C , hvor

krumningscirklen i B udarter til en ret linie. De to vejstraekninger AB og BC er lige store, og
der geelder AB = BC =900 m.
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Vi vil nu se pa 2 tilfeelde. | 1. tilfeelde antager vi, at bilen kgrer med konstant fart v pa hele
streekningen ABC . | 2. tilfaelde antager vi at bilen bremser pa straekningen ABC med en
konstant kraft, saledes farten aftager jeevnt. Den tidsafledede v af farten v er da en konstant.

1. tilfaelde: Farten v er konstant pa straekningen ABC.

Vi antager, at farten er v = 20 m/s = 72 km/h og er konstant pa hele vejstraekningen ABC .
Vi gnsker at beregne accelerationerne aa , ag 0g ac af bilen i hver punkterne A, B og C .

Farst ser vi pa punktet A . Bilens banekurve er med tilnesermelse cirkelformet med en radius
pa p =400 m. Da farten er konstant, vil bilen kun have en normalacceleration aa ,, , altsa

_v? 207
Ap =aan=—=

= m/s?> =1 m/s? .
o 400

P4 grund af symmetrien ma accelerationen i C ogsa vaere a, =a .= 1 m/s®. | punkt B er

normalaccelerationen ag, = 0, da p =« . Tangentialaccelerationen i B ag: er ligeledes nul,
da farten v er konstant. Det betyder, at ag = 0 m/s? .

2. tilfeelde: Farten v aftager jeevnt.

Vi antager, at farten i A er va = 25 m/s = 90 km/h men aftager pa hele vejstraekningen ABC ,
idet der gaelder, at den tidsafledede af farten v = - 1/8 m/s? er en konstant.

Da farten aftager jeevnt pa straekningen ABC , kan vi benytte formlen fra beveegelsen i
tyngdefeltet til beregning af farten som funktion af vejstraekningen s , idet vi blot skal
erstatte tyngdeaccelerationen g med v = - 1/8 m/s? . Vi har da for farten v(s) i et vilkarligt
punkt af banen

v(s) = \/vi +2vs = \/252 -2-1/8-s m/s.
Indsaetter vi sag = 900 m og sac = 1800 m i ovenstaende formel, far vi
Vg=20m/s=72,0km/h og Vc=13,2m/s=47,6 km/h
Normalalacceleration ann 0g aattangentialaccelerationen i A er da

2 2
Va2 2o 1,56 m/s?,
p 400

aA, n

ant= vV =-1/8 m/s?=-0,125 m/s?,

hvorefter den resulterende acceleration A bliver

an=+ 1,56%+0,1252 m/s?®= 1,57 m/s?.

Ligesom i det 1. tilfeelde er normalaccelerationen i punktet B ,ag,=0,da p=x .
Tangentialaccelerationen , ag ;i B er den samme somi A, nemlig

agi= VvV =-1/8 m/s*=-0,125 m/s? .
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Hvorefter den resulterende acceleration B bliver

ag =+ 02+0,125% m/s?= 0.125 m/s?.

Normalalacceleration ac , og tangentialaccelerationen ac;: i C er

acn=—2 = m/s? = 0,438 m/s?

act= v =-1/8 m/s®= -0,125 m/s?,

hvorefter den resulterende acceleration C bliver

ac = 0,43752+0,125% m/s?= 0,455 m/s?.

Eksempel 2.

Fig. 7. Bilkgrsel i venstreving.

Vi betragter en vejstraekningen ABC , se figur 7. Pa straekningen AB er vejen lige. | B
begynder vejen at svinge til venstre. Vi antager, at en bil kommer kagrende pa
vejstraekningen AB med konstant fart v og fortsaetter ind i vejsvinget, samtidig med at den
holder farten v konstant. Lad s betegne vejstraekningen eller buelezengden regnet ud fra B, se
figur 7. Vi vil igen se pa bilens acceleration under kgrslen. Pa den lige vejstreekning AB er
accelerationen

a=0, streekning AB , lige vejstreekning

da farten er konstant. Hvis hele vejstraekningen BC var udformet som en cirkelbue med
konstant radius p, vil accelerationen a pa stykket BC veere

streekning BC,  konstant cirkelradius p .

2
a= —.
p

Under denne forudseetning vil fareren af bilen pludselig blive pavirket af en tveerkraft F =
m-a , nar bilen kerer ind pa vejstykket BC, hvor m er massen af fgreren. Den pludselige



Cirkelbevaegelsen og klotoiden side 7

tveerkraft fgles som et ryk og ger kerslen ubehagelig. Har fareren en masse pa m = 80 kg
og er f.eks. p =400 m og bilens fart v = 25 m/s = 90 km/h , bliver tvaerkraften F = 125 N =
12,5kp !

For at undga dette "ryk” ved overgang fra kgrsel pa en lige vejstraekning til karsel pa en
cirkelbue, indskyder man i vejsvinget far cirkelbuen en overgangskurve pa en sadan made, at
tveerkraften F forgges proportionalt med den karte vejstreekning s . For denne overgangskurve
harvida, atF = ksellerma=Kks, hvor k er en konstant. Heraf ser vi, at

m—=Kks .
p

For vejens krumning « = 1/ p ma der derfor geelde

1: kz-s:konstant-s )
p mv

det vil sige, at krumningen i overgangskurven skal veere proportional med den karte
vejstraekning. En kurve, der har den egenskab kaldes for en klotoide. Vejstraekningen BC, der
er vist i figur 7, er netop udformet som en klotoide. Vi skal se naermere pa klotoiden i neeste
afsnit.

Klotoiden

"y Klotoiden : x = 28
0.8
0.6
0.4
0.2
S
_ 2(s) X
0] 02 04 06 08 1

Fig. 8. Klotoiden .

En klotoide er, som vi tidligere har set, defineret som en kurve, hvor krumningenx =1/p er
proportional med bueleengden s , altsa

k=ks, klotoiden ,
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og hvor k er en given konstant. Vi skal nu udlede en parameterfremstilling for klotoiden.

Vi maler tangentens vinkeldrejning 6(s) med x-aksen for, se figur 8 , som funktion af s .
Krumningen «k(s) defineres matematisk som tangentens vinkeldrejningen per buelaeengdeenhed
eller

K(s):i—de_(s)

= , krumningen .
p(s) ds

For klotoiden har vi specielt, at « = k s. Hermed finder vi for vinkeldrejningen 6 som funktion af s
ks?, klotoiden.

Er farten v(t) kan hastigheden i et punkt pa kurven skrives
v(t)=v(t) [ cos 6(s) , sin 0(s) ]

Seetter vi farten v(t) = 1, bliver buelaengden s =t , hvorefter hastigheden v(t)=v(s) kan
udtrykkes

v(s)= [cos 0(s), sin 0(s) ]

Opfatter vi x(s) og y(s) som funktioner af buelzengden, er tangentvektoren for klotoiden givet
ved

V(s) =[X(s) ,y'(s)]=[cos b(s), sin 6(s) ]

Heraf kan vi finde udtryk for x(s) og y(s)

x(s) = joscos(% k s'?)ds' parameterfremstilling

y(s) = J'Ossin(% k s'2)ds' for en klotoide.

Ovenstaende integraler kan kun udregnes numerisk ved brug af f.eks. MAPLE. Accelerationen
nar farten erv = 1

3(s) = () L y8) 1=

ds [-sin 6(s),cos 6(s)] =ks[-sin6O(s),cosb(s)] ,

og starrelsen a(s) af accelerationen bliver derfor a(s) = k s . Er farten i banekurven imidlertid
v(t) # 1 kan normalaccelerationen a, udtrykkes

an=—=kVv:=kv’s .

Vi skal i naeste afsnit se hvorledes man benytter klotoiden til dimensionering af overgangskurver
vejsving.
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Dimensionering af overgangskurver

Karer vi med en konstant fart v i et vejsving, der er udformet som en klotoide, vil normal-
accelerationen, som vi sa i forrige afsnit, veere

an=kv23 ,

hvor

1
S =
p(s) s
Accelerationen og dermed den kraft, som fareren af bilen meerker, vokser altsa proportionalt

med tiden. For at sikre kgrekomforten og keresikkerheden har man vedtaget at eendringen af
accelerationen pr. tidsenhed maksimalt m& veere 0,45 m/s®, eller

& =045 mis
dt

og dermed formlen
v 1A
ks 045m/s® s s

p(s) =

hvor vi har indfart klotoide parameteren A, der har enheden meter, ved

3
A= \/I = V—3 , klotoide parameteren.
k 0,45m/s

Klotoiden benyttes tidligere omtalt som en overgangskurve imellem to vejstraekninger med
forskellige krumningsradier Ry og R, . Den samlede laengde L af klotoiden kan derfor udtrykkes

For eendringen @ i tangentretningen ( d.v.s. aendringen i kgrselsretningen) pa straekningen L har

S N RIRICAC)
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| figur 9 er vist klotoide lzengden L som funktion af den effektive radius R for forskellige veerdier
af hastigheden v.

, dérlig
© . middel

200 400 BOD 8O0 1000 1200 1400
Effektiv radius R 0

] II"'-"-'-'.' ik

Fig. 9. Klotoide lzengden som funktion af den effektive radius.

Ved sma krumningsradier i vejsving bliver oversigtsforholdene darlige og de tveerkraefter fareren
af bilen udsaettes for store. Der er derfor greenser for hvor sma krumningsradier, man vil tolerere
af hensyn til kgresikkerheden. Hvis vi forlanger at den maksimale kraft er 100 N , som en
person pa 75 kg ma udsaettes for i et vejsving, hvor bilens fart er v, bliver den mindste
krumningsradius Rmin 0g den stgrste buelzengde Lnax for klotoiden bestemt ved

2 3
Y 75kg=100N , R, L., v

Roin " 0,45m/s?

eller

Lyax =3.42m” /R

min

Denne sammenhaeng imellem Lyax 09 Rnin , der giver en "middel” god kgresikkerhed, er vist i
fig. 9, som den stiplede kurve "middel” . Ligger krumningsradierne inden for den stiplede kurve
"god” , kan man helt undga at benytte klotoider som overgangskurver i vejsvinget. At man gar
det alligevel skyldes alene aestetiske grunde.

Vi skal nu se pa et eksempel pa beregning udformningen af et vejsving.
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Eksempel 3. : i

2004 Klotoide afkersel
500-

100+

- 100 200 300

10. Klotoide forbindese mellem 2 motorveje, der krydser hinanden

Vi gnsker at udforme en forbindelse fra en gst-vest gaende motorve;j til nord-syd gaende
motorvej, se figur 10. Den anbefalede hastighed pa forbindelsen er sat til 100 km/h.

Afkgrslen taenkes opbygget af to klotoide buer, hvoraf den ene har Ry =« og en
drejningsvinkel ® pa 45° , medens den anden er spejlvendt, se figur 10 . Klotoide
parameteren er

3 3 3 /a3
A= v | 0OMUST oigom
0,45m/s 3,6°-0,45m/s

For ® haves ® = /4 , hvilket giver

218,2 _

A
R, = = = 1741 m
2" o [1n
2 2
L= AT _2182° - o735
R. 1741

e

Den samlede forbindelseslaengde imellem motorvejene bliver 547 m . Den stgrste
centripetalacceleration ved en fart pa 100 km/h = 27,8 m/s er

_v? 278°?

n=—

m/s? = 4,44 m/s® .
R, 174,

Den stgrste tveerkraft en farer pa 80 kg maerker i svinget er derfor F = 80 - 4,44 N =
355N ~ 36 kp .

Konklusion: Dette er selvfglgelig helt uansvarligt.



Cirkelbevaegelsen og klotoiden side
12

Opgave

Beregn en s-formet forbindelse imellem 2 motorveje til en anbefalet fart pa 90 km/h.
Motorvejene ligger parallelforskudt i forhold til hinanden med en indbyrdes afstand pa 1 km .

Litteratur
Det svenske Vagverket har et afsnit om overgangangskurver i afsnit 6 om liniefaring

http://www3.vv.se/vu94s2/

Ved dette link kan du blandt andet finde et klotoide beregningsprogram, som du kan downloade

http://www.tfh-berlin.de/~gunther/download.htm
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