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Temning af beholder
Opgave.

Opgaven gar ud pa at opstille en matematisk model til beregning af den tid, det tager at tamme
en beholder med vaeske.

Torricelli's lov.
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Figur 1. Torricelli's forsgg.

Torricelli' undersggte hvor hurtigt vaesker strammer ud af huller i beholdere under indflydelse af
tyngdekraften. Hans eksperimenter viste, at stramningshastigheden v af vaesken, der lgb ud af en
beholder, se figur 1 , med tilneermelse kunne skrives

(1) v = 06,2gh , Torricelli's lov,

hvor g er tyngdeaccelerationen og h er vaeskehgjden i beholderen. Noget af formlen kan du maske
genkende fra det frie fald af et legeme i et tyngdefelt, hvor hastigheden af et legeme, der er faldet
stykket h er

2 v = 2gh , frit fald i tyngdefelt

Formlen for det frie fald i tyngdefeltet udledes ud fra energisaetningen, idet den kinetiske energi af
et legeme med massen m er Ty = ¥2 m v? og aendringen i den potentielle energi er Ept=magh.
Seettes Tuin = Epot fas formel(2) .

Benytter vi en tilsvarende betragtning pa vaesken, der strammer ud af beholderen, kan vi indse, at
Torricelli's lov siger, at veesken ma tabe noget af sin kinetiiske energi. Arsagen til dette er den
turbulens eller kaotiske bevaegelse der opstar omkring udlgbet i beholderen. Pa grund af denne
turbulensen vil noget den kinetiske energi eller beveegelsesenergien til sidste blive omdannet til
indre energi eller varme. Dette faanomen skal vi vende tilbage til pa 2. semester i fysik.

! EVANGELISTA TORRICELLI (1608-1647) Italiensk fysiker og matematiker, elev og senere efterfalger af
GALILEO GALILEI (1564 -1642) i Firenze.
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Vi skal i denne opgave pa grundlag af Torricelli's lov opstille en differentialligning til bestemmelse
af veeskehgjden h(t) som funktion af tiden. Vi siger, at vi opstiller en matematisk model.

Den matematiske model.

For at opstille en matematisk model for udstremningen af vaeske fra en beholder, ma vi benytte de
fysiske love, der geelder for udstremningen.

Vi har allerede veeret inde p3, at det er tyngdekraften, der far veeske til at stramme ud. Endvidere
har vi veeret inde pa, at der gar noget energi tabt ved turbulensen omkring udlgbet. Den fysiske
lov, vi her benytter, er energiseetningen. Det er benyttelsen af denne saetning, der farer til
opstillingen af Torricelli's lov. Denne lov giver os en sammenhaeng imellem de to fysiske starrelser
udlgbshastigheden v og veeskehgjden h. Vi har altsa én ligning med to ubekendte. Sa vi mangler
endnu en ligning, der indeholder starrelserne v og h .

Denne ligning far vi, ved at benytte den grundleeggende fysiske lov, der udsiger, at massen af et
lukket system ikke kan forsvinde eller med andre ord: Massen af et lukket fysisk system er bevaret.
Loven kan ikke bevises, men kan kun efterprgves eksperimentelt.

Vi antager, at veesken ikke kan sammentrykkes. Derved er massefylden af vaesken konstant, og vi
behgver kun at betragte sendringer i vaeskerumfang eller volumen. Vi vil nu udtrykke, at det
vaeskerumfang dVyenoider, der i et lille tidsrum dt forsvinder inde fra beholderen, ma veere det
samme, som det veeskerumfang dV,qgb, der tidsrummet dt strammer ud af udlgbet. For at gare
dette indfgrer vi fglgende starrelser, se figur 1 :

h(t): Hgjden af veeskeoverfladen i beholderen til tiden t.

B(h): Tveersnitsareal af beholderen. B kan afhaenge af hgjden h(t) af
veeskestanden .

A: Tveersnitsareal af hullet ved udlgbet. A regnes konstant

Veesken der stammer ud af udlgbet i tiden dt bveeger sig stykket dx = v - dt . Ifglge
Torricelli's lov (1) far vi derfor

(3 dVugep=- v-dt-A=-0.6,2gh -A-dt .
AEndring i volumen af vaeske i beholderen er
(4)  dVbenoider = B( h(t) ) - dh(t)

Seettes (3) og (4) lig hinanden far falgende ligning i h(t)

dht)

(6) B(h®)~ > = ~0642gh®) A.

Ligningen er en 1. ordens differentialligning i h(t) . Denne bliver saerlig simpel, hvis vi antager, at
Beholderens tveersnitsareal B er konstant. Herved far vi ligningen

d h(t) _06-A

(6) ol 5 \ 2-9-h(t) B = konstant, A = konstant.

Lad os se pé et konkret eksempel
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Opgave:

Givet en beholder med konstant tveersnitsareal B og med udlgbsareal A .
1.  Opstil den separerede ligning for differentialligningen givet i (6) .

2. Find dernzest den partikulzere lgsning til (6) , nar der til tiden t = 0 geelder,
ath(0)=ho.

3. Vis, at tiden to det tager for at tamme beholderen er givet ved

B [h,
t, = ——
03A\2g

Vi ser nu pa cirkuleer varmtvandsbeholder med hgjden hy = 80 cm og en diameter pad; = 40 cm .
Udlabet forneden foregar igennem et 1" rar hvis indre diameter er d, = 24 mm .

4.  Find volumen af varmtvandsbeholderen, nar den er fyldt.

5.  Find den tid det tager, at tamme en fyldt beholder, og skitser veeskehgjden h(t) .



