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INDHOLD



Kapitel 1

Regulaere flader i rummet

1.1 Det saedvanlige koordinatsystem i rummet

For effektivt at kunne beskrive hvad der foregar i rummet, og for pracist at kunne analysere
hvordan en flade krummer, har vi brug for et 3D koordinatsystem. Et koordinatsystem 1 rummet er
givet ved et fast valg af sedvanlige postivt orienterede retvinklede koordinatakser ud fra et givet
fast Origo, samt de tilhgrende basisvektorer i akse-retningerne: { O, x,y,z}, {i,j,k}. Se figur 1.1.

Figur 1.1: Det s@dvanlige koordinatsystem { O,x,y,z } i rummet med basisvektorer {1i,j,k }.
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1.2 Graf-flader for funktioner af to variable

Givet en funktion f(x,y) af to variable. S& kan vi konstruere grafen for funktionen over (x,y)-
planen i R3, nemlig som den flade i rummet, der bestar af de punkter (x,y,z) i rummet, der
tilfredsstiller ligningen z = f(x,y).

Il OPGAVE 1.1

Lad a, b, og ¢ betegne 3 reelle tal og st f(x,y) = Jax> +bxy+ 1cy?, hvor (x,y) € U=R xR = R?

—

. Tegn eller skitsér graf-fladen for f omkring (0,0,0) ved forskellige valg af a, b, og c.

2. Bestem de partielle afledede af f til og med 2. orden i et vilkarligt givet punkt (xo,yp), dvs.
J(x0,50), £3(%0,30), fix(X0:30)s Sfiy (X0 Y0), 0 £y (X0, Y0)-

3. Beskriv tangentplanen til graf-fladen for f i punktet (x,y,z) = (0,0,0).

4. Antag, at ¢ = 0. For hvilke verdier af a og b ligger graf-fladen for f over, under, eller i skering
med, tangentplanen til graf-fladen for f i punktet (x,y,z) = (0,0,0) — panar lige i punktet selv,
hvor graf-fladen og tangentplanen altid rgrer hinanden.?

5. Kan overspringes i fgrste omgang (tages op igen i opgave 3.1) : Antag igen at ¢ ikke ngdvendig-
vis er 0. For hvilke vardier af a, b, og c ligger graf-fladen for f nu over, under, eller i skaring
med, tangentplanen til graf-fladen for f i punktet (x,y,z) = (0,0,0)?

1.3 Parametriserede flader

En helt generel parametriseret flade er givet ved en vektorfunktion #(u,v), som afbilder et
parameter-omrade U i R? ind i rummet via tre koordinatfunktioner, h, g, og f, som alle tre er
funktioner af de to variable u og v:

r(u,v) = (h(u,v),g(u,v), f(u,v)) , (uv)e U . (1.1)

|l Eksempel 1.2

Graf-flader er parametriserede flader. For eksempel fas samme flade som i opgave 1.1 ved parameter-
fremstillingen: #(u,v) = (u,v, f(u,v)), dvs. ved blot at bruge de to simple funktioner 4(u,v) = u, og
g(u,v) = v og sé igvrigt lade f betegne den samme funktion som i opgaven.
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|l Eksempel 1.3

Her er nogle klassiske eksempler pa parametriserede flader:

1.: r(u,v):(u,v,u2+v2) , (u,v)ElR2
2.0 ruv) = (wvu-v) , (uv)€R?
3.0 r(uyv)=(utvu—vu) , (uv)eR?
4.0 r(uyv)=(ut+vu—vu-v) , (u,v)cR? 12)
5.0 r(u,v) = (cos(v),sin(v),u) , ueR , ve|l-mn| .
6.: r(u,v) = (cos(u)cos(v),cos(u)sin(v),sin(u)) , we|—-n/2,n/2[ , ve]—n7|
7.: r(u,v) = (vcos(u),vsin(u),u) , ueR , veR
8.: r(u,v) = (ucos(v),usin(v),u) , ueR , ve|-mnn|
Figur 1.2: Et par af fladerne fra listen i eksempel 1.3
| OPGAVE 1.4

Tegn selv eller skitsér (passende dele af) de givne flader i eksempel 1.3. Der er et par af de angivne

8 flader, som har konstant krumning; det kan ses allerede fgr vi precis ved hvad krumning er eller

betyder. Hvilke flader er der mon tale om?

Il OPGAVE 1.5

| | Hvilke parametriseringer svarer til hvilke flader i figur 1.27

Hver enkelt af de tre funktioner 4, g, og f 1 den generelle parameterfremstilling (1.1) antages
at veere pene funktioner som i de ovenstiende eksempler. Sé kan de — og dermed r(u,v) —
differentieres partielt med hensyn til u og v. For eksempel er:

ru(uv) = (h (). 8, (). £ (w.v))

1.3
K1) = (K (1), g (100). S (10,9))  ete, (1



8 KAPITEL 1. REGULZRE FLADER I RUMMET

Specielt har vi brug for fglgende ekstra betingelse, som sikrer, at fladerne har veldefinerede
tangent-planer:

Parameterfremstillingen #(u, v) siges at vare en reguler parameterfremstilling

hvis fglgende krydsprodukt ikke er nul-vektoren:

7, (u,v) x v, (u,v) #0 foralle (u,v)e U . (1.4)

Il OPGAVE 1.7

| | Vis, at alle graf-flade-parametriseringer er regulere. Vink: Krydsproduktet af (1,0,0.) med (0,1,B) er
—o,—B,1).

I OPGAVE 1.8

| | Hvilke af parameterfremstillingerne i eksempel 1.3 er regulere?

I OPGAVE 1.9

Hvorfor sikrer regularitetsbetingelsen, at den parametriserede flade har en veldefineret tangent-planer
i ethver punkt?

Regularitet giver i punktet (u,v) en tangentplan, som har enheds-normalvektoren:

7 X7

N(uv) = (1.5)

72 x 73]

|l OPGAVE 1.10

Bestem enhedsnormalvektoren N (0,0) i punktet #(0,0) for enhver af de regulere flader i eksempel
1.3. Hvad er sa en tilsvarende ligning for tangentplanen i det punkt pa de enkelte flader?
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To fundamentale matricer

Vi kan nu rent formelt definere to (2 x 2)-matricer som viser sig at veere altafggrende for krum-
ningsberegningerne:

Lad r(u,v), (u,v) € U, veere en reguler parameterfremstilling. Sé definerer vi

to (2 x 2)-matricer i ethvert punkt #(u,v) pa fladen, dvs. for ethvert par af parameter-veerdier (u,v):

. v et 1,1, B E(u,v) F(u,v)
““’V)‘{r;-r; ;rc]‘[m,v) G(u,v>] ’ @1

og
v, N(u,v) 7/ +N(u,v) L(u,v) M(u,v)
) = | NGy o) | oy M | @2
hvor vi samtidig dermed har defineret 6 nye funktioner af to variable E (u,v), F (u,v), G(u,v), L(u,v),
M(u,v), og N(u,v). Matrix-funktionen %;(u,v) kaldes forste fundamentalform-matricen for r(u,v),
og matrix-funktionen % (u,v) kaldes anden fundamentalform-matricen for #(u,v).

Bemerk, at F;(u,v) og F1(u,v) begge er symmetriske matricer — det er de fordi der galder:
v, -1, =7, -, ogr,, =r,, Den sidste ligning gelder altid nar blot #(u,v) er passende mange
gange differentiabel; det er en god ide at checke dette 1 de konkrete tilfaelde i naste opgave:

I OPGAVE 2.2

Find de to fundamentale matrix-funktioner %;(u,v) og Fy(u,v) for hver enkelt af de regulere flader i
eksempel 1.3, og beregn i hvert enkelt tilfelde de to funktioner:

K(u,v) = Det((ﬂrl(bt,l’))il : ﬁ;(u,v)) og

| » 2.3)
H(u,v) = ESpor((f[(u,v)) < Fir(u,v))
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2.1 Krumningsfunktionerne

De to funktioner, som er defineret helt generelt i ligning (2.3), kaldes henholds-

vis Gauss-krumningen K (u,v) af fladen med parameterfremstillingen #(u«,v) og middel-krumningen
H (u,v) af fladen.

De to krumningsfunktioner kan beregnes direkte ud fra de 6 funktioner E (u,v),...,N(u,v):

L(u,v)N(u,v) — M?(u,v)

K(u,v) = E(u,v)G(u,v) — F2(u,v)
(2.4)
H(uv) = L(u,v)G(u,v) —2M (u,v)F (u,v) + N (u,v)E (u,v)
’ 2(E(u,v)G(u,v) — F2(u,v))
|l OPGAVE 2.4

Benyt definitionerne i ligning (2.3) og udtrykkene for F;(u,v) og % (u,v) til at vise de to udtryk i
ligning (2.4).

Resten af denne note gér nu ud pa at indse og illustrere to ting — dels at de to funktioner K (u,v)
og H(u,v) virkelig indeholder informationer om fladen (via parameterfremstillingen #(u,v)) som
med rimelighed kan siges at beskrive fladens krumning — og dels at de to funktioner er uathengige
af den valgte parametrisering og uaftha@ngige af det valgte koordinatsystem. Dermed er de ®gte
geometriske stgrrelser, der kun afthenger af fladens geometri. Den sidste pastand er helt afggrende,
for den betyder, at vi selv kan velge hvilken parametrisering og hvilket koordinatsystem vi vil
bruge til at beregne krumningerne for fladen og dermed ogsa til at motivere (via krumningen af
kurver pa fladen) at de to funktioner virkelig har noget med krumning at ggre!

2.2 Omparametrisering

For at indse, at de to krumningsfunktioner er uath@ngige af parametriseringen af den givne flade
vil vi nu se pa to forskellige parametriseringer af én og samme flade: (u,v), hvor (u,v) € U, og
#(@,), hvor (&,7) € U. Da vi antager, at #(u,v) og 7(&,7) rammer de samme punkter pa fladen i
rummet, s ma der vere en sammenhang mellem parametrene, dvs. en afbildning fra Uindi U
som forteeller hvordan u afhenger af (#,v) og hvordan v ath@nger af (,v). Vi antager, at vi har
givet eller fundet den aftha@ngighed (ved at Igse de tilsvarende ligninger) og kan derefter udtrykke
sammenhangen saledes: 7(u,v) = r(u(u,v),v(,V)).
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Vi kan nu beregne og sammenligne i](ﬁ,ﬁj med F;(u,v), og tilsvarende /TVH(ZZ,T/)) med Fyr(u,v).
For eksempel far vi ved at differentiere igennem med kadereglen:

o — a_u + Q
fa=Tn ™oy 2.5)
- ou Jdv ’

WETgsthas

~ ou\ > ou v >

Tilsvarende udtryk findes for F , 5 Z M , 08 N. Ved at omskrive de fundne sammenh@nge mellem
udtrykkene til matrixform fas fglgende (prgv det!):

.[E F
=] {F G}J ) (2.7)

som giver:

E F

F G

hvor * betyder transponering, og hvor J stéar for (Jacobi-)matricen med de partielle afledede af u
og v som funktioner af u og v:

J=1 ¢ 9 : (2.8)
g Ju
Pracis den samme sammenh@ng (transformationsformel) gelder for den anden fundamentalform-
matrix: o
L M . L M
{M ﬁ]_J{M N]J | 29
Men det betyder, at vi har:
F=¥VaY
(2.10)
Fu=YFud
og dermed:
~_]~
F o Fu=J" (55‘1551>J . 2.11)
|l OPGAVE 2.5

| | Hvordan indser vi (2.11) ud fra (2.10) ?
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|l Eksempel 2.6

En reguleer parametrisering af en flade er givet pa formen:
Hu,v) = (@+va—v,ua-v) , (5,v)eR> . (2.12)

En omparametrisering af fladen er dernast givet ved:

u=u(u,v)=u+v
(~ V) o (2.13)
v=v(u,v)=u—v ,
saledes at: .
=g (u* —v?) (2.14)
og dermed
1
r(u,v) = (u, v, 2 (@ —v*) , (uyv)eR* . (2.15)

De to forskellige parametriseringer af den samme flade i rummet er vist i figur 2.1. Jacobi-matricen for
omparametriseringen er i dette eksempel

uu 11
J=[%ﬁ§5]={ ] : (2.16)
ou
Ved udregning af de fundamentalmatricerne far vi henholdsvis:

~ 24+ av
%WW_[ W 2+W}

(2.17)
s = [ e
Ved dernzst at bruge (2.13) fas netop at ligningen fra (2.10) er opfyldt:
F=YR) . 2.18)
Tilsvarende kan den anden ligning i (2.10) checkes i dette konkrete tilfeelde:
Fu=YFul) . (2.19)

|l OPGAVE 2.7

| | Hvilken parametrisering er brugt i delfigur 2 fra venstre i figur 2.1? Er det (u,v) eller #(u, v)?
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Figur 2.1: Samme flade parametriseret pa to forskellige mader, se eksempel 2.6

2.2.1  Krumningerne er bevaret ved omparametrisering

I OPGAVE 2.8

I OPGAVE 2.9

Dermed har vi vist det gnskede, nemlig at de to funktioner K (u,v) og H(u,v) er invariante ved
omparametrisering.

Tag determinanten pa begge sider af (2.11) og vis dermed, at Gauss-krumningen er uafh@ngig af

parametriseringen, K (i1,7) = K (u,v). Og det var noget af det vi gerne ville vise!

Vis pa tilsvarende méde, at H (u,v) = H(u,v). Vink: Vis ferst, eller benyt, at Spor (J -1BJ ) = Spor (B)
for alle matricer B.

2.3 Skift af koordinatsystem

Funktionerne K (u,v) og H(u,v) er ogsa uafhengige af det koordinatsystem, som vi udtrykker
parameterfremstillingen i. Det er noget lettere at se end uath@&ngigheden af parametriseringen:

Vi velger et nyt posmvt orienteret koordinatsystem i rummet med nye retvinklede koordmatakser
ud fra et nyt Origo, O, samt tilhgrende nye basisvektorer i akse-retningerne: {Q,%,%,2}, {i.j.K}
sé vil en vektor v med koordinaterne (v;,v,, v;;){l j.k) med hensyn til det oprindelige koordinat-
system have de nye koordinater (vy,v,,73) (iR med hensyn til det nye koordinatsystem, og
sammenh&ngen kan igen udtrykkes ved en matrix R:

\3 Vi V] V1
v | =R| » og dermed » =R wn . (2.20)
V3 73 73 V3
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Sgjle-elementerne i matricen R er de nye basisvektorers koordinater med hensyn til den oprindelige
basis {i,j,k}. Da de nye basisvektorer er ortogonale pa hinanden og alle har lngden 1, sa er
R*R = E og derfor er R™! = R* og determinanten er Det(R) = 1 (pi grund af den positive
orientering af koordinatsystemet).

I OPGAVE 2.10

Brug matrix-multiplikation til at indse den pastand. Altsa: hvis en matrix har positivt orienterede
parvis ortogonale enhedssgjler, sa er den inverse matrix lig med den transponerede matrix.

En (3 x 3)-matrix R med positivt orienterede ortogonale enhedssgjler kaldes

en rotationsmatrix.

|l Pastand 2.12 En rotationsmatrix bevarer prikproduktet mellem vektorer a og b.

Vi vil vise, at skalarprodukterne a-b og a- b har samme verdi:

a-b=a-b . (2.21)

Ligningen (2.20) kan ’skrives ud’ pa fglgende made (vi bruger, at R~! = R*:

R Car
21\2 =R*. ar
| a3 | | a3
(2.22)
by [ by ]
by | =R*-| by
| b3 | | b3
Hvis vi transponerer pa begge sider af lighedstegnene far vi:
[21\1 21\2 21\3]:[611 ar 613}-R
(2.23)

[31 /b\z /b\g}:[bl by b3}-R ,
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Vis nu forst, at skalarprodukterne a-b og a- b kan skrives som matrix-produkter:

o
ab=[a @ @] | bh
(2.24)
T
a-b:[al ar 613}- bz ,
L b3
Af disse ligninger fas det gnskede ved at bruge RR* = E:
a-b=a-b . (2.25)

2.3.1 Krumningerne er bevaret ved skift af koordinatsystem

Hvis vi har givet en parametrisering 7(u,v) for en given flade med hensyn til det oprindelige
koordinatsystem, sa er parametriseringen af den samme flade udtrykt i den nye basis givet ved
7(u,v) som fremkommer ved translation med vektoren k fra O til O og rotation:

P (u,v) = RE(F (uv) —k*) (2.26)
Heraf fas de partielle afledede, f.eks. den u-afledede
r

75 (uv) = R*(r (u,v))  ete. . (2.27)

Da rotationer bevarer prikprodukter og da F;(u,v) og yy(u,v) bestar af lutter prikprodukter fglger
endelig, at en parametrisering der udtrykkes i to forskellige koordinatsystemer har helt ens forste
og anden fundamentalform-matricer: F;(u,v) = F(u,v) og Fi1(u,v) = Frr(u,v) .

Vi er nu Kklar til at beregne og inspicere de to krumningsfunktioner 1 det simplest mulige koordi-
natsystem med den simplest mulige parametrisering, nemlig i den situtation, hvor fladen lokalt
representeres som graf-flade for en funktion af to variable.
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Kapitel 3

Lokal krumnings-analyse

For en graf-flade parametrisering er beregningerne af K (u,v) og H(u,v) serligt simple, men —
som vi har set — fuldt ud reprasentative. Lad os derfor betragte en vilkarlig flade og antage, at
den i en omegn om et punkt p er repraesenteret ved graf-flade parametrisering efter en eventuel
omparametrisering og skift af koordinatsystem:

r(u,v) = (u,v, f(u,v)) (3.1)

hvor f er en given funktion og saledes at tangentplanen i punktet p netop er (x,y)-planen og siddan
at p = (0,0,0) =7(0,0). Sder

r(uv) = (1,0, £ ()
r(wv) = (0,1, fi(w.v))
7 (1) = (0,0, £/, (u.v))
Ty (:v) = (0,0, £/, ()
7oy (1v) = (0,0, £, (u.v))

(3.2)

7(0,0) = |

| £u(0,0)-£(0.0) 1+ (£;(0.0))?

1+ (70,00 £1(0.0)-£(0.0) ] _ {(1) ; ]

_ [ £in(0,0) £7,(0,0) ]
9:11(0’0) - i 1 (0,0) 11 (0,0) ]

uyv vy

_ [ £1,(0,0) £7,(0,0) ]
F71(0,0) #1(0,0) = th(),()g /! E0,0;

Hvis vi introducerer r, s and t som r = f]/, (0,0), s = f//,(0,0), og t = f//,(0,0), sa fér vi direkte
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Gauss- og middelkrumningen 1 punktet p:

K(0,0) =r-1—s*
(3.3)

H(0,0) = %(r—i—t)

Il OPGAVE 3.1

3.1 Tolkning af H og K via normal-snit-kurver

T opgave 1.1 spgrgsmal 5 optreeder konstanterne a, b, og ¢. Hvad er relationen mellem dem og r, , og
s som indfgrt ovenfor? Vis, at K(0,0) > 0 svarer til, at graf-fladen i den opgave ikke har skeering med

sin tangentplan i punktet (0,0,0) udenfor dette punkt selv.

I ovenstaende situation betragter vi den familie yg af kurver pa fladen, som fremkommer ved at
projicere de rette linjer gennem (x,y) = (0,0) op pa fladen ved hjelp af f:

Yo(t) = (tcos(0),rsin(0), f(rcos(0), f(¢sin(B))) , reR , Oe[-ma] . (34

For enhver fastholdt retning 6 har vi en kurve Yg pa den parametriserede graf-flade. Tangentvekto-
ren i p svarende til # = 0 er fglgende enhedsvektor:

Yo(0) = (cos(8),sin(6),0) (3.5)
Accelerationsvektoren i p er tilsvarende:

5(0) = (0,0,c05>(8) £,,,,(0,0) +2cos(8) sin(8) f{'u, v) (0,0) +sin’(8) £71,(0,0))

5 5 (3.6)
= (0,0,rcos™(0) 4 2scos(0) sin(0) +zsin“(0))

Det betyder, at krumningen af kurven yg(t) pa graf-fladen har fglgende veerdi i punktet p (regnet

med fortegn i normalens retning (0,0,1)):

1,(8) = rcos?(8) +2scos(0)sin(0) +rsin’(0) . (3.7

Dette er Euler’s formel for normal-snit-krumningen af den parametriserede flade i retningen givet
ved 0. Den udtrykker pracis det gnskede, nemlig en sammenh&ng mellem fladens krumnings-
funktioner K og H og krumningerne af kurver (i dette tilfaelde normal-snitkurver) pa fladen.

Funktionen k,(0) har et maksimum K; og et minimum K3, og de optrader for 6 = 6; og 6 = 6,

hvor henholdsvis: 5 5
tan(20;) = —St og tan(20,+m) = = (3.8)
r—

r—t

saledes at der er precis vinklen 7t/2 mellem de to 6-vardier.
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I OPGAVE 3.2

| | Vis, at der er maksimum, henholdsvis minimum, for k,(0) i de to angivne 6-veerdier via (3.8).

3.2 Tolkning af H og K via de principale krumninger
— 0g omvendt

De to veerdier, maksimumverdien og minimumverdien for k,(0) betegnes med K og K, hen-
holdsvis, og de kaldes de principale krumninger for fladen i punktet p.

Ved at benytte 6; som ny origo pa 6-aksen, dvs. ved at substituere 6 med ¢ = 6 — 6 fas:
%0 (0) = 1 cos?(¢) + 1z sin®(0) . (3.9)
|l OPGAVE 3.3
Vis, at

Kl-KZIr-l‘—S2IK(0,O>

3.10
K1—|—K2:r+t:2H(0,0) ( )

Krumningsfunktionerne K og H kan altsa bestemmes direkte ud fra kendskab til de principale
krumninger. Omvendt kan hver af de to principale krumning bestemmes ud fra H og K. De er
nemlig rgdderne 1 andengradsligningen:

K —2HKk+K=0 . (3.11)

Il OPGAVE 3.4

| | Visden pastand, altsa at k| og k; netop er rgdderne i (3.11).

|l OPGAVE 3.5

Find de principale krumninger i punktet #(0,0) for hver af de regulere flader i eksempel 1.3 ved at
bruge de fundne verdier af K(0,0) og H(0,0) fra opgave 2.2.
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