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|| Kapitel 1

Trekanter

Trekanter er nogle af de mest grundleggende - og mest anvendte - geometriske objekter, se
figurerne. Men hvad er en trekant egentlig? Vi ser fgrst pa trekanterne i planen. Dertil har vi brug
for et koordinatsystem.

Figur 1.1: Trekanter en masse.

Figur 1.2: Et maskin-element og en tilhgrende triangulering.
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Figur 1.4: Dag og nat i British Museum Great Court.

1.1 Det saedvanlige koordinatsystem i planen

Koordinatsystemet i planen er nagelfast og givet ved de s@dvanlige retvinklede koordinatakser ud
fra et givet fast punkt O, som vi kalder Origo, samt de tilhgrende basisvektorer, som er enheds-
vektorer i aksernes retninger: { O, x,y}, {i,j}. Se figur 1.5.

Med et sdledes fast valgt koordinatsystem kan vi beskrive pracist hvor et punkt p i planen er
placeret, nemlig ved hjelp af punktets to (x,y)—koordinater (pi, p2) i det givne koordinatsystem.
Og vi kan pa samme made fortalle preecis hvilken vektor a, der forbinder et punkt p = (p1, p2)
med et andet punkt g = (g1,4¢2), nemlig ved hjalp af den vektors koordinater med hensyn til den
givne sedvanlige basis {1i,j }:

a=(a1,a) = (q1 —p1.q2—p2) . (1.1)

Lag mearke til, at en vektor a altsa er en pil med et fodpunkt (i dette tilfeelde p) og et spidspunkt
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Figur 1.5: Det s@dvanlige koordinatsystem { O,x,y } i planen med basisvektorer {1,j }.

(1 dette tilfzelde g). Spidspunktets koordinater kan beregnes ved at addere fodpunktets koordinater
til vektorens koordinater. Og fodpunktets koordinater kan beregnes ved at trekke vektorens
koordinater fra spidspunktets koordinater. Se figur 1.6.

Den vektor som har fodpunkt O og spidspunkt p vil vi skrive p og kalde stedvektoren for punktet
p. Nar punktet p har koordinaterne (pj, p2) med hensyn til koordinatsystemet {O,x,y } si har p
selvsagt koordinaterne (pj, p2) med hensyn til basis {i,j }.

Figur 1.6: Vektoren a = (2,2) med fodpunkt p = (1, 1) og spidspunkt g = (3,3).

Vi vil ret tit i det felgende fa brug for at skrive vektorer pa "hgjkant’, dvs. som koordinat-sgjle-
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matricer. For at se forskel satter vi en stjerne pa:

a= (al,az)
. [al ] (1.2)
a = .

as

Det svarer til at transponere koordinat-rekke-matricen [a; a;] til den viste koordinat-sgjle-matrix.

1.2 Trekanter

Som navnet siger er en trekant givet ved sine tre kanter! Men for at vare helt pracis: Ved en
trekant vil vi forsta det udfyldte omrade i planen, som er afgranset af trekantens kanter.

Nar vi har et fast valgt koordinatsystem til radighed i planen, vil vi benytte det til at beskrive
trekanterne i den plan. Det kan vi ggre pa mange mader. Een made er at angive koordinaterne
for trekantens tre hjgrnepunkter, p, g, og r. En anden, som vi for det meste vil benytte her, er at
angive eet hjgrnepunkt p og de to vektorer a og b, der har falles fodpunkt p, men som har de to
andre hjgrnepunkter i trekanten som spidspunkter. Se figur 1.8.

En trekant, der er beskrevet og fastlagt i planen pa den made vil vi betegne med

Alp.ab) . (1.3)

Bemark, at for hver trekant er der 3 valgmuligheder for valg af det falles fodpunkt og for hvert
valg af fodpunkt er der dernzst to muligheder for at velge reekkefplgen af de to kant-vektorer a
og b. Det vil sige, at en given trekant kan skrives pa formen (1.3) pa 6 forskellige mader.

Il OPGAVE 1.1

Vi ser pa den trekant, der er givet ved de tre punkter, der i planen har fglgende koordinater med hensyn
til det valgte seedvanlige retvinklede koordinatsystem:

p=(11) , ¢=(23) , r=3,2) . (1.4)
Find alle 6 muligheder for at skrive den trekant pa formen (1.3). Vink: Een af mulighederne er

A=A((3.2).(-2,-1),(=1,1)) . (1.5)

En meget speciel trekant er basistrekanten med de tre hjgrnepunkter (0,0), (1,0), og (0,1), se
figur 1.7.
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Figur 1.7: Basistrekanten i planen: A(O,1i,j).

Il OPGAVE 1.2

Find alle 6 muligheder for at skrive basistrekanten pa formen (1.3). Vink: Een af dem er

A = NA(0,1,j) = A((0,0),(1,0),(0,1)) . (1.6)

I OPGAVE 1.3

Find alle 5 alternative muligheder for at skrive den trekant, der er vist i figur 1.8 pa formen (1.3).
Trekanten er allerede ’vist’ i figuren pa formen:

A=A((1,1),(22).(-2,1) . (1.7)

Man kan med nogen ret spgrge: Hvorfor alt det bgvl med 6 forskellige mader at skrive en og
samme trekant pa, nar vi kan ngjes med een made, nemlig den der bare angiver en liste med de tre
hjgrnepunkter?

Det er fordi vinklerne i trekanten, arealet af trekanten, og orienteringen af trekanten ligger
‘indbygget’ i kant-vektorerne og kan let bestemmes direkte (ved simple formler) ud fra dem. Det
vil vi nu preecisere og give eksempler pa.

1.2.1 Arealet af en plan trekant

Arealet af en trekant er som bekendt halvdelen af grundlinjen gange hgjden. For en trekant
A = A(p,a,b) kan vi velge l&ngden ||a|| af a som grundlinje. Og hgjden i trekanten er

Ibl[sin(6) = [ (b-a) /]| (1.8)
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Figur 1.8: En trekant i planen givet ved A = A((1,1),(2,2),(=2,1)).

hvor 0 er vinklen mellem de to vektorer a og b, og hvor a betegner tvarvektoren i planen til a
(tvervektorens koordinater er a = (—ajy,ay )). Derfor er arealet:

| BN
Areal(A(p,a,b)) = E\b-a\

1

=5 lab2 —azby|

L[ ] (1.9)
2 a by
1

= et 7)) |

Med andre ord: Arealet af trekant /A (p,a,b) er den numeriske verdi af den halve determinant af
den 2 x 2 matrix, der fas ved at s@tte a og b ind som sgjler i matricen.

Nu kan der jo forekomme kollapsede trekanter med areal 0, og determinant O (hvordan?) - men
det vil vi helst ikke tillade, sa derfor definerer vi:

En reguler trekant er en trekant, der har et egentligt areal, altsa et areal, der er

skarpt stgrre end 0.

|||l Seetning 1.5  En trekant er reguler hvis og kun hvis alle trekantens kantlzngder og vinkler er

positive.
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I OPGAVE 1.6

| | Kan du bevise pastanden i Setning 1.5? Eller er det bare klart?

|l OPGAVE 1.7
Hvilke af fglgende trekanter er regulaere?
ANy =A((1,1),(4,-2),(8,4))
20 = B((1.3).(4.-2). (~8.4)) w0
N3 = NA((3,1),(9,123),(123,9))
Ay = NA(0.).1)

1.2.2 De indre vinkler i en trekant

En trekant har en indre vinkel ved hvert af sine tre hjgrnepunkter. Vinklen (malt i radianer) er en
vardi imellem 0 og T og kan findes ved hjalp af de to kant-vektorer, der udgar fra hjgrnet. Lad
os sige, at vi er interesserede 1 at bestemme den indre trekantsvinkel ved punktet p i den trekant,
der har fremstillingen A = A(p,a,b). Den vinkel vil vi betegne med 6, = £(a,b) og den kan
bestemmes ud fra de to kant-vektorer:

a-b

_ 1.11
fall- o] (LD

cos(0,) =

sadan at

a-b )
0, = arccos | ——— . (1.12)
g (||a||-||b||

Lad nu g betegne det hjgrnepunkt i A(p,a,b), som er spidspunkt for a og lad r betegne det
hjgrnepunkt, som er spidspunkt for b. Sa har vi tilsvarende:

8, = £(—a,b—a) = arccos (ﬂ)

ua|(r;nab—)blr)\ W)
0, =4A(—b,a—b :arccos(—_ ) )
( ) bl Ta—b|

I OPGAVE 1.8

Bestem alle de indre vinkler i hver af fglgende trekanter. Vinklerne skal angives i radianer, altsa: 1
radian svarer til 180/ grader og 1 grad svarer til £/ 180 radianer. Alle tallene kan gerne angives med
blot et par decimaler. Check, at vinkelsummen i hver trekant er © radianer.

Ay =A((1,1),(4,-2),(8,4))
Ny =A((1,3),(4,-2),(—8,4)) (1.14)
YAV A(O,J,l)
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1.2.3 Orientering af en plan trekant

Som sikkert bemarket ovenfor ved brug af (1.9) gjorde vi der et stort nummer ud af at tage
den numeriske verdi alle steder (for eksempel af determinanten) for at sikre, at arealerne af
trekanterne bliver positive. Ved ombytning af reekkefplgen af vektorerne i trekanten A (p,a,b)
skifter determinanten fortegn (hvorfor det?). Rekkefglgen har med orienteringen af trekanten at

ggre:

Lad A = A(p,a,b) betegne en reguler trekant i planen. Hvis drejningen om

fodpunktet p af a imod b er imod uret, sé siger vi, at trekanten A = A(p,a,b) er en positivt orienteret
trekant; ellers (altsd hvis drejningen af a imod b er med uret) siger vi, at trekanten er en negativt

orienteret trekant.

Med andre ord, hvis A (p,a,b) er positivt orienteret, sa er /A(p,b,a) negativt orienteret. Se figur
1.9 hvor vi med to forskellige farver (cyan og khaki) har angivet de to forskellige orienteringer af
en trekant. Hvis den ene kant-vektor i A(p,a,b) drejes dynamisk omkring p som i figur 1.10 s
vil orienteringen af trekanten skifte precis 1 de situationer hvor trekanten ikke er reguler.

Figur 1.9: Trekanten A(p,a,b) = A((1,1),(2,2),(—2,1)) fra figur 1.8 har positiv orientering; den
tilsvarende (med samme fodpunkt) negativt orienterede version A(p,b,a) = A((1,1),(=2,1),(2,2)) er
vist til hgjre.

Bemerk, at arealet af en reguler trekant altid er positiv — uth@ngig af orienteringen.
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| OPGAVE 1.10

Bestem areal, orientering, indre vinkler, kantlengder, og omkreds for hver af fglgende plane trekanter.
= A(0..))
= A((1,1),(3,0),(0,4))
= A ((12,117),(3,0),(0,4)) (1.15)
= A(0,(1,0),(cos(n/3),sin(w/3)))
= A(0.).(3.4))

1.3 Areal versus omkreds

Nogle plane trekanter er federe end andre, dvs. de har relativt stort areal i forhold til deres omkreds.
Vi vil begynde at undersgge det fenomen med et par eksempler:

lll Eksempel 1.11

En familie af trekanter er defineret ved, at det ene hjgrne beveaeger sig pa en cirkel med radius 1 og
centrum i (1,0) som vist i figur 1.10. De to andre hjgrner er fastholdte og ligger konstant i punkterne
(0,0) og (2,0) henholdsvis. Vi vil bestemme de stgrste trekanter i familien, altsd dem der har det stgrste
areal A. Af symmetrigrunde ma der vaere mindst to. Hvorfor det?

Vi kan fgrst bemarke, at cirklen kan parametriseres ved hjelp af cosinus og sinus: Vektoren q fra
punktet (1,0) til et vilkarligt givet punkt pa cirklen danner en vinkel 6 med x—aksen, dvs. £(i,q) = 6.

Men sa kan q skrives som
q = (cos(0),sin(B)) (1.16)

og dermed er stedvektoren fra (0,0) til det givne punkt pa cirklen:
b=i+q=(1+cos(6),sin(6)) . (1.17)
Den faste kant-vektor for trekanten er givet ved
a=2i=(2,0) , (1.18)

sa vi kan konkludere, at trekantens areal er givet ved

1 |’ 2 1+cos(0) " ’ (1.19)

1
real(0) 2] det([a"b*]) | 0 sin(0)
hvor vi tillader 6 at antage alle vinkel-verdierne, 6 € [0,27n]. Men den determinant er let at udregne:
Areal(0) = |sin(0)]. (1.20)

Det vil sige, at det stgrste areal opnds, nar |sin(0)| er stgrst, og det opnas for & = /2 og for 8 = 31/2,
fordi der og kun der er |sin(0)| precis 1.
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Figur 1.10: Hvilken trekant har stgrst areal i forhold til sin omkreds? Det oplyses og ses, at det bevaegede
hjgrne bevager sig langs en cirkel, se eksempel 1.11. Animeret: Klik pa figuren.

De stgrste trekanter i familien far vi nu ved at indsatte de to fundne 6—veerdier i udtrykket (1.17) for b
ovenfor: Den ene trekant er udspandt fra origo (0,0) afa = (2,0) og b = (1,1) og den anden trekant er
udspaendt af a = (2,0) og b = (1,—1). De har begge arealet A(1t/2) = A(3n/2) = 1.

Il OPGAVE 1.12

En ellipse i planen har ligningen

E - (f>2+(%)2:1 , (1.21)

a

hvor a og b er positive tal, de sakaldte halvakser. En sadan ellipse er symmetrisk omkring akserne og
har centrum i Origo, (0,0).

1. Angiv koordinaterne for de to punkter, hvor ellipsen skarer x—aksen.
2. Hvor skerer den y—aksen?

3. Hvad er arealet af det omrade i planen som afgrenses af ellipsen E?
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Figur 1.11: Hvilken trekant har stgrst areal i forhold til omkreds? Det oplyses, at det bevagede hjgrne
bevager sig langs en ellipse med halvakserne 1 og v/3. Opgaven er formuleret mere pracist i opgave 1.13.
Figuren er animeret.

| OPGAVE 1.13

En familie af trekanter er defineret som i figur 1.11. Opstillingen er magen til den i figur 1.10 bortset
fra, at styrekurven” for q nu er en ellipse med centrum i (1,0) og halvakserne er 1 (i x—akseretningen)
og V/3 (i y—akseretningen). Ellipsens ligning er:

E <x—1>2+<y)2_1 (1.22)
: : ) =1 .

1. Begrund, at med den metode, som er gennemgaet i eksempel 1.11, kan fglgende udtryk nu
benyttes for vektoren b:

b = (1+cos(0),V3sin(8)) , (1.23)

dvs. begrund, at alle de punkter, der har sddan en stedvektor, ligger pa ellipsen med den givne
ligning og vis, at alle punkter pa hele ellipsen 'rammes’ nar 6 € [0,2x].

2. Find de trekanter i familien, som har det stgrste areal A. Angiv ogsa det areal.
3. Find de trekanter i familien, som har den stgrste omkreds L. Angiv ogsa den omkreds.

4. Find de trekanter i familien, som har det stgrste forhold A/L imellem areal A og omkreds L.
Angiv ogsa det forhold.

1.3.1 Heron’s formel

En af de mest forbavsende s@tninger om trekanter er fglgende, som er opkaldt efter Heron, der
var ingenigr og matematiker i Alexandria; se Wikipedia: Heron:


http://en.wikipedia.org/wiki/Heron_of_Alexandria
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|| Seetning 1.14  Lad A betegne en trekant med kant-lzengderne a, b, og c. Szt nu s til at vare

den halve omkreds af trekanten, altsa
1
szi(a—i—b—i—c) . (1.24)

Sa er arealet af trekanten givet ved den simple formel:

Areal(A) = \/s- (s—a)-(s—b)-(s—¢) . (1.25)

Bevis. Se evt. Wikipedia: Heron’s formula eller [VLH]. O

|l OPGAVE 1.15

Lad A have kantlengderne 3, 5, og 6.
1. Brug Heron’s formel til bestemmelse af arealet af trekanten.
2. Hvis du ikke kendte Heron’s formel, hvordan ville du sa finde arealet?

3. Antag, at trekanten er placeret i det seedvanlige koordinatsystem i planen sddan at A =
A(0,(0,3), (*1,%2)). Bestem alle mulighederne for udfyldning af de manglende koordinater
(%1,%2) ud fra de givne oplysninger, og angiv for hver lgsning, om A(O, (0,3), (x1,%2)) er
positivt orienteret eller negativt orienteret.

4. Benyt een af fremstillingerne A (O, (0,3), (x1,%2)) til at checke arealberegningen — ved hjalp
af areal-ligningen (1.9).

|l OPGAVE 1.16

Il OPGAVE 1.17

Blandt de ligebenede trekanter med omkreds L = 1 er det pracis de ligesidede trekanter, der har stgrst

areal A. Bevis den pastand og angiv verdien af det stgrste areal.

| | Vis, aten trekant A(p,a,b) er reguler hvis og kun hvis a og b er lineert uathengige.

|l OPGAVE 1.18

I Heron’s formel, ligning (1.25), forudszttes det ikke, at trekanten er reguler. Af formlen fés direkte at
trekanten er regular hvis blot s > max{a,b,c}. Vis, at der for alle trekanter gelder, at s > max{a,b,c}.


http://en.wikipedia.org/wiki/Heron%27s_formula

Kapitel 2

2D Matrix-operationer

I dette kapitel vil vi deformere plane trekanter ved hjelp af 2 x 2—matricer.

2.1 Algebraisk opsaetning

Vi antager, at vi har givet en eller anden vilkarlig matrix, som vi herefter vil kalde en deformations-
martrix:

kir ko }
K= . 2.1
l ko1 koo @1

Dernast tager vi en trekant, der er givet pa heengsel-formen A (p,a,b) som indfert i kapitel 1.

Vi vil sa deformere haengslet og dermed trekanten til et nyt hengsel, en ny trekant, med det samme
hjgrnepunkt p, men med nye udspazndende kant-vektorer, a og b, men hvordan? Det vil vi nu
beskrive:

Den nye trekant kan skrives som A( p,ﬁ,ﬁ), hvor a = (a},a3) og b= (51,52) konstrueres ved
hjeelp af K og de givne kant-vektorer a = (aj,az) og b = (by,b,) pa folgende made:

De nye kant-vektorer til konstruktion af det deformerede hangsel defineres ved at gange matricen
K pa hver af koordinatsgjlerne for de to kant-vektorer ud fra p i det gamle hengsel:

[51 ] _ {kn kiz ] [611 ] _ {knaﬁrklzaz ] 2.2)

a ka1 k2 as karay + kaan

og tilsvarende fas b fra b:

El _ {kll k12 ] {bl ] _ |:k11b1+k12b2 } 2.3)
by ka1 ko by ko1by + kpobo ' ’
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De to definitionsligninger kan samles til een matrix-ligning:

ai b
a by

_ {kn klz}_[al bl]
ka1 koo a by

Pa kort form har vi altsa, som en alternativ made at skrive (2.2) og (2.3):

a" = Ka*

b* = Kb*

eller pa endnu kortere, kompakt matrix form for ligning (2.4):

g

|l Eksempel 2.1

@}:K-[a* b* |

For trekanten A = A(O,(2,1),(1,2)) og deformationsmatricen

far vi

[12]

2 ][22 -100]

sddan at den deformerede trekant er givet ved: A = A(0,(8,4),(7,5)).

|l OPGAVE 2.2
e
o |
!
o
[

2

S| a=sip

NS
0 } Az = A(0.1,])

2] Aa=A((2,1),(1,2),(2,4))

2 ] As = A((2,1),(1,2),(2,—4))

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7

(2.8)

Lad K betegne de nedenfor angivne deformationsmatricer og bestem i hvert tilfelde de trekanter der
fremkommer ved deformationerne af de angivne trekanter:

(2.9)
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I OPGAVE 2.3

Find i hver enkelt tilfaeld@v nedenfor den deformationsmatrix K;, som deformerer den givne trekant /\;
over i den givne trekant A;
Ar=A04)) . Ar=A2(0,(2.1),(-1,2))
Ny =N0(0,(21),(-1,2)) . Da=A(0.0) (2.10)
Nz =A(0,(2,1),(-1,2)) . Az=A(0,(-1,2).(2.1))

Il OPGAVE 2.4

Find i hvert enkelt tilfzlde den deformerede trekant A nér den givne trekant /A deformeres fgrst med
K og dernast den nye trekant med K, osv.

AaZA(O,i,j),Klz[l 2],K2:[1 2}

3 2 32
_ .. [1 2 [ =1/2 172
A”_A(O"’J)’Kl_[3 2]’K2_{ 3/4  —1/4
1 2 0 17 12 @1
AL.:A(O,(Z,I),(Z,Z)),Klz[3 2],1@:[1 0_,K3=[3 ’
1 2 1 2] 0 1
Ad—A(O,(2,1),(2,2)),K1—[3 2],K2—[3 2_,K3—{1 0

2.2 Geometrisk tolkning

Hvad betyder ovenstaende i geometrisk forstand? Hvordan ser disse deformationer faktisk ud? Og
hvordan ath&nger deformationerne af K og af de kant-vektorer vi starter med?

Deformationsmatricen K kan betragtes som en maskine, der drejer, trekker og straekker i et
hangsel for en trekant og som giver et nyt h&ngsel og dermed en ny trekant.

Det forste vi kan se umiddelbart er, at arealet af den nye trekant er givet ved arealet af den gamle
trekant ganget med den numeriske vard af determinanten af deformationsmatricen:

||| Seetning 2.5
Areal(A(p,a,b)) = |det(K)| - Areal(A(p,a,b)) . (2.12)

Specielt fas, at den deformerede trekant er reguler hvis og kun hvis den gamle er reguleer (dvs. har
areal > 0) og deformationsmatricen K ogsa er reguler (altsd det(K) # 0) .
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Bevis. Afleses direkte af ligning (2.6) sammenholdt med arealformlen (1.9). O

|l Eksempel 2.6

I fortsaettelse af eksempel 2.1: Den gamle trekant A\ har arealet 3, og da determinanten af K er 4, si har
den nye trekant arealet 12 i henhold til s@tning 2.5. Og det stemmer med en direkte udregning af arealet
af den nye trekant.

2.2.1 Hele trekanten deformeres

Vi har indirekte antaget, at det er tilstreekkeligt at definere hvordan en trekants haengsel - dvs. de
to kant-vektorer ud fra det felles hjgrnepunkt p - deformeres. Men kan vi vare sikre pa, at hele
trekanten selv “fglger med’ ved deformationen?

Vi vil kort indse, at det faktisk er tilfeeldet, som forventet, altsa at der gelder fglgende:

|||l Seetning 2.7  Hvis w er en vektor med fodpunkt p og spidspunkt inde i den trekant, der er

reprasenteret ved hengslet A(p,a,b), sd er w ogsa en vektor, der har fodpunkt p og spidspunkt inde i
den deformerede trekant A(p,a,b), nar w defineres (pd samme made og med samme opskrift som a
og b) ved

w* = Kw* . (2.13)

Bevis. Deformation med en matrix er en linezr afbildning. Hvis w som angivet har spidspunkt
inde i den regulere trekant A(p,a,b), sa kan w skrives som en (og kun en) linear-kombination af
de to lineart uafhangige vektorer a og b: Der findes to entydigt givne verdier oo > 0 og f > 0
med o+ B < 1 sadan at

w=oaa+pb . (2.14)

Overvej ulighederne o0 > 0 og § > 0 med oo+ B < 1! Hvor kommer de fra? Og for hvilke w er der
lighedstegn [=] i de enkelte uligheder?
Derfor er ogsa -
w* = Kw" = K(oa" 4+ Bb")
— K(0a") + K(Bb")
= aKa* + BKb*
= oa* +Bb*

(2.15)

sadan at w er en tilsvarende (med de samme koeffjgienter oa>00gB>0,a+p <1)linearkom-
bination af det nye hangsels kant-vektorer a og b. Spidspunktet af vektoren w med fodpunktet
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p ligger derfor inde i (eller pé en af kanterne i) trekanten A\ ( p,ﬁ,B), og det var det, vi skulle
vise. []

Det giver herefter mening at bruge en notation, der direkte forteller, at trekanten A= A\ ( p,ﬁ,ﬁ)
fas ved for eksempel at bruge deformationsmatricen K pa trekanten A = A(p,a,b) , idet begge
trekanter representeres ved de respektive hangsler. Vi vil benytte fglgende notation:

A =A(p,ab)=K-A(p,ab) . (2.16)

2.2.2 Rotationer

Rotationsmatricer er specielle typer af deformationsmatricer. Alle 2D rotationsmatricer har
fglgende struktur - de er givet ved en rotations-vinkel @ € R saledes:

_ | cos(e) —sin(e)
Ule) = sin(@)  cos(®) ' @17)

Nar vi betragter U(@) som en deformationsmatrix, der “ganges pa’ et hangsel A(p,a,b), sd

bestar deformationen’ i at haengslet roteres vinklen ¢ omkring fodpunktet p. Det kan vi se pa
fglgende made:

For enhver givet enhedsvektor e pa formen e = (cos(v),sin(v))) far vi billedvektoren e ved at
deformere med U(@) séledes:

<[990

)
cos(v) -cos(@) —sin(v) ‘SinE(P) } (2.18)

hvor vi ved det sidste lighedstegn har benyttet additionsformlerne for cosinus og sinus. Det ses
altsd at U(@)e* er koordinatsgjlematrix for precis den vektor € = (cos(v+ @),sin(v+ @)) der
fremkommer ved at rotere vektoren e = (cos(v),sin(v)) vinklen @ i positiv omlgbsretning.

I figur 2.1 vises en (animeret) rotation af et hangsel A(O,a,b) med rotationsvinkel @ der
gennemlgber intervallet @ € [0,27]; det svarer til at rotere en hel omgang rundt om Origo O i
positiv omlgbsretning.
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Figur 2.1: Rotation af haengsel. Animeret.

2.2.3 Skaleringer i koordinatakseretningerne

Skaleringsmatricerne for skalering i henholdsvis x—akse-retning og i y—akse-retning er, med de
respektive skaleringskonstanter G| og G3:

_[o1 0]
0g
10
Sy(02) = 06| (2.20)
Bemerk, at vi kan udfgre begge skaleringer pa een gang ved:
$4,(61,62) = Su(01) -8y (02) = | O 0 2.21)
Xy > X y 0 oy

Se animationerne af de to typer skaleringer 1 figurerne 2.2 og 2.3.

I OPGAVE 2.8

I I Vis, ath(Gl)-Sy(cz) :Sy(02)~sx((5]).

2.2.4 Flip

Flipmatricen F er betegnelsen for fglgende specielle deformationsmatrix:

01
F:[l O] . (2.22)
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i Y

Figur 2.2: Skalering af hangsel i x—akse-retning med faktorer 6; der gennemlgber 6, € [1,3]. Animeret.
y% /

Figur 2.3: Skalering af heengsel i y—akse-retning med faktorer 6, der gennemlgber 6, € [—1, 1]. Animeret.

\J Bemark, at
\Q’ F-F=E sidanat F=F' |, (2.23)
men F er ikke en rotationsmatrix da det(F) = —1.
Il OPGAVE 2.9

Hvorfor kan vi tillade os at kalde denne matrix F en flipmatrix nér vi betragter den som en deforma-

2.3 Hovedseetning for 2D (deformations-)matricer

tionsmatrix, der *ganges pa’ haengsler og trekanter?

Der gelder et fantastisk resultat om alle matricer, som vi forelgbig vil ngjes med at formulere her
for regulaere 2 x 2—matricer - for at fa en fgrste fornemmelse af, hvad det hele gar ud pa:
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|| Seetning 2.10  Enhver reguler (deformations-)matrix K kan skrives som et produkt af 4
regulere matricer saledes:
K=U.X.V'.F , (2.24)

hvor U og V er rotationsmatricer, X er en entydig bestemt diagonalmatrix med positive diagonal-
elementer, og F er enten flip-matricen (hvis det(K) < 0) eller enhedsmatricen (hvis det(K) > 0):

_ [ cos(ou) —sin(gu) )
U= { sin(@y)  cos(Qy) ] hvor @y € [-m.7] (2.25)
I= { %1 (?2 ] hvor 61 >6,>0 , (2.26)

_ | cos(gv) —sin(qv) 3
V= [ sin(y)  cos(@y) } hvor ¢y € [-m,7w] (2.27)

sadan at den transponerede rotationsmatrix ser saledes ud

. [ cos(py) sin(qy) ] 25
V= [ —sin(@y) cos(¢v) ’ (228
=~ 0 1 .
F=F= [ 10 } hvis det(K) <0 , (2.29)
og
EN 1 0 .
F=E= [ . ] hvis  det(K) >0 . (2.30)

|l Bemaerkning 2.11  Der er et par observationer, som det er vzerd at lzgge merke til:

1. Den transponerede rotationsmatrix V*, som skal bruges i produktet (2.24), er selv en rotations-
matrix — den roterer samme vinkel som V, bare i modsat retning. De to matricer er hinandens
inverse: V- V* = E sidan at V¥ = V1,

2. Hvis 6 = 0, = 1 og det(K) > 0, sa er K selv en rotationsmatrix.

3. Hvis det(K) < 0 sd er det(K-F) > 0 fordi det(F) jo i s fald er negativ. Men det betyder ifplge
setningen (for dekomponering af matricer med positiv determinant), at K- F kan skrives som et

produkt séledes:
K-F=U-Z.-V* (2.31)

sadan at
K-F-F=U-X.-V*.F . (2.32)
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MenF-F = E, sa vi far dermed direkte:
K=U-Z-V*.F , (2.33)

og det er sa netop setningen for dekomponering af matricer med negativ determinant! Dvs. ved
pa denne made at gange F pa K behgver vi kun at kunne dekomponere matricer med positiv
determinant.

I OPGAVE 2.12

Vis, at hvis V er en rotationsmatrix med rotationsvinkel @y, sa er V* ogsa en rotationsmatrix, som
defineret i (2.20), og rotationsvinklen for V* er —@y. Vis, at det heraf fglger, at V* = V~I.

2.4 Hvordan dekomponeres en matrix?

Der er to oplagte spgrgsmal: Hvordan viser man sadan en s@tning og hvordan bruger man den?
Det sidste spgrgsmal (som vi indtil videre vil ngjes med at besvare, men som nasten ogsa er et
argument for s@tningen) handler om at kunne finde faktorerne, ingredienserne, f, V5, XZ,0gUi
ovenstaende ligning (2.24), nar matricen K er givet.

Det er ikke vanskeligt; metoden hedder Singular Value Decomposition eller kort SVD, og benyttes
1 utallige anvendelser, se f.eks. [S, ND].

|||| Metode 2.13 Vi skitserer nu fgrst SVD metoden i punktform, og henviser igvrigt til eksempel

2.14 nedenfor, hvor alle punkterne gennemgas i detalje for en konkret matrix K.

Forst bestemmes F. Den fés direkte ved blot at finde ud af, om det(K) er positiv eller negativ og s
bruge (2.30) henholdsvis (2.29).

1. Hvis det(K) > 0 sidan at F = E sa er proceduren fglgende:

(a) X fas ud fra egenveerdierne for den symmetriske matrix K* - K. (Hvorfor er det produkt en
symmetrisk matrix? Dvs. Hvorfor er (K*-K)* = K* - K?) De egenveardier er altid positive
(hvorfor det?) - lad os kalde dem G% og G% og lad os nummerere dem i stgrrelse, sadan at
G% > 0‘% . De respektive kvadratrgdder af disse egenveerdier for K* - K er sa 61 > 0;.

(b) Sgjlerne iV er ortogonale enheds-egenvektorer v; og v, svarende til egenverdierne G% og
G% for den symmetriske matrix K* K. Egenvektorerne skal velges sadan at V har positiv
determinant (det er altid muligt, eventuelt ved at skifte fortegn pa én af egenvektorerne):

v=[vi vy] . (2.34)
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Matricen V*, som jo er den, vi har brug for i dekomponeringen fas selvfglgelig dernaest
ved at transponere den fundne V.

(c) Sgjlerne i U er de koordinat-sgjlevektorer uj og u3, som fas direkte ved at udregne

1
u] = —Kv]
G
1 (2.35)
u; = gZKVE
og indsatte dem som sgjler i U:
U=[u uw] . (2.36)

2. Hvis det(K) < 0 sadan at F=F, sder proceduren fglgende (se sidste punkt i bemarkning 2.11):

(a) Sat K=K F.Sier det(k) > 0 og vi kan dekomponere K ved at indsztte K pa K’s plads
i de tre punkter (a), (b), og (c) ovenfor i 1. procedure for matricer med positiv determinant.
Lad os notere resultatet, den resulterende dekomponering, pa fglgende made:

K=U.X. V¢ (2.37)

(b) Sékan K selv direkte skrives pa dekomponeret form séaledes:

K=U.L-V*-F . (2.38)

Der foregar rigtig mange ting i den metode og strategi, men hvert step er rimelig simpelt. Vi
illustrerer med et konkret eksempel:

ll Eksempel 2.14

Vi har givet matricen

2 2
K:[_l 1] . (2:39)

Vi vil finde dekompositionen af K som et produkt af 4 matricer som i (2.24).

Determinanten af K er positiv, sa F = E, enhedsmatricen. Desuden er

N 15 3
K.K_[3 5} , (2.40)

som har egenverdierne G% =8 o0g G% = 2. Lad os lige repetere: Egenvardierne for K* - K findes ved at
treekke A fra i diagonalen og finde rgdderne i det tilhgrende karakteristiske polynomium:

(2.41)

K*-K—kE:[S_x 3 ] ,

3 5-A
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som har determinanten
det(K*"-K—AE)= (5—-1)-(5-A) —9=A"—10A+16= (A—2)- (A—8) . (2.42)

Dette polynomium er pr. definition det karakteristiske polynomium for K* - K, og rgdderne er netop:
A = 8 0g Ay =2, sadan at G% =8 og G% =2 og derfor 6| = /8, 6, = V/2, saledes at:

SFRE

0 2 0 2 (2.43)

Lad os repetere hvordan vi dernzst finder egenvektorerne hgrende til egenverdien A = G%: Fgrst trekkes
A1 frai diagonalen i K* - K:

. [5-m 3 ] [5-8 3
K-K—ME—[ ; 5—7»1]_[ ; 5_8] , (2.44)

og da vi ved, at determinanten er 0, sa findes der uendelig mange lgsninger til det homogene lineere
ligningssystem, der har K* - K — A E som koefficientmatrix:

(=3)x+3y=0

(2.45)
3x+(=3)y=0

Ved at Igse dette system finder vi let, at en lgsning er (1,1) som normeres ved at dividere med leengden
tilvy = (1/ \@, 1/ ﬂ), denne sidstnzvnte vektor er ogsé en Igsning til ligningssystemet.

NB: Vektoren (— 1/ \@, -1/ ﬂ) er tilsvarende en enhedsvektor-lgsning til det samme ligningssystem,
men her velger vi den fgrst fundne og arrangerer dernest nedenfor fortegnet pa egenvektoren v,
herende til A, = 2 saledes at den resulterende matrix V far den korrekte determinant 1.

Helt tilsvarende opstilles ligningssystemet for egenvektorerne hgrende til egenverdien A, = 2 og vi
finder en enhedsvektor-lgsning v, = (— 1/ \@, 1/ \/Q) som normeret egenvektor hgrende til egenvaerdien
A =2.

De ortogonale enheds-egenvektorer for K* - K som vi herefter vil bruge er altsa: vi = (1/ ﬁ, 1/ \@)
ogvo = (—1/V2,1/V2).

Summa summarum har vi derfor:

V8 0] [2v2 0
o[98 5]
og ved at bemzrke, at 1/+/2 = cos(m/4) far vi fglgende rotationsmatrix:
Ve 1/vV2 —1/v2 ] [ cos(n/4) —sin(n/4) (2.47)
L 1/V2 1/v2 | | sin(r/4)  cos(m/4) '
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og hermed den transponerede matrix V*:

Vi — 1/V2 1/2 [ cos(mn/4) sin(n/4) (2.48)
T =12 12| —sin(n/4) cos(n/4) ’
Sejlerne i U er til sidst — i henhold til forskriften ovenfor:
i=zal 2 1] =[o]
17 a2l -1 1 1/v2 ] |0
2v2 /V2 (2.49)
,_ L[ 2 2][-1/v2]_To0
s=u A =1
som betyder, at
U= 10 2.50
101 ’ (2.50)

som igen klart er en rotationsmatrix, nemlig med @y = 0.

Vi kan for en ordens skyld lige checke, at den faktorisering, vi har fundet, faktisk virker og er korrekt —
simpelthen ved at regne efter:

U-z.V*.ﬁ:U.z.[ 1/V2 1/\@][1 o]

-1/v2 1/V2 ] 01
_ 1/V2 1/v2
_U.Z.[_l/ﬁ 1/\@] o
_U.{zﬂ oHl/ﬁ 1/\@} '
N 0 V2] [-1/V2 1/V2

=U'[_21 f]:[é (1)H_21 ﬂ:[—zl ?]:K

|l OPGAVE 2.15
Dekomponér fglgende matricer pA samme made som i eksempel 2.14 og husk at prgve efter til sidst,
om produktet af de 4 matricer giver den gnskede K-matrix:
"2 0
K, =
T lo 3
0 1
K, =
Tl o)
fo 1
K; =
Tl o2
"0 11
K, = 2.52
+=13 9 | (2.52)
1o
Ks =
YT 13 1)
[ 1/100 2/100
K¢ =
| 3/100 1/100
[ 100 2
K7=1"3 1/100 ]
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2.5 Deformations-energi

Vi forestiller os en fabrik Mp, der omdanner basis-trekanter A (O, 1,j) til deformerede trekanter
efter vilkarlige gnskede deformations-matricer K. Basistrekanterne haves pa lager en masse og
er gratis! Men hvad koster deformationerne? Fabrikken har maskiner, der kan rotere, skalere 1
akseretningerne, og vende trekanterne (med F) med fastholdt basispunkt O.

Det er kun skaleringerne der ikke er gratis pa den fabrik:

Prisen pa hver enkelt deformeret trekant (dvs. et mal for den energi det

koster at deformere et standard hangsel med deformationsmatricen K) er pa fabrikken Mp bestemt ved
o-veerdierne for K, altsd 01 = 61 (K) og 0, = 6,(K) siledes:

P(K) = (1-01(K))*+ (1-02(K))* . (2.53)

|l Bemaerkning 2.17 Husk, at egenvzerdierne for K* - K er 6?(K), sé for at finde o;(K) er det

ngdvendigt at tage kvadratroden af disse egenvardier. Bemerk stadig, at 6;(K) sedvanligvis ikke er
egenverdier for K selv!

|l OPGAVE 2.18

Hvad koster det fabrikken Mp at producere trekanterne til fliselegningen i cirkelskiven (med radius
3/2) til venstre i figur 2.4 nér alle trekanterne antages konstrueret ved deformation af A(O,i,j) og
placeret uden translation, dvs. med fastholdt fodpunkt O?

I OPGAVE 2.19

Hvad koster det fabrikken at producere trekanterne til flisel&gningen vist til hgjre i figur 2.4? Det
oplyses, at delepunkterne pa den omskrevne cirkel er givet ved

3 3
qi = (zcos(ei),zsin(ﬂi)> hvor 6; €{0,4n/3,n,4n/5,2n/3,4n/7,n/2} ,  (2.54)

og alle trekanterne antages igen at vare konstrueret ved deformation af A(O,1i,j) og placeret uden
translation, dvs. med fastholdt fodpunkt O
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Figur 2.4: Trianguleringer af (dele af) en cirkelskive med ligebenede trekanter.

I OPGAVE 2.20

Antag, at vi har en stak ens trekanter, som ikke er basis-trekanter, men givet ved A =
A(0,(1,1),(2,1)) og gnsker dem lavet om til nye trekanter A = A(O,(1,—1),(2,1)). Hvordan
kan vi benytte fabrikkens maskiner til det, og hvad er prisen for hver trekant?

En anden, konkurrerende, fabrik M prissatter deformationerne pa en noget anden made. Basis-
trekanterne haves ogsa her pa lager en masse og er stadig gratis, men:

Prisen pa hver enkelt deformeret basis-trekant (givet ved deformationsmatricen

K) fra fabrikken M defineres ogsé her ud fra o-vardierne for K, men nu efter fglgende formel:

1 2

QKy:<muQ_o¢K02+<®aQ—oxKQ . (2.55)

| OPGAVE 2.22

| OPGAVE 2.23

Hvad koster det at fa fabrikken M| til at producere trekanterne til fliseleegningen i cirkelskiven til

venstre i figur 2.4 (uden translation)?

Hvilken fabrik er i hvert enkelt tilfaelde billigst ved produktionen af de trekanter, der fremkommer ved
brug af de deformationsmatricer K;, der er angivet i opgave 2.15? Vink: Det er tilstraekkeligt at se pa
et par tilfelde og dernast generalisere ud fra dem.
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| OPGAVE 2.24

I denne opgave er det en del af gvelsen selv at definere stort og smadt:
1. Hvis man skal have lavet 1000 forskellige meget smda trekanter, hvilken fabrik er sa billigst?

2. Hvis man skal have lavet 1000 forskellige meget store trekanter, hvilken fabrik er sa billigst?

Fabrikken M har specialiseret sig i at deformere gamle brugte trekanter om til standard-
basistrekanter. Dvs. hvis man kommer med sin gamle deformerede trekant A = A(O,a,b),
sa finder fabrikken fgrst ud af, hvilken deformationsmatrix L, der deformerer denne trekant A
tilbage til standardtrekanten A (O, 1,j), udfgrer deformationen, og tager til sidst prisen Q(L) for
det.

| OPGAVE 2.25

Vis, at pa fabrikken M er prisen for deformationen A(O,i, j) — A(O, a, b) den samme som prisen
for deformationen tilbage igen A(O,a,b) — A(O,1,j). Hvis den anden fabrik Mp fandt pa at tilbyde
tilbage-transformationer pa samme made, men ved brug af priss@tningen P(K), ville der sd ogsa der

vere den samme symmetri i priserne? Giv eksempler!

|l OPGAVE 2.26

Lad 7 betegne mangden af regulere positivt orienterede trekanter i planen, og lad /A og /\;
betegne to vilkérlige trekanter i 7. Vis — i forleengelse af opgave 2.25 — at pa fabrikken My er
prisen d(A\ 1, A\;) for deformationen Ay = A(0,a,b) — A, = A(0,a,b) den samme som prisen
d(/\,, A1) for deformationen tilbage igen A\, = A(O,ﬁ,g) — /A1 = A(0,a,b). Sé har vi dermed
defineret en positiv, symmetrisk funktion d pa 7 x 7Z. Vis, at hvis d(A,/\;) = 0 sa findes der en
rotation om O som drejer A over i 2\;. Vis ogsa omvendt, at hvis der findes sadan en rotation, sa
er d(A1,/\;) = 0. Undersgg, om der gelder trekantsulighed: d (A1, Ay) +d (Lo, A3) > d (A, As)
for alle Ay, Ay, 0g Az i T séledes at d er en metrik pa det betragtede rum af trekanter.

I OPGAVE 2.27

Hvad koster det fabrikken Mp at producere trekanterne til flisel&egningen i cirkelskiven (med radius
3/2) til venstre i figur 2.4 nar translation er tilladt? Kan det sa ggres billigere (end hvis translation af
tetraedrene ikke er tilladt som i opgave 2.18) og i sa fald hvor meget billigere?

|l OPGAVE 2.28

Lad K veare en reguler 2 X 2-matrix og st K = K-F. Vis, at K* - K har de samme egenverdier som
K* - K, séledes at de to matricer ligeledes har den samme X-matrix.
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Kapitel 3

Tetraedre

Tetraedre er fellesbetegnelsen for de objekter, der 1 3D svarer til trekanterne 1 2D. Ligesom en
trekant, der er udsp@ndt af et hengsel, et to-ben, som er bestemt ved to vektorer med et falles
fodpunkt, sa er et tetraeder udspandt af et tre-ben, altsa tre vektorer a, b, og ¢ med et falles
fodpunkt.

3.1 Det saedvanlige koordinatsystem i rummet

For effektivt at kunne beskrive hvad der foregar i rummet, og for pracist at kunne analysere treben
og tetraedre etc. har vi brug for et 3D koordinatsystem. Koordinatsystemet i rummet er givet ved
et fast valg af sedvanlige retvinklede koordinatakser ud fra et givet fast Origo, samt de tilhgrende
basisvektorer i akse-retningerne: {O,x,y,z}, {i,j,k}. Se figur 3.1.

Figur 3.1: Det sdvanlige koordinatsystem { O, x,y,z } i rummet med basisvektorer {i,j,k }.

Ligesom i planen kan vi nu pracisere beliggenhed af punkter og forbindelsesvektorer mellem
punkter. Hvis punktet p har koordinaterne p = (p1, p2, p3) og punktet ¢ har koordinaterne g =
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(41,92,93), sa har vi dermed ogsé koordinaterne for den vektor a, der forbinder p med ¢:

a=(a1,a,a3) = (q1 —p1.q2 — p2.43— P3) - (3.D
Vektoren a kan betragtes som en pil (nu 1 rummet) med fodpunkt p og spidspunkt g, se figur 3.2.
I kapitel 4 vil vi se neermere pa 3 x 3—matrix-deformationer af tetraedre i rummet og har derfor

ligesom i kapitel 2 (hvor vi studerede 2 x 2—matrix-deformationer af trekanter i planen) brug for
at repraesentere vektorer ved deres koordinat-sgjle-matricer:

a=(aj,a2,a3)

L@ 3.2)
a = ap .

as

q\\
a
Figur 3.2: Vektoren a = (1.0,—0.5,0.5) med fodpunkt p = (0.5,0.5,0.5) og spidspunkt ¢ = (1.5,0.0,1.0).

3.1.1 Tetraedre

Tetraedre vil vi som allerede navnt beskrive ved hjalp af treben. Et treben bestar af et punkt p og
tre kantvektorer a, b, og ¢ med det felles fodpunkt p, se figur 3.4. Et sadant treben vil vi betegne
pa denne made:

X =X(p,a,b,c) . (3.3)

Et specielt tetraeder er basis-tetraederet, se figur 3.3:

X =KX(0,ijk) . (3.4)
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For at vere pracis (som for trekanter i planen): Ved et tetraeder vil vi forsta det rumlige omra-
de, der er afgranset af de 4 trekanter, som er udspandt af det valgte trebens toppunkt og de 3
spidspunkter. Leeg marke til, at de tre spidspunkter selv udspander den ene af de 4 trekanter. Se
figurerne 3.4 og 3.3.

For et givet tetraeder er der altsa 4 mulige valg af toppunkter til et udspandende treben og for
hvert af de 4 valg af toppunkt er der dern@st 6 muligheder for at velge rekkefglgen af de tre
kantvektorer, der udgar fra det valgte toppunkt. Det vil sige, at et givet tetraeder kan skrives pa
formen (3.3) pa ialt 24 mader.

Figur 3.3: Basistetraederet i rummet X(0,1,j,k).

3.2 Arealet af trekanter i rummet

Vi er egentlig mest interesseret i at finde rumfang af tetraedre, se naste afsnit nedenfor. Tetraedre
er pyramider og derfor er deres rumfang en tredjedel af grundfladens areal gange hgjden af
pyramiden over den valgte grundflade. Se satning 3.5, som vi vil bevise nedenfor.

For et helt generelt tetraeder X = IE( p,a,b, c) kan vi som grundflade valge den trekant, der er
udspendt af a og b, altsd den trekant, der er givet ved hengslet A = A(p,a,b). Leg merke til,
at det hengsel og den trekant er fuldstendig veldefineret - selvom der nu er tale om en trekant 1
rummet som ikke ngdvendigvis ligger i (x,y)—planen.

For at bestemme det ovennavnte grundfladeareal for tetraederet far vi altsa fgrst brug for at
bestemme arealet af den trekant der er udspandt af hangslet A( p-a, b) 1 rummet.

Til den ende vil vi bruge krydsproduktet af de to vektorer a og b:
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Figur 3.4: To treben, begge med fodpunkt p = (0.5,0.5,0.5) og kantvektorerne a = (1,0,1), b = (1,1,0),
og ¢ = (1,1,1). Trebenet til venstre er X(p,a,b,c) og det til hgjre er X(p,b,a,c). Farvekoden fglger
rekkefglgen af de indgaende kant-vektorer: Sort for fgrstnavnte, chokoladefarvet for nummer to, og gra
for sidstnevnte kant-vektor.

Krydsproduktet af a = (a1,az,a3) og b = (by,ba,b3) defineres som den vektor

der har koordinaterne:

ax b = (axb3 — asby, asby — a1bs, ayby —axby) . (3.5)

Krydsproduktet mellem to vektorer a og b kan udtrykkes som en determinant hvis vi udvider
determinant-begrebet en anelse saledes, hvor den fgrste reekke bestar af basisvektorerne i, j, og k:

i ok
axb=det a ar aj . (3.6)
by by b3

Hvis vi nemlig oplgser den determinant efter forste rekke far vi:
i j k
det ap, ap as =i-(axbs —azby) +j- (—(a1b3—a3b1))—|—k- (albz—a2b1) , (3.7
by by b3

og det er jo pracis den vektor der har koordinaterne som angivet i definition 3.1.

Vi har dermed vist, at vi kan bestemme krydsproduktet saledes:
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Figur 3.5: Tetraederet X = X(p,a,b,¢) med p = (0.5,0.5,0.5),a= (1,0,1),b=(1,1,0),0gc = (1,1,1)
som i figur 3.4. Til venstre vises det tilsvarende negativt orienterede tetraeder X = XI(p, b, a,c). Den eneste
forskel er farverne, som defineres i afsnit 3.4 nedenfor, og som er defineret ved den raekkefglge som
kantvektorerne optraeeder med i det udp@ndende treben, jvf. Kapitel 1.

M i j k

Q axb=det| | o & a3 . (3.8)
by by bs

|| OPGAVE 3.2

Vis direkte ud fra definitionen i ligning (3.5) eller ved brug af (3.8), at der for vilkarligt givne vektorer
aogb gelder

1. a x b star vinkelret pa a, og a x b star vinkelret pa b; altsa:

(axb)-a=0 og (axb)-b=0 . 3.9)

2. Ved ombytning af faktorerne skifter krydsproduktet fortegn:

bxa=-axb . (3.10)

3. ax b =0 hvis og kun hvis der enten gelder at mindst en af de to vektorer a eller b er 0 eller at
de to vektorer er proportionale. Det sker netop aldrig i en reguler trekant A(p,a,b).

Krydsproduktet giver arealet af en (rumlig) trekant saledes:
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|l Seetning 3.3  Arealet af en rumlig trekant A = A(p,a,b) er givet ved:

1
Areal(A(p,a,b)) = EHa x bl . (3.11)

Bevis.

||la x bH2 = (azb3 —a3b2)2 + (a3by —a1b3)2 + (a1b2 —a2b1)2
= (af +a3 +a3) (b] + b3+ b3) — (a1b1 + azb> +azb3)?
= [|a[P*[[b]* - (a-b)?
= [lal*[b]]* (1 —cos*(8))
= [lall[[b]]*sin®(8)
= (2Areal(0))*

(3.12)

hvor vi igen har benyttet at trekantens areal er grundlinjen ||a|| gange hgjden ||b||sin(6) (hvor 6
er vinklen mellem de to vektorer a og b).

]
Il OPGAVE 3.4
Bestem arealet af hver af fglgende trekanter i rummet:
Ay = N(0,i,K)
Ny = A ((1,0,0),(—1,0,1),(—1,1,0))
Ny =NA((1,2,3),(4,1,2),(8,2,—4)) (3.13)
Ny =NA(0,(4,1,2),(8,2,4))
Ns = N((-1,1,0),(—1,0,1),(—1,1,0))

3.3 Rumfang af tetraedre

Som ovenfor n&vnt er rumfanget af et tetraeder en tredjedel af grundfladens areal gange hgjden af
tetraederet over den valgte grundflade.

Rumfanget af en hvilken som helst pyramide med grundflade G og hgjde & kan findes pa den
made. En massiv pyramide bestar af en grundflade, et plant omrade G, samt af foreningsmangden
af de rette linjestykker, der forbinder hver enkelt punkt i G med et givet toppunkt som ikke selv
ligger 1 den plan der indeholder G, se figur 3.6.
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|||| Saetning 3.5 Lad P betegne en pyramide med et plant omrdde G som grundflade og hgjden &

over den grundflade. Sa er rumfanget af P

Vol(P) = % -h-Areal(G) . (3.14)

Bevis. Hver enkelt horisontalt tvarsnit 1 pyramiden er en skaleret version af grundplanen, se
figur 3.6. Skalerings-faktoren gar fra O i toppen til 1 i grundplanen, og er igvrigt en lineer
funktion af hgjden over grundplanen. Skaleringsfunktionen er derfor som funktion af hgjden z
over grundplanen:

k(z) =1 —% (3.15)

Arealet af det horisontale snit 1 hgjden z over grundplanen er derfor
2
S(z) = k*(z) - Areal (G) = (1 - %) Areal(G) . (3.16)

Ifglge snitmetoden til bestemmelse af rumfang af rumlige omrader har vi sa:
h
Vol () = / S(z) dz
0

h
= Areal(G) ./0 ( - %)2 dz
_ NI TRy
= Areal(G) 2 (h—z)"dz G.17)
= Areal(G) - — - ~ - [—(h—2)*];
= Areal(G) - — - = - h

= Areal(G) - = -

Vi er nu klar til at beregne rumfang af vore specielle pyramider, de rumlige tetraedre.

Arealet af grundfladen, G = A(p,a,b) har vi bestemt i (3.11) for tetraederet X = X(p,a,b,c).
Hgjden h = h(X, G) kan vi dernast bestemme som skalarproduktet af den sidste kant-vektor ¢
med en enhedsvektor, som star vinkelret pa grundtrekanten:

Men a x b star netop vinkelret pa grundtrekanten (fordi krydsproduktet er vinkelret pa grundtre-
kantens kant-vektorer), sa den kan vi bruge:
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Figur 3.6: En pyramide med antydede horisontale tveersnit.

(axb)
[ER]l

|[(axb)-c|
laxb]|

h(K,G) = | ¢l =

saledes at
Vol(X(p,a,b,¢)) = = Areal(A(p,a,b)) - h(X,G)

(Bpab)- B2

|(axb)-c|
laxbl|

I
>
e
a
&
=

[laxbl|-

I
A\ = W= W] = W=
N =

[(axb)-c|

hvor vi har benyttet (3.11).

(3.18)

(3.19)

NB: Betegnelsen |r| benyttes for absolutvardien, den numeriske veerdi, af det reelle tal r. Beteg-

nelsen ||a|| benyttes for lengden af vektoren a.

Dette udtryk for volumenet af et tetraeder giver anledning til at indfgre fglgende betegnelse:
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Rumproduktet Rum(a,b,¢) af tre vektorer a = (ay,a2,a3), b = (b1,b2,b3),

og ¢ = (c1,¢,c¢3) defineres ved:

Rum(a,b,¢) = (axb)-c . (3.20)

Rumproduktet kan udtrykkes pa determinant-form:

|| Seetning 3.7
Rum(a,b,c) = (axb)-c

a; by ¢
= det a by o (3.21)
a; bz c3

= det([a"b"c*])

Bevis. Det fglger direkte af udregningen
(a X b) -c=_C] (azb3 — a3b2) +cp (a3b1 — a1b3) +c3 (albz — azbl) , (3.22)

og ved at bemarke, at determinanten af matricen i (3.21) giver pracis det samme udtryk nar
determinanten oplgses efter sidste sgjle. L

Ved at sammenholde dette med (3.19) har vi nu rumfanget af et tetraeder skrevet kort pa
"determinant-form’ og ‘rumprodukt-form’:

|||l Seetning 3.8 Rumfanget af tetraederet X = X(p,a, b, ¢) kan beregnes saledes:

Vol(B(p,a,b,c)) = é|det([a*b*c*])\
1 (3.23)
= E\Rum(a,b,c)\

Bemark, at rumproduktet skifter fortegn ved ombytning af to af vektorerne. Derfor er der brug
for absolut-verdi-tegnene i volumen-udtrykket i s@tningen.
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Et reguleert tetracder er et tetraeder, der har et egentligt rumfang, altsa et

rumfang, der er skarpt stgrre end 0.

Et tetraeder X ( p,a,b, c) har rumfang 0, er kollapset, og dermed singulcer, netop nar determinanten
i (3.23) er 0, og det forekommmer pracis nar een af vektorerne i trebenet kan skrives som en
linearkombination af de to andre, f.eks.a=3-b+7-¢,sddanata—3-b—7-¢ = 0.

| OPGAVE 3.10

Vis den pastand ved hjalp af din viden om determinanter af matricer:
Hyvis der findes konstanter a1, 0z, og 03 saledes at

o-at+op-bt+oz-c=0 (3.24)

saer

Vol(X(p.a,b,c)) =0 . (3.25)

Gezlder det omvendte ogsa? Dvs. hvis rumfanget af @( p,a,b, c) er 0, findes der sa konstanter o, 0o,

og a3 sadan at ligningen (3.24) er opfyldt?

3.4 Orientering af tetraeder ved valg af treben

Pa samme made som for trekanter i planen har vi nu mulighed for at definere orienteringen af et
tetraeder 1 rummet:

Et tetraeder, som er givet ved et treben X = X(p,a,b,¢) er positivt orienteret

hvis rumproduktet Rum(a, b, c) i (3.21) er positivt; hvis rumproduktet Rum(a,b,c) er negativt, siges
tetraederet at vaere negativt orienteret.

Mt | Leg merke til, at rumproduktet er en determinant som netop skifter fortegn nér to af
Q sgjlerne ombyttes, hvilket svarer til en ombytning i rekkefglgen af kant-vektorerne i
X(p,a,b,c).

I figurerne 3.5 og 3.3 er orienteringen af de givne tetraedre markeret ved farven pa de afgreensende
trekanter: De 4 trekanter, som afgranser tetraederet er alle cyan-farvede hvis tetraederet er positivt
orienteret, og hvis tetraederet er negativt orienteret er de 4 afgrensende trkanter alle khaki-farvede.
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|||| Bemaerkning 3.12 Standard-tetraederet XI( O, 1i,j,Kk) er positivt orienteret fordi

det([a*b*¢’]) =1>0 . (3.26)

 , Krydsproduktet af to lineert uathengige vektorer a og b i rummet kan vi nu beskrive
S - | geometrisk pa felgende made: a x b er den vektor i rummet, som star vinkelret pa bade
Q a og b, har en l&ngde som er det dobbelte af arealet af arealet af /A (O,a,b) og igvrigt
peger i den retning, der gor tetraederet XI( O,a,b,a x b) til et positivt orienteret tetraeder.

|l OPGAVE 3.13

Bestem rumfang, regularitet, og orientering for hver af fglgende tetraedre:

X(0,i,k.j)®, = X((1,1,1),(=1,1,0),(1,0,1), (0,1
X3 = X((1,1,4),(—1,1,0),(1,1,1),(0,1,1))

[
~—
~—

(3.27)

3.5 Rumfang versus overfladeareal

Nogle tetraedre er federe end andre, sammenlign med afsnit 1.3 1 kapitel 1 om trekanterne 1 planen.
Det skal igen her forstas sadan at nogle tetraedre har stgrre rumfang i forhold til deres totale
overfladeareal end andre.

Vi har ovenfor beregnet rumfanget af et vilkarligt tetraeder, og da overfladearealet simpelthen er

summen af arealerne af de 4 trekanter, der afgranser tetraederet, kan vi nu beregne forskellige
tilfzelde.

Il OPGAVE 3.14

Bestem forholdet (Vol / Areal) mellem rumfang og fotale overfladeareal for hvert af fglgende tetraedre:

X(0.1,j.k)

X(0.i,j,2K)

X(0,2i,j,2k) (3.28)
(
(

X(0,2i,2j,2k)
X (0, (cos(m/6),sin(n/6),0),(cos(n/6),—sin(n/6),0),(0,0,1))

X
X,
03
Xy
X5
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|l OPGAVE 3.15

Bestem forholdet (Vol / Areal) mellem rumfang og fotale overfladeareal for hvert af fglgende tetraedre,
hvor u er en positiv reel variabel, sdledes at Vol / Areal derved bliver en funktion af u > 0 :

X, = X((0,0,0),a,b,¢(u)) (3.29)

hvor
= (cos(n/6),sin(n/6),0) ,

a
b = (cos(n/6),—sin(n/6),0)

(3.30)
2
c(u) = (§ -cos(m/6),0,u)
Bestem (om muligt) den veardi af u for hvilken Vol / Areal er stgrst mulig.
|l OPGAVE 3.16
Vi ser pa en familie af tetraedre, som er defineret ved hjalp af to parametre o og u saledes:
Rox = X((0,0,0),a(a),b(a),c(o,u)) (3.31)
hvor
a(a) = (a-cos(n/6),0-sin(n/6),0)
b(a) = (a-cos(m/6),—o-sin(n/6),0) (3.32)
2
c(au) = (§ -a-cos(1/6),0,u)
Antag, at det totale overfladeareal af Xy, er fast og er givet ved
Areal(Kg,) =1 . (3.33)
Bestem — under den betingelse — de to parametervardier o og u saledes at rumfanget af X, er stgrst
muligt.
Il OPGAVE 3.17

Bestem mangden af alle de rumlige tetraedre, der har fglgende egenskab: Der findes en vinkelret
projektion af tetracderet pa en given plan (veelg blot (x,y)-planen), siledes at tetraederets 6 kanter
projiceres i en figur, der (panzr stgrrelse) ser praecis saledes ud: X.



Kapitel 4

3D Matrix-operationer

Matrixdeformationer af tetraedre og af rumlige trekanter foregar pa helt samme made som i
planen. Vi antager, at vi har givet en vilkarlig matrix K, som nu er en 3 x 3—matrix:

kir kio ki3
k1 k3 ki3

Denne matrix "virker’ pa en rumlig vektor a = (aj,az,a3) og giver en billedvektor a = (a1,a;,d3)
pa sedvanlig made ved at danne matrixproduktet med a-vektorens koordinatsgjlematrix a*:

ai kin ko ki3 aj
a | = | ka1 kn k3 || a , 4.2)
as k31 k3 k33 as
eller pa kompakt form:
a—Ka' . 4.3)

Rumlige trekanter deformeres tilsvarende med K ved at lade K virke pa begge kantvektorerne i et
af de haengsler, der repraesenterer trekanten, /A = A( )22 a,b) :

a b ar by
a by | =K-| a2 b , (4.4)
as bz az b3
eller pa kompakt form:
& b =K [a b ] 4.5)

Den deformerede trekant er altsa givet ved hengslet A(p,a, B) , og vi vil igen, nar det ikke kan
misforstas, skrive

A = A(p,ab) =K A(p,ab) . (4.6)



48 KAPITEL 4. 3D MATRIX-OPERATIONER

Tetraedre deformeres selvsagt tilsvarende ved at lade K virke pa de tre kantvektorer i et reprasen-
terende treben X = X(p,a,b,c¢):

51 2;1 51 aj bl C1l
a by &o | =K-| a by ) 4.7
as by c3 ay by c3
Pa kompakt form:
[’5* b ’c“*} =K-[a" b ¢ ] . (4.8)

Det deformerede tetraeder er givet ved trebenet X(p, a, B,E), og vi skriver

X = X(p,a,b,¢) =KX (p,a,b,c) . (4.9)

Figur 4.1: Tetraeder og et udspandende treben.

4.1 Geometrisk tolkning af 3D matrix-operationer

Et oplagt resultat, som vi direkte afleser fra 4.8 eller 4.7 er, at rumfanget af et deformeret tetraeder
er lig med den numeriske verdi af determinanten af den matrix, der deformerer, ganget med
rumfanget af det gamle tetraeder.

Det afggrende er, at rumfanget af et tetraeder jo essentielt netop er (panzr faktoren 1/6) determi-
nanten af den matrix hvis sgjler er de tre kantvektorers koordinatsgjlematricer.

||| Seetning 4.1

Vol (X(p,a,b,¢)) = |det(K)|- Vol(X(p,a,b,c)) . (4.10)
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Dette generaliserer altsa direkte den tilsvarende s@tning om arealet af plane trekanter, se 2.5.

Bevis.

1 * * *
:€-|det(K-[a b* ¢ ])]
:é-|det(K)|-|det([ a* b* ¢ ])] (4.11)

:|det(K)|%-|det([a* b* ¢ ])]
= |det(K)|- Vol(X(p,a,b,c))

4.1.1 Hele tetraederet deformeres

Som vi allerede har noteret ovenfor (Ig =KX ( p.a,b,c), sa fglger hele tetraecderet med ved
deformationen af det udspandende treben. Strengt taget bgr vi overveje dette pa samme made
som vi gjorde for plane trekanter, men argumentet er precis det samme, og handler om at bruge
lineariteten af den afbildning, der svarer til at lade K virke pa de vektorer, der har fodpunkt i p og
spidspunkter inde i tetraederet.

Il OPGAVE 4.2

Gennemfgr det argument, der viser, at hvis K afbilder kantvektorer i kantvektorer, sd afbildes hele det
rumlige udspandte tetracder ogsa pa det rumlige udspandte tetraeder.

4.1.2 Skaleringer i akseretningerne

De egentligt deformerende matricer er klart dem, der strekker og trekker eller skubber og kompri-
merer tetraederne. Ligesom i kapitel 2 er ideen her at isolere disse matricer som skaleringsmatricer
der udelukkende virker i akseretningerne. Det vil vi ggre ved hjelp af en SVD dekomposition af
en given matrix, sadan at ’resten’ af faktorerne *kun’ roterer (eller flipper) tetraederne i rummet.

Med andre ord: Vi far brug for fglgende specielle deformationsmatricer (bemerk, at de nu er
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3 X 3—matricer):

(o] 0 0
SX(GI) = 0 10
| 0 0 1 |
1 0 0]
Sy(c2)=1]0 o2 0 (4.12)
| 0 0 1 |
[1 0 0 ]
SZ(Gg) =101 O
00 03

En samtidig skalering i alle akseretningerne med skaleringskonstanterne 61, 6», og 63 fas natur-
ligvis med matricen

(o) 0 0
Sxyz(Gl,Gz,Gg,) = SZ(Gg) -Sy(Gz) -Sx(Gl) = 0 (03] 0 . (4.13)
0 0 03

| OPGAVE 4.3

| | Vis, at faktorernes orden er ligegyldig i ligning (4.13).

41.3 Flip

Med henblik pa at kunne pracisere at en given K—matrix skifter orientering pa et givet tetraeder,
vil vi igen bruge en flip-matrix:

S|
Il
S = O
S O =

0
ol . (4.14)
1

Bemerk specielt, at ligesom 2 x 2—flipmatricen har ogsa denne 3 x 3 version determinanten —1.

Il OPGAVE 4.4

Diskutér igen (som for 2 x 2-flipmatricen) rimeligheden af betegnelsen flipmatrix. Find andre
alternative muligheder for valg af simple 3 x 3-flip-matricer, der udelukkende har til formal at skifte
orientering pa et givet tetraeder, og intet andet.
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4.1.4 Rotationeri 3D rummet

Rotationer i rummet er generelt mere komplicerede end rotationerne i planen.

Vanskeligheden ligger ikke i definitionen af rotationsmatricer — definitionen er pracis den samme
som vi kender for 2 x 2 rotationsmatricer:

En 3 x 3—rotationsmatrix R er en matrix, der opfylder de to egenskaber:
det(R) =1 (4.15)

0g
R~ ! = R* somer #kvivalent med R* -R=E (4.16)

hvor E betegner enhedsmatricen af type 3 x 3.

Problemet er, at der er mange flere af dem — de er ikke bestemt ved én rotationsvinkel, men ved
tre rotationsvinkler som vi skal se nedenfor.

Fgrst bemarker vi, at nogle rotationer ganske vist er serligt simple - det er akserotationerne. De
er representerede ved fglgende matricer, og drejer de angivne vinkler, nemlig henholdsvis u, v og
w, om de angivne akser, henholdsvis x—aksen, y—aksen, og z—aksen.

[ 1 0 0
Ry(u)=| 0 cos(u) —sin(u)
| 0 sin(u) cos(u)

cos(v) 0 —sin(v)
RW=| 0 1 0 (4.17)
| sin(v) 0 cos(v)

[ cos(w) —sin(w) O
R;(w)=| sin(w) cos(w) O
0 0 1

|l OPGAVE 4.6

Vis ved direkte udregninger, at de tre akserotationsmatricer virkelig er rotationsmatricer som defineret
i definition 4.5.
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Il OPGAVE 4.7

Find billedvektorerne ved brug af de angivne rotationsmatricer K; pa hver af de angivne vektorer a, b,
ogc:
K, =R(n/4) , a=(1,0,0),b=(0,1,0), c=(0,0,1)
K, =Ry(n/4) , a=(1,1,1),b=(0,1,0), ¢=(0,0,1)
K; =R,(n/4) , a=(1,1,0), b= (0,1,0), ¢=(0,0,1) (4.18)
Ks=R,(n/4)-Ri(n/4) , a=(1,0,0), b=(0,1,0), c= (0,0,
Ks =R.(n/4) -Ry(n/4) , a=(1,0,0), b=(0,1,0), c= (0,0,

Sammensa&tning af rotationer om koordinatakserne med givne drejningsvinkler u, v, og w om
henholdsvis x—aksen, y—aksen, og z—aksen fas ved at finde matrixproduktet af de tre tilsvarende
rotationsmatricer.

Her er det helt generelle udtryk for det matrixprodukt for alle vaerdier af u, v og w:

cos(w)cos(v) —sin(w)cos(u) —cos(w)sin(v)sin(u)  sin(w)sin(u) — cos(w)sin(v) cos(u)
= | sin(w)cos(v) cos(w)cos(u)—sin(w)sin(v)sin(u) —cos(w)sin(u) — sin(w)sin(v) cos(u)
sin(v) cos(v)sin(u) cos(v)cos(u)

Der gazlder nu fglgende behagelige s@tning, som siger, at selv om der er mange rotationsmatricer,
sa kan hver enkelt af dem skrives om et produkt af akserotationsmatricer:

|| Seetning 4.8 Enhver rotationsmatrix R kan skrives p4 formen R (u,v,w), dvs. virkningen af

enhver rotationsmatrix kan representeres ved tre pa hinanden fglgende rotationer om koordinatakserne.
Med andre ord: For enhver given rotationsmatrix R findes der vinkelveerdier u, v, og w saledes at

R = Ryy.(u,v.w) = R.(w) -Ry(v) - Ry(u) . (4.19)

Nér R er givet (med sine matrix-elementer r;;), er det heller ikke sveart at finde disse

M ! | akserotations-vinkler. Som det fremgér af matrixproduktet ovenfor er f.eks. sin(v) = r3
Q sadan at v = arcsin(r3;) eller v = 1t — arcsin(r3; ), og cos(w)cos(v) = ry; sddan at
w = arccos(ry1/ cos(v)) eller v = —arccos(r3; / cos(v)), nar blot cos(v) # 0 dvs. nér

blot v # +m/2.
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I OPGAVE 4.9

Vis, at hvis v =7/2 eller v = —n/2, sa er der mange verdier af u og w som giver den samme
R(u,v,w). Det vil sige, at vinkelverdierne ikke i alle tilfelde er entydigt bestemte i intervallet
| — m, x| for enhver givet rotationsmatrix R.

| OPGAVE 4.10

|l OPGAVE 4.11

Vis, at hvis R er en rotationsmatrix, s er R* ogsa en rotationsmatrix, og omvendt, hvis R* er en

rotationsmatrix, sa er R ogsa en rotationsmatrix.

Vis, at hvis R; og R; er rotationsmatricer, sa er Ry -R; og R, - R ogsa rotationsmatricer. Giv eksempler
pa, at R; - R; ikke ngdvendigvis er den samme rotationsmatrix som R, - R;.

|l OPGAVE 4.12
Opgaven, eksemplet, her gar ud pa at vise, at alle rotationsmatricer bevarer skalar-produkter og
dermed ogsé l@ngder og vinkler. Lad a og b vare to vektorer i rummet, f.eks. kantvektorer i en trekant
A(p,a,b) og lad R betegne en vilkarlig rotations-matrix.
Vi bruger R som deformationsmatrix pd A(p,a,b) og far derved den nye "deformerede’ trekant:
A(p,a,b), hvor
a* =Ra’
-~ (4.20)
b* =Rb" ,
og vil vise, at skalarprodukterne a-b og a- b har samme verdi:
a-b=a-b . 4.21)
Ligningen (4.20) kan ’skrives ud’ pa fglgende made:
[ ar ] a
a | =R-| a
| a3 | as
(4.22)
[ by | by
bz — R . b2
i b3 ] b3
Hyvis vi transponerer pa begge sider af lighedstegnene far vi:
[51 a 53]:[011 a a3]-R*
(4.23)

[BiBo by |=[ b1 b2 by R
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Vis nu fgrst, at skalarprodukterne a-b og a - b kan skrives som matrix-produkter:
a
ab=[a a a]l | b
b3
(4.24)
F by T
a-b:[al aj a3]- b2 )
L b3 ]
og benyt dette sammen med ovenstaende og rotationsmatricens egenskaber til at indse:
a-b=ab . (4.25)
Sa gelder specielt ogsa
|a|*=a-a=a-a=|a|? (4.26)
og derfor ligeledes N
o~ a-b
cos(£(@,b)) = —
Jall-|1b] (427)
a-b
= _———— =cos(£L(a,b)) ,
af] - [[b]]
saledes at bade l&ngder og vinkler bevares ved deformation’ med en rotationsmatrix.

4.2 Hovedsaetningen for 3D (deformations-)matricer

Ligesom for 2 x 2—matricer gelder der for 3 X 3—matricer, at de kan dekomponeres 1 et produkt
af 4 standard deformationsmatricer:

|l Seetning 4.13  Enhver regular 3 x 3—(deformations-)matrix K kan skrives som et produkt af

4 matricer saledes:
K=U-X-V".F | (4.28)

hvor U og V er 3 x 3—rotationsmatricer, £ er en entydigt bestemt diagonalmatrix med positive
diagonalelementer, altsa en akseskaleringsmatrix:

O] 0 0
X = 0 oo O , hvor 6, >6,>03>0 |, 4.29)
0 0 03
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og Fer flip-matricen (hvis det(K) < 0) eller enhedsmatricen (hvis det(K) > 0):
010
F=F=|1 0 0 , hvis det(K)<0 |,
0 0 1
(4.30)
1 00
F=E=|101 0 , hvis det(K) >0

0 0 1

Dabade U, V, og V* er rotationsmatricer, kan de selv dekomponeres. Hver af rotationsmatricerne
kan faktoriseres i 3 basisrotationer om koordinatakserne. Specielt for de to rotationsmatricer U og
V* har vi

U=R;(wy) -Ry(vv) Ri(ur) = Ry (uy, vy, wy)
V* =Ry (wy+) - Ry(vy+) - Ry(uy+) = Ryyz (uy=, vy, wy+)

for passende vardier af drejningsvinkler uy, vy, wy og uy=, vy, wy=.

(4.31)

Det er dog is@r deformationsfaktoren X vi er interesserede i, fordi det er skaleringerne i akse-
retningerne, der egentlig deformerer geometrien af de objekter vi "bruger’ matricen K pa, se
opgaverne nedenfor.

lll Metode 4.14

Metoden til at bestemme faktorerne i dekompositionen, SVD af 3 x 3—matricer, er precis den samme
som for 2 x 2-matricer, nu blot generaliseret til 3D:

1. Hvis det(K) > 0 sadan at F = E si er proceduren fglgende:

(a) X fasud fraegenverdierne for den symmetriske matrix K* - K. De egenverdier er igen altid
positive - vi kalder dem G%, G% og G% og nummererer dem i stgrrelse, sadan at G% > G% > G%.
De respektive kvadratrgdder af disse egenveerdier for K* - K er sd 61 > 6 > 0.

(b) Sgjlerne i V er ortogonale enheds-egenvektorer vy, v, og v3 svarende til egenvardierne
G%, G%, og G% for den symmetriske matrix K* K. Egenvektorerne skal veelges sadan at V

har positiv determinant (det er igen altid muligt, eventuelt ved at skifte fortegn pa én af

egenvektorerne):

vV=[vi vy vj] . (4.32)

Matricen V* (til dekomponeringen) fas ved at transponere den fundne V.




56 KAPITEL 4. 3D MATRIX-OPERATIONER

(c) Sgjlerne i U er de koordinat-sgjlevektorer uj, u; og uj3, som fas direkte ved at udregne

1
* — 7K k
uy o1 \ 41
w = ! Kv; (4.33)
275, 02 :
u; = —Kv
3765003
og indsatte dem som sgjler i U:
U=[u w w] . (4.34)

2. Hvis det(K) < 0 sidan at F = F, s er proceduren fglgende:

(a) Szt K = K-F. Si er det(K) > 0 og vi kan dekomponere K ved at indsztte K pa K’s
plads i de tre punkter (a), (b), og (c) ovenfor i 1. procedure for 3 x 3-matricer med positiv
determinant. Vi kan notere resultatet, den resulterende dekomponering, pa fglgende made:

K=U-Z.V* (4.35)
(b) Sa kan K selv direkte skrives pa dekomponeret form séledes:

K=U-XL-V*.F . (4.36)

I OPGAVE 4.15

Med hensyn til metodens 3.die punkt vedrgrende skift af fortegn pa en egenvektor v med henblik
pé at opna en positiv determinant af V: Vis helt generelt, at hvis v er en egenvektor med tilhgrende
egenveerdi A, sd er —v ogsa en egenvektor med den samme tilhgrende egenveerdi A.

Vi vil fgrst se pa et forholdsvist simpelt eksempel pa en total faktorisering af en konkret 3 x 3-
matrix K.

ll Eksempel 4.16

Vi har givet matricen

1/2 —vV3 -1
K=|+V3/2 1 =3 , (4.37)
2 0 -1

og vil finde faktoriseringsmatricer U, X, V*, og F for K:



4.2. HOVEDSZATNINGEN FOR 3D (DEFORMATIONS-)MATRICER 57

Determinanten af K er det(K) = 6 > 0, s F = E = enhedsmatricen af type 3 x 3. Vi har ogsa

5 —4
K“K=| 0 0 (4.38)
5

—4

S~ O

Denne matrix har egenveerdierne 9, 4, og 1, sa de tilsvarende G; veerdier er 6y = 3, 6, =2, 0g 63 = 1,
altsa:

30
=0 2 (4.39)
00

- o O

Matricen K* K har fglgende ortogonale enheds-egenvektorer svarende til egenvardierne 9, 4, og 1:
vi = (v2/2,0,-v2/2)

v2 = (0,1,0)
Vs = (\6/2,0,\6/2)

(4.40)

Il OPGAVE 4.17

Eftervis direkte, at de pastande er rigtige, altsa at K* - K har de pastdede egenvektorer, og at de
tilhgrende egenverdier er de nevnte.

Vi har derfor
V2/2 0 V2/2
V= 0 1 0 , (4.41)
—V2/2 0 V2/2
og dermed den transponerede matrix:
V2/2 0 —v2/2
V= 0 1 0 (4.42)
V2/2 0 V2/2
Vi mangler sa kun at bestemme U.
I henhold til forskriften far vi sgjlerne i rotationsmatricen U ved
V2 =3 -1 T V22 V2/4
w= 3 V3/2 1 -3 0 = | V6/4
2 0 —1 | —V2/2 V2/2
1' 1/2 =3 -1 7T0 —V3/2
u =3 V3/2 1 /3 1| = 1/2 (4.43)
2 0 —1 | 0 0
1/2 =3 -1 V2/2 —V2/4
w=|+V3/2 1 -3 0 = | —V6/4
2 0 -1 V2/2 V2/2
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saledes at
V2/4 —/3/2 —/2/4
U=| v6/4 1/2 —6/4 . (4.44)
V2/2 0 V2/2

|l OPGAVE 4.18
Check ved direkte udregninger, at der i ovenstaende eksempel 4.16 gelder
1. De fundne faktorer giver den oprindelige matrix, som pastéet, altsa: K=U-X-V* .F.

2. De tre matricer U, V, og V* har ortogonale enhedsvektorer som sgjler og alle tre matricer har
determinant 1. Med andre ord: De er rotationsmatricer.

3. Matricen U kan skrives som et produkt af 3 akserotationer:

U=R.(n/3) R, (1/4) Ry(0) = Ry, (o, g, §>) . (4.45)

4. Matricen V* kan ogsa skrives som et produkt af 3 akserotationer:

V' = R.(0)-R,(1/4) -R,(0) = Ry, (0, g,o)) . (4.46)

|| OPGAVE 4.19
Dekomponér felgende matricer som i eksempel 4.16, idet der ogsa ggres prgve til sidst for at checke,
at de 4 faktorer i dekompositionen virkelig giver den gnskede matrix nar de ganges sammen i den
rigtige reekkefglge.
(3 0 07
Ki=]10 20
L0 0 1 |
(2 0 0]
Ky=]0 10
L0 0 3 ]
[0 1 07
Ki=|3 0 0
L0 0 2 |
[0 0 3]
Ki=|0 2 0 (4.47)
|1 0 0 ]
[V2 0 —V2
Ks=| 0 2 0
L V2 0 V2
1 —4/3 -3
Ke=| V3 4 -3V3
| 6 0 -2
K; =1000-Ks
1
Kg=—--K
® 1000
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4.3 Konstruktion af tetraedre, energi

Fra kapitel 2 kender vi fabrikkerne Mp og My, der kan producere trekanter ud fra basistrekanter
til en pris der fastsattes direkte ud fra 6; verdierne i dekompositionen af den tilhgrende deforma-
tionsmatrix.

Fabrikken Mp producerer ogsa tetraedre - ved at deformere basistetraedre. Og prisen er - ikke
overraskende - bestemt ved:

Prisen for at fA et basisteraeder deformeret til et tetraeder X = K X (O, i,j, k)

(med samme fodpunkt O) er:
P(K)=(1-01)’+(1-0)*+(1—03)* , (4.48)

hvor o; er diagonalelementerne i faktoren X for K, altsa kvadratrgdderne af egenverdierne for K* - K.

Il OPGAVE 4.21
Bestem deformations-prisen pa fabrikken Mp for hver af fglgende tetraedre:

X, =X(0,(3,0,0),(0,2,0),(0,0,1))
X, =X(0,(2,0,0),(0,1,0),(0,0,3))
g:‘} = ‘X(Oa(\/iao’\/i>9(o9270)’(7\/5303\/5)) (4 49)
X, =K(0,(1,V/3,6),(—4v/3,4,0), (—3,-3V/3,-2)) '
Xs =X(0,(1,2,1),(1,1,0),(2,—1,-2))
Xe =X(0,(1,1,1),(-1,3,2),(—1,2,1))

Il OPGAVE 4.22

|l OPGAVE 4.23

Formulér selv en opgave, der svarer til en 3D versionering af opgave 2.22 i kapitel 2, og Igs den. Vink:
Benyt et polyeder i rummet, hvor alle sideflader er lige store ligesidede trekanter.

| | Formulér selv en opgave, der svarer til en 3D versionering af opgave 2.27 i kapitel 2, og 1gs den.

| OPGAVE 4.24
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Lad K veare en reguler 3 x 3-matrix og st K = K-F. Vis, at K* - K har de samme egenvaerdier som
K* - K, séledes at de to matricer ligeledes har den samme X-matrix.



Kapitel 5

Deformation af generelle tetraedre

Hvis vi har givet to regulere tetraedre, der er udspandt af hvert sit treben ud fra to givne (eventuelt
forskellige) fodpunkter p; og p; sédledes:

X, =X(p1,a1,by,c1)
(5.1
X, =X(p2,a2,ba,¢2)

hvordan finder vi sa den deformation, der deformerer X, til X,, og hvad koster deformationen,
altsa hvad er 6;—verdierne for den tilhgrende matrix?

5.1 Bestemmelse af deformationsmatrix og flytningsvektor

Det er ikke svert: Vi skal blot bestemme den matrix K, der afbilder a; 1 den nye fgrste kant-vektor
ay, by i den nye vektor by, og ¢; i vektoren ¢. Nar vi har gjort det har vi dermed (med fodpunkt

P1):

X =KX (p1,ar,bi,cp) (5.2)
=X(pr1,a2,b2,¢2)

Til sidst parallelforskyder vi hele tetraederet X(p;,az,b;,¢;) fra fodpunkt p; til det gnskede
fodpunkt p;.

Hyvis vi lader k betegne den vektor, der har fodpunkt p; og spidspunkt p;, sa svarer denne ngd-
vendige parallelforskydning til at addere k til alle stedvektorerne i tetraederet XI(py,az,ba,¢2).

Vi kan derfor skrive:

X(p2,a2,b2,¢2) = X(p1,a2,bz,¢2) +k
(5.3)
=KX (p1,a1,b1,¢1) +k



62 KAPITEL 5. DEFORMATION AF GENERELLE TETRAEDRE

Figur 5.1: Et treben fgr (X)) og efter (X,) deformation.

Vi kan bestemme K direkte ud fra ligning (4.8) i kapitel 4:
[a} b} ¢ | =K[a] b} ¢f] . (5.4)

Begge matricerne Ky = [ aj b} ¢ |ogKo= [ a} b} ¢} | erregulere (med determinant
forskellig fra 0). Med de betegnelser har vi sa:

K, =K-K; . (5.5)
Vi kan dividere med K; pa begge sider af ligningen, dvs. vi ganger igennem med matricen Kl_1
og far derved isoleret den gnskede matrix K, der deformerer X til det nye tetraeder X,:

K=K, K;'=[a; b} ¢;]-[al b} ] . (5.6)

|||| Bemaerkning 5.1 Lag merke til, at matricen K; selv er en deformationsmatrix, nemlig den

der deformerer basistetraederet X( O, 1i,j,k) til det givne tetraeder X; (paner parallelforskydning af
fodpunktet), og at matricen K tilsvarende selv er den deformationsmatrix, der deformerer basiste-
traederet til det andet givne tetraeder X,. Deformationsmatricen K er selv reguleer med determinant
forskellig fra 0. Hvorfor det?

Deformationsmatricen K har en SVD-dekomposition i 4 faktorer som udviklet i kapitel 4. Specielt
far vi de tre ;—verdier for K som jo er kvadratrgdderne af egenverdierne for fglgende matrix:

K K= (K K) (K K') 5.7)
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De tidligere omtalte fabrikker Mp og My, der kan deformere basistrekanter og basistetraedre
til andre gnskede trekanter i planen og tilsvarende deformere tetraedre i rummet, kan ligeledes
handtere vilkarligt givne tetraedre X; som input og deformere dem til gnskede tetraedre X, som
output ved brug af matricen K som fundet ovenfor.

Priserne er igen givet ved henholdsvis P(K) og Q(K), hvor K nu selvsagt er den aktuelle
deformationsmatrix, bestemt ovenfor i (5.4), altsa K = K, - Kl_l. Bemark, at rotationer og
paralleltransporter er helt gratis, hvilket maske er en anelse urealistisk.

|l Eksempel 5.2

Vi vil finde prisen P(K) pa den deformation som deformerer X til det nye tetraeder X, nér de to
tetraedre er givet ved:

X, =X(0,(1,1,1),(1,0,1),(0,1,—1))

(5.8)
X, = X(0,(—1,0,3v2),(0,0,3v2),(~1,v2,-3v2/2))
Det ggres via fglgende udregninger:
1 1 0
Ki=|10 1
1 1 -1
[ —1 0 -1
K= 0 0 V2
| 3v2 3vV2 —3v2/2
0 -1 0
K=| v2 0 -2
| 3v2/2 0 3v2/2 (5.9)
[ 13/2 0 5/2
K" K= 0 1 O
| 5/2 0 13/2

(67,65,03) = (9,4,1) = egenveardierne for K*-K

PK)=(1-061)*+(1-062)*+(1-063)>=5
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I OPGAVE 5.3

Find de deformationsmatricer K, som i de enkelte tilfaelde nedenfor afbilder det givne tetraeder X i
det andet givne tetraeder X,, idet det stadig underforstas, at afbildningen er bestemt ved, at det fgrst
givne treben afbildes pa det andet givne treben.

i) X =K(0ijk) , K,=K(0,(1,1,1),(0,2,-1),(1,0,3))
i) Xy =KX(0,(1,1,1),(0,2,—-1),(1,0,3)) , X,=KX(0,ij,k)
i) X, =KX(0,(3,0,0),(0,2,0),(0,0,1)) , X,=[KX(0,(0,0,2),(0,1,0),(3,0,0))

) B =8(0,(2,1,3),(1,—-1,1),(3,1,1)) , K,=5(0,(1,21),(1,0,1),(0,1,0))

Figur 5.2: Et tetraeder for og efter deformation, X; og X,.

Il OPGAVE 5.4

Find i hvert af tilfeldene i opgave 5.3 vaerdierne af 6; for hver af de fundne deformationsmatricer, og
angiv priserne P og Q for de enkelte deformationer.
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Il OPGAVE 5.5

Antag at X; og X, er to givne tetraedre med samme fodpunkt for de udspaendende treben. Hvis
K deformerer X til X, s& deformeres X, tilbage til Xl; med deformationsmatricen K~!. Hvorfor det?

I OPGAVE 5.6

Hvis K har o;—vardierne 6, > 6, > o3 > 0, s& er o,—vardierne for K~! folgende:
1/03>1/0, > 1/0;. Hvorfor det?

Il OPGAVE 5.7

Find to eksempler (altsa to par af tetraedre X og X,), der viser, at prisen P pa deformation af X til
X, ikke ngdvendigvis er den samme som prisen pa deformationen den anden vej, altsa fra X, til X;
for to givne tetraedre.

I OPGAVE 5.8

Fabrikkens direktgr vil gerne tilbyde en prissatning, der er symmetrisk, dvs. saledes at deformation
fra X til X, koster det samme (stadig udtrykt ved en anden simpel funktion af 6}, G, og G3) som
den omvendte deformation fra X til X;. Har du et forslag?

5.2 Markerede og u-markerede tetraedre

Bade i kapitel 4 og i ovenstaende afsnit har tetraedrene X; og X, varet givet ved et treben, altsa
f.eks. de tre kant-vektorer a;, by, og ¢; ud fra det falles fodpunkt p, der netop optreder i den
anvendte notation X = X (py,a;,by,c;).

Men for et givet tetraeder er der som allerede navnt flere muligheder for at reprasentere dette
tetraeder ved et treben, helt pracist er der 24 muligheder. Der er dels valget af fodpunkt og dels
rekkefglgen af kantvektorerne. Hvis vi har valgt et af disse treben til at representere tetraederet,
sa vil vi sige, at tetraederet er markeret med dette fodpunkt og de valgte kantvektorer. Hidtil har
vi kun betragtet markerede tetraedre.

For hvert valg af markering (altsa udspandende treben) for givne tetraedre X; og X, findes en
entydig bestemt deformationsmatrix K med entydigt givne ¢; vardier som vist ovenfor. Men
hvilke(t) valg giver den mindste pris?
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I OPGAVE 5.9

Overvej dette spgrgsmal og giv et passende simpelt eksempel der viser, at prisen afthenger af valg af
markering (treben) for hver af de to givne tetraedre. Vink: Det er ikke ngdvendigt at undersgge alle
242 tilfzlde af mulige markeringer. Et eksempel er nok.

5.3 Deformation af trekanter i rummet

Trekanter i rummet deformeres ogsa ved matrix-operationer. For to givne markerede trekanter
A1 = A(p1,ag,by) og Ay = A(pa,az,by) er der mange matricer, der deformerer den ene trekant
over 1 den anden.

Men vi kan valge én af dem pa en passende smart made: Vi betragter trekanten /\; som sideflade i
et tetraeder XI; = XI(p;,a;,by,¢;), hvor det ekstra ben ¢; simpelthen defineres ved krydsproduktet
af de to kantvektorer i den givne trekant:

ar X b1

cl=— . (5.10)
' Jlar x by

Tilsvarende vil vi betragte trekanten A\, som sideflade i det tetraeder X, = X(p,,az,by,¢;), hvor
det ekstra ben ¢, defineres ved: b
X
o= 222 (5.11)
a2 x by

| OPGAVE 5.10

| | Vis, at hvis A og A\, er regulere, sa er de ovenfor konstruerede tetraedre X; og X, ligeledes regulere.

Metoderne i afsnit 5.1 benyttes nu til at finde den entydigt bestemte deformationsmatrix K og en
paralleltransport-vektor k som tilsammen deformerer X; til X, altsa den matrix og den vektor
der giver

X, = KKX; +k, sadan at

(5.12)

a, x by ap x by +
X =T =) =KK Tarxp ) TK

Da de respektive rumlige trekanter A og A, er sideflader i de to tetraedre fglger de sa at
sige med tetraederdeformationen og ma derfor opfylde den samme identitet med den samme
deformationsmatrix K som tetraederne selv, nemlig (5.12) ovenfor:

Ny =KA| 4k, dvs.
(5.13)
A (p2,az,by) =KA (pr,a;,by) +k
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Figur 5.3: To rumlige trekanter er hver for sig heengt op pa deres respektive “tetraeder-stativer”, hvor det
tredje ben er det normerede krydsprodukt af trekants-h@ngslets to kant-vektorer.

Mindst én af de tre 6;—vardier for 3 x 3—deformationsmatricen K vil ngdvendigvis have vaerdien
1 nar K konstrueres pa denne made. Hvorfor det? De to andre o;—verdier "hgrer til’ selve
trekant-deformationen og bestemmer dermed prisen pa den rumlige deformation af /A til A,.

|l Eksempel 5.11

Vi betragter to markerede rumlige trekanter /A og 2\, og vil finde en 3 x 3—deformationsmatrix K og
en parallelforskydningsvektor k der deformerer A\ til ;. De to trekanter er givet og markeret ved deres

respektive haengsler:
ANy =N(0,(1,1,1),(1,0,1))

Ny = A((1,1,1),(0,2,7/2),(0,0,/2))

Vi afleser direkte den ngdvendige translationsvektor: k = (1, 1, 1). For at finde K beregner vi ferst de to
ekstra ben til tetraeder-ophanget:

(5.14)

b
o = 2L ((2/2,0,-v2/2)
|ar x by |
(5.15)
¢ _mxhby (1,0,0)

~ Jlaaxbyf
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Dermed har vi til bestemmelse af den tilhgrende 3 x 3—deformation K pracis som i afsnit 5.1:

(11 V2/2
Ki=|10 0
11 —V2/2
[0 0 1
K= 2 0 0
| V2 V2 0
[ V2/2 0 —V2/2
K=K, K;'= 0 2 0
| V2/2 0 V2/2

(5.16)

1 00
K'“K=|0 4 0
0 01
(2 2 2

07,05,03) = (4,1,1) =egenvardierne for K'K

(kun o—verdien 2 bidrager til prisen).

| OPGAVE 5.12
En markeret rumlig trekant /| gnskes deformeret til en anden markeret rumlig trekant /\,. Bestem i
hvert af nedenstaende tilfalde en 3 x 3—deformationsmatrix K og en parallelforskydningsvektor k
som kan bruges til formalet, idet markeringerne gnskes respekteret:
i) ANr=A(0,(1,1,1),(1,1,-1)) , Ay=2A((0,0,1),(0,1,0),(1,0,0))
i) A =A(0,(4,2,1),(1,2,4)) , Ar=A((7,2,7),(1,0,1),(0,1,0))
(5.17)
i) A =A((12,1,0),(v2/2,0,—v2/2),(1,0,0)) , As=A(0,ik)
) AN =A((1,1,1),(3,2,1),(2,1,3)) , A,=A(0,(1,2,3),(1,1,1))
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7
z
|

x

Figur 5.4: De to tetraedre udspandt af trebenene i figur 5.3.

|l OPGAVE 5.13

Bestem priserne pa hver enkelt af deformationerne i opgave 5.12, idet de oprindelige standardpris-
setninger P og O benyttes. Numeriske beregninger med et passende antal decimaler er tilstreekkelige.

Il OPGAVE 5.14

Et markeret tetraeder X; = X((1,2,3),(1,0,1),(—1,0,0),(0,1,1)) deformeres til et andet markeret
tetraeder X, = X((0,0,0),(1,0,1),(—1,1,0),(1,0,—1)) ved hjelp af en 3 x 3—deformationsmatrix
K og en parallelforskydningsvektor k siledes at X, = KX +k.

1. Angiv orienteringen (positiv eller negativ) af hver af tetraedrene X; og X, henholdsvis.
2. Bestem rumfanget af hver af tetraedrene X; og X,.
3. Bestem K og k.

4. Beskriv, hvordan forholdet mellem tetraedrenes rumfang kan findes direkte ud fra K.

Il OPGAVE 5.15

En markeret rumlig trekant A = A((1,2,3),(0,0,1),(—1,0,0)) gnskes deformeret til en anden mar-
keret rumlig trekant Ay = A((3,2,1),(1,0,1),(—1,1,0)) ved hjelp af en 3 x 3—deformationsmatrix
K og en parallelforskydningsvektor k saledes at A\, = KA +k. Bestem K og k.
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|l OPGAVE 5.16

En 3D deformationsmatrix K(7) er til ethvert tidspunkt r > 0 givet ved:

—t

0 0
K(r)=| ¢ 0 (5.18)
0 1

0
0
En deformation af standard-tetraederet er dernast givet ved
X(r) =K(r) X (0,i,j,k) . (5.19)
1. Bestem for enhver verdi af 7 > 0 en SVD dekomposition for matricen K(z).

2. Bestem rumfanget af XI(¢) som funktion af tiden ¢ > 0.

3. Bestem prisen (i henhold til standard-prissetningerne P og Q) for X(¢) for enhver veerdi af
t>0.




Kapitel 6

Geometrisk dynamik i 2D

6.1 Tidsparametriserede plane kurver

Et punkt p der bevager sig i planen har til ethvert tidspunkt ¢ et s@t koordinater med hensyn til
det fast valgte koordinatsystem { O,x,y}:

p=p@)=(p1(t).p2(t)), t €l , 6.1)

hvor I betegner det tidsinterval, hvori bevaegelsen er beskrevet.

Stedvektoren fra O til punktet p(r) betegnes naturligvis med vektor-notation séledes:

’

a p=p()=(pi1(t).p2(t)) . t el , (6.2)

|l Eksempel 6.1
Et meget simpelt eksempel pa en sadan bevagelse af et punkt i planen er vist (og animeret) i figur 6.1,
hvor
p=pt)=0Br—1,3t-2),t€[0,1] . (6.3)
Il OPGAVE 6.2

En cirkel C i planen er bestemt ved at radius er 3 og centrum ligger i punktet (2,1). Bestem en
tidsparametrisering p = p(t) = (p1(¢), p2(r)) af cirklen med tilhgrende tidsinterval I siledes at
punktet p(¢) gennemlgber cirklen netop én gang. Se figur 6.2.

Vi kan nu bevage en markeret trekant i planen saledes at det valgte hangsel for trekanten har
fodpunkt i det beveegede punkt p(r) - for eksempel den simple punkt-bevagelse i eksempel 6.1
og saledes at hangslets kant-vektorer er givne vektor-funktioner af tiden ¢.
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Figur 6.1: Bevagelse af et punkt langs en ret linje.

lll Eksempel 6.3

Vi valger fodpunktet p(7) og derudover konstante kantvektorer, henholdsvis i = (1,0) og j = (0,1), se
animationen i figur 6.3. I dette konkrete eksempel er trekanten altsa givet ved det tidsathengige hangsel:

A(t) = A(01§) +p(t) = Alp().1.§)

= A((3t—1,3t—2),(1,0),(0,1)) ©4)

6.2 Samtidig bevaegelse og deformation af trekant

lll Eksempel 6.4

Vi bruger den samme bevegelse af fodpunktet p = p(¢) som i ovenstiende eksempler. Men nu deformerer
vi basistrekanten med en tidsafhengig deformationsmatrix, der til ethvert givet tidspunkt 7 € [0, 1] har
nedenstaende ret simple SVD-faktorisering. I forste omgang antager vi, at begge faktorerne V og Fer
konstante, nemlig enhedsmatricen: V = F=E.{ eksempel 6.7 ser vi pa en noget mere generel situation,
hvor V ikke er helt sa triviel.)

K()=U(1)-Z(t) = E;))]-[Gl(” 0 } : 6.5)
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Figur 6.2: Bevagelse af et punkt langs en cirkel som i opgave 6.2 .

hvor
0(r) =2mr
oi(r) =141t (6.6)
oa(f) =1— %
Sa er
co-[(1mem -] oy e

Det vil sige, at det dynamiske hangsel til tidspunktet ¢ har fodpunktet p(7) og kantvektorerne a(t) og
b(z) bestemt ved:

A(t) =K(1) A(O,i) +p(t) = A(p(t).a(t),b(z)) . t€[0,1]

p(t) = (3r—1,3r-2)

a(t) = ((1+1)cos(2mr), (1+1)sin(2nr)) (6.8)
b(r) = (—(1— f)sm(Zm) (1- %)cos(Zm)))

Se animation af hengselbevagelsen og deformationen i figur 6.4. Bemark ved inspektion af animationen,
at begge kantvektorer udfgrer en hel rotation i lgbet af bevagelsen fra det ene endepunkt af linjestykket
til det andet, samt at kantvektorerne under hele bevagelsen er vinkelrette pa hinanden. Dette fglger
ligeledes direkte af udtrykkene for a(7) og b(z) i (6.8).
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| -

Figur 6.3: Bevagelse af trekant uden rotation og skalering *langs’ et linjestykke - det samme som i figur
6.1. Animeret.

|l OPGAVE 6.5

Bestem arealet Areal(/\()) af trekanten A(7) i ovenstiende eksempel, dvs. ved hjelp af oplysninger-
ne i (6.8), som funktion af tiden ¢ € [0,1].

lll Eksempel 6.6

I figur 6.5 ses den bevagelse af hengslet som vi opnar, hvis vi undlader at bruge faktoren X(z) i
ovenstdende eksempel (eller erstatter X(7) med E), dvs. hvis vi benytter rotationsmatricen U(¢) som
deformationsmatrix pa basis-trekanten. Derved fas en roterende bevagelse af de vinkelrette enheds-kant-
vektorer, nemlig den rotation, som er givet direkte ved rotationsmatricen U(7). I dette tilfeelde har vi

altsa:
A(t) = A(p(r),a(t),b(1))
p(t) = (3r—1,3r-2)
a(r) = (cos(2mt),sin(2mr)) (69)
b(z) = (—sin(2nt),cos(2nt)))

Vi er nu klar til at se pa et mere generelt eksempel, hvor K(z) har 3 ikke-trivielle SVD faktorer.

|l Eksempel 6.7
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| |

Figur 6.4: Bevagelse af dynamisk deformeret trekant ’langs’ det linjestykke, der er vist i figur 6.1.
Animeret. Se eksempel 6.4.

Vi antager, at K(7) har en ikke-triviel faktor V*(¢), nemlig fglgende tidsathengige rotationsmatrix:

cos(mt)  sin(mr)

Vi = —sin(nt) cos(mr)

, (6.10)
sadan at K(r) = U(¢r) X(r) V*(¢) for ¢t € [0,1], hvor U(r) og X(¢) er de samme matricer som brugt i

ovenstaende eksempel 6.4. Den bevagede og deformerede trekant A(r) = K(¢) A (O,1,j) +p(t) er
animeret i figur 6.6.

|l OPGAVE 6.8

Bestem Areal(A(t)) af trekanten A(r) = K(¢) A (O,1,j) + p(z), som betragtes i ovenstaende
eksempel 6.7, idet arealet udtrykkes som en funktion af tiden 7 € [0,1].

6.3 Det medfelgende haengsel

Ligesom i eksempel 6.6 kan vi undersgge den bevagelse af basis-hangslet, som fas ved at
benytte rotationsmatricen U(z) - V*(¢), dvs. uden at skalere med X () undervejs. Derved fas et
medfglgende haeengsel som det ses pa animationen i figur 6.7. Den situation svarer til eksempel 6.6.
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jo———=4

| i

Figur 6.5: Bevagelse af trekant med rotationsmatricen U(7) "langs’ linjestykket i figur 6.1. Animeret. Se
eksempel 6.6.

Hvis vi forestiller os, at vi fglger med i beveegelsen og sidder fast pa den trekant, der er udspandt
af det medfglgende roterede hangsel, hvordan vil vi sa opleve deformationen af det haengsel, der
deformeres af K(z) = U(r) - X(¢) - V*(¢)? Det er vist i animationen i figur 6.8. Det fornemmes
ved inspektion af filmen, at der netop ikke foregar nogen koordineret rotation (af den trekant, der
bliver deformeret) set fra det medfglgende hangsel - kun skaleringer - til ethvert givet tidspunkt.

I OPGAVE 6.9

Bestem (standard-)prisen P(¢) = P(K(¢)) for hver af de markerede trekanter A(z), t € [0,1], i
eksempel 6.7.

I OPGAVE 6.10

En kunde beder (den nu velkendte) fabrik Mp om at producere en ordre pa 1000 trekanter A(z;) af
den type, der bruges i eksempel 6.7, nemlig én for hver r; = i/1000, i = 1,2,3,...,1000. Direktgren
giver et hurtigt tilbud pa, hvad det skal koste:

1
Powl = 1000/ P(t)dr 6.11)
0

hvor P(t) er den funktion, der er fundet i opgave 6.9 ovenfor. Er det et godt tilbud (for kunden)?

I figur 6.9 er vist én periode af en periodisk bevagelse og deformation af en trekant.
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N

Figur 6.6: Bevagelse af basis-trekant med K(¢) = U(z) - X(¢) - V*(¢) som givet i eksempel 6.7. Animeret.

Il OPGAVE 6.11

Til konstruktion af trekanterne A () i figur 6.9 er benyttet fglgende ingredienser:

i)
p(r) = (0.35in* (3)) . refo.2a] 6.12)

—cos(a-sin(z))  cos(o-sin(z))
—sin(o-sin(z))  —sin(o-sin(z)) ’

hvor o betegner en konstant. Hvilken konstant er der tale om?

6.4 Sweeping ind i rummet

Hvis vi betragter alle (eller faktisk kun 80 af) trekanterne 1 hele familien af deformationer fra
eksempel 6.7 far vi overdaekket det omrade i planen, som er vist i figur 6.10.

Hvis vi 1 stedet stakker trekanterne fra eksempel 6.7 1 z—aksens retning, og erstatter fodpunktskur-
ven med p(t) = (0,0,37), ¢ € [0,1], s far vi konstrueret et tdrn, som vist i figur 6.11.
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Figur 6.7: Bevagelse af basis-trekanten med U(z) - V*(7). Animeret. Se eksempel 6.7.

| OPGAVE 6.12

Bestem volumenet af tarnet i figur 6.11. Vink: Man kan med stor fordel benytte den ’snitmetode’, som
vi benyttede til beregning af rumfanget af tetraedre i kapitel 3, jvf. s@etning 3.5.

Som referencer til ovenstaende tarnkonstruktion, se figur 6.13 og kapitel 13 i [Po].
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Figur 6.8: Bevagelsen af basis-trekanten som den ses fra det medfglgende hangsel. Animeret.

Figur 6.9: Jump. Animeret.
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Figur 6.10: Det omréde i planen, som ’fejes ud’ med de trekanter A (z), der fremkommer ved familien af

deformationer i eksempel 6.7.
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Figur 6.11: Det omrade i rummet, som ’konstrueres’ med trekanterne A(¢) fra eksempel 6.7, idet
fodpunktet for haengslerne nu bevages langs z—aksen og trekanterne (be-)holdes vandrette, altsa parallelle
med (x,y)—planen.

Figur 6.12: Turning Torso Towers. I Malmo og Toronto, henholdsvis.
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Figur 6.13: Turning Torso Tower modellering.

81
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Kapitel 7

Geometrisk dynamik i 3D

Som antydet i forrige kapitel 6 kan enhver 2 x 2—deformationsmatrix K essentielt skrives som et
produkt af symmetrisk matrix og en rotationsmatrix (som definerer et medfglgende hangsel).

Det samme gelder for 3 x 3—deformationsmatricer. Vi begynder dette kapitel med at formulere
precis hvad det resultat gar ud pa. Det er indholdet af fglgende s@tning om polar dekomposition:

|||| Saetning 7.1 Enhver reguler matrix K kan skrives som et produkt
K=R-S-F |, (7.1)

hvor R er en rotationsmatrix, S er en symmetrisk matrix med positive egenverdier, og Fer flipmatricen
(der som bekendt athenger af om det(K) er positiv eller negativ).

Rotationsmatricen R og den symmetriske matrix S kan selv faktoriseres og dekomponeres pa fglgende

made:
R=U.-V*
(7.2)
S=VvV.Z.v* |
hvor U, V, og X er de velkendte matricer fra SVD faktoriseringen af K, se nedenfor.
Bevis. Det er let at se dette nar vi har SVD faktoriseringen af K til radighed.
K=U-Z-V*.F . (7.3)

Vi skriver simpelthen SVD faktoriseringen saledes - ved at indsatte en ekstra (enheds-)faktor
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V*.V = E strategisk mellem U og X:

K=U-Z-V*-F
=U-(V*-V).Z.V*.F
=(U-V")-(V-Z-V*).F
=R-S-F |,

(7.4)

hvor U- V* er produkt af to rotationsmatricer og derfor selv en rotationsmatrix (hvorfor det?) Vi
mangler blot at vise, at S = V- X - V* er en symmetrisk matrix. Men det fglger af at:

S = (V-Z-V*)*

« (7.5)
=V.Z.V
=S ,
hvor vi har benyttet, at der klart geelder £* = X og V* = V. O]

Il OPGAVE 7.2

Bestem polere dekompositioner for hver af fglgende deformationsmatricer (nummereringen stammer
fra den tidligere opgave 4.19, som handlede om SVD faktoriseringen af disse matricer):

010
K;=|3 0
0 2

=
o

(7.6)
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7.1 Samtidig bevaegelse og deformation af tetraeder

Vi vil nu se pa hvad ovenstaende polere dekomposition betyder for en generel tidsafhangig
deformation og bevagelse af et tetraeder i rummet - pa samme made som vi diskuterede dette for
samtidig bevagelse og deformation af trekanter i planen 1 forrige kapitel.

Et (fod)punkt p for et tetraeder bevager sig altsa nu i rummet og har til ethvert tidspunkt ¢ et seet
koordinater med hensyn til det gode gamle fast valgte koordinatsystem { O, x,y,z}:

p=p(t) = (pi1(t).p2(t),p3(t)) . 1 €T (7.7)

hvor I betegner det tidsinterval, hvori bevagelsen er beskrevet - seedvanligvis, nar ikke andet er
navnt, vil vi bruge I = R.

I OPGAVE 7.3

Bestem en tidsparametrisering p(t), t € 1, af den cirkel C i rummet, som har centrum i (1,0,0), radius
3, og som ligger i den plan igennem centret som stér vinkelret pa vektoren (1,1,1). Valg I siddan at
cirklen gennemlgbes netop én gang.

ll Eksempel 7.4

Et eksempel er vist med fodpunkts-kurven i figur 7.1. Den viste (animerede) bevegelse er simpelthen
givet ved:
p(t)=(—=1+3,—2+31,0) , hvor r€][0,1] . (7.8)

I den samme figur er vist en ikke-triviel animeret deformation af et tetraeder. Leg marke til, at det er
selve tetraederdeformationen der stadig er det interessante - ikke selve fodpunkts-bevaegelsen. (Det
forhold vil @ndre sig dramatisk i naste kapitel, hvor vi vil koble deformationen til fodpunktsbevegelsen
og styre deformationen af tetraederet blandt andet ved hj&lp af banekurven for fodpunkts-bevaegelsen.)

Den viste deformation af tetraederet er givet ved fglgende fuldstendige specifikation af det markerede
treben:

X(1) = B(p(r),a(r),b(r),c(r))
=K(r)X(0,i,j,k)+p(t) ., hvorsre[0,1]og

p(t)

(=143r,—2+31,0) , ogkantvektorerne er givet ved
[@*(r)b*(r)c*(r)] =K(t) , hvor

K(1) = U(t) - E(r) - V*(¢)

(7.9)
141 0 0
Z)=| 0 1+(t/2) 0
0 0 1—(t/2)
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Figur 7.1: Deformation af tetraeder med K(7) som specificeret i eksempel 7.4, se de definerende ligninger
(7.9). Animeret.

Det fremgar (ogsa af animationen), at selv om deformationsmatricen har et rimeligt simpelt udtryk, sa er
bevagelsen langt fra simpel. Det skyldes udelukkende de involverede rotationer. Selve strekningen og
kompressionen af tetraederet fra start til slut er bestemt af 6,(¢) —veerdierne i £(z) og de kan jo direkte
afleeses, sadan at vi for eksempel umiddelbart kan lgse fglgende typiske opgaver:

Il OPGAVE 7.5

| | Bestem til ethvert tidspunkt 7 € [0, 1] volumenet Vol(XI(¢)) af det tetraeder som er defineret i (7.9).

I OPGAVE 7.6

Hyvis vi benytter standard-priss@tningen for tetraedre pa fabrikken Mp, hvor meget koster det sa at fa
lavet fglgende stak bestaende af 1000 tetraedre som er produceret efter forskriften fra eksempel 7.4),
se ligning (7.9): X(¢;),t; = i/1000, i = 1,2,3,...,1000.

Hyvis vi ikke roterer, det vil sige hvis vi kun benytter S(z)-delen af den polere dekomposition for
K(t) sa far vi den deformation af tetraederet som er vist i figur 7.2.

Det er stadigveek rotationerne i rummet og altsé rotationsdelen R(#) af de polere dekompositioner,
det er sveerest at forsta - sa dem vil vi dyrke lidt nermere i det fglgende.
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\
/

Figur 7.2: Deformation af basistetraederet med den symmetriske matrix S(z) fra den polere dekomposition
af K(7) fra eksempel 7.4. Animeret.

7.2 Differentiation af tidsafthaengig rotationsmatrix

For at forsta hvordan rotationer og rotationsmatricer R() udvikler sig og virker i rummet, er
det ngdvendigt at undersgge og finde simple udtryk for deres tids-afledede R’(r). Hvis den
tidsafhaengige 3 x 3—rotationsmatrix R(z) er givet ved sine element-funktioner séledes:

I’ll(l‘) rlz(l‘) r13(t)
R(t)=| ra(t) ra(t) ra(t) | (7.10)
r31(t) }’32(1‘) }’33(1‘)

sa er R'(r) defineret ved de r—afledede af de enkelte element-funktioner r;;(¢) sddan her:

d ri(t) rp(t) ris(t)
ER(I):R/(t): Phi(6) P(t) rha(r) . (7.11)
r/31(t) réz(t) 7/33(1)

Da vi antager, at R(7) er rotationsmatricer for enhver verdi af ¢ € R, sa gelder der per definition
4.5, dels at det(R(¢)) = 1 for alle ¢ og dels at

R*(t)=R7'(r) . (7.12)
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Figur 7.3: Rotation med rotationsmatricen R(z) fra den polere dekomposition af K(z) fra eksempel 7.4.
Animeret.

Sa geelder derfor ogsa for alle ¢ at
R(1)-R*(t) =E . (7.13)

Den ligning kan vi differentiere med hensyn til 7 og far sa, da E er en konstant matrix:

d *
S(RO)R(1)=0 , dvs.

(7.14)

R'(1)-R*(t) +R(t)-R"(1) =0

Il OPGAVE 7.7

Vis - eller giv et selvvalgt ikke-trivielt eksempel, der viser - at de to ligninger i ovenstaende ligning
(7.14) er &kvivalente, altsa at man kan finde den afledede af et matrix-produkt med ’den sedvanlige
produkt-metode’, som kendes for funktioner: (f(7)g(¢))’ = f'(¢)g(¢) + f(¢)g'(r). Vink: Kig eventuelt
forst pd 2 x 2-matricer A(r).

Det vil sige, at der for rotationsmatricerne R(z) altid geelder:

R'(¢)-R*(t) = —R(z) -R"(¢)

—(R()R()’ 71
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Figur 7.4: Rotationen af tetraederet i 7.3 med fast fodpunkt i Origo. Animeret.

7.3 Skaevsymmetriske matricer

Ligningen (7.15) ovenfor betyder, at matricen Q(¢) = R'(¢) - R*(¢) er skeevsymmetrisk for enhver
vaerdi af ¢ 1 fglgende forstand:

En matrix A er sk&vsymmetrisk hvis A* = —A

I OPGAVE 7.9

Vis, at en given 3 x 3—matrix Q) er skavsymmetrisk hvis og kun hvis der findes 3 tal o, B, og v,

saledes at

0 -y B
0= Yy 0 —a (7.16)
—B o 0

7.3.1 Akse-vektorer og akse-matricer

Skevsymmetriske 3 x 3—matricer er altsa — efter opgave 7.9 — ret simple i den forstand, at de kan
beskrives ved tre elementer. Og tre elementer er jo netop ogsa tilstrekkelige og ngdvendige til
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beskrivelse af en vektor i rummet. Fglgende satning er derfor ikke sa overraskende (vi vil igen
formulere s@tningen med (), fordi vi isa@r skal bruge s@tningen for de skevsymmetriske matricer
Q)(t), som vi fandt ovenfor i forbindelse med undersggelsen af tidsafhaengige rotationer R(7))

|||l Seetning 7.10  Lad Q vere en vilkarlig given skaevsymmetrisk 3 x 3—matrix. S findes der

en entydigt bestemt vektor w, saledes at
Qv = (wxv)" foralle vektorer v (7.17)
og den vektor w er simpelthen givet ved de tre elementer fra () som er markeret i opgave 7.9 ovenfor:

w = (OL, B,’Y) = <Q32,Q]3,021) 5 (7.18)

Bevis. Vi skal bare vise, at den pastaede vektor w har den gnskede egenskab og at det er den
eneste vektor med den egenskab. Men det fglger af de direkte udregninger:

Wrv3 — M3V
((UXV)* = 03vy —M1v3 (7.19)
vy — vy
0g
0 —@3 (0] 141 vy — W3V
03 0 — 1 1% = M3v] —M1Vv3 . (7.20)
— O 0 V3 M01vy — vy

Altsa samme resultat for alle v = (vl ,V2,V3 ) Det vil sige, at den anviste vektor w faktisk opfylder
(7.17). Vi mangler sa kun at vise, at det er den eneste vektor der kan bruges. Hvis 1 er en anden
vektor med den samme egenskab som w, altsa at den ogsa opfylder (7.17), sa er specielt ogsa

((w—1n)xv)" = Qv'—Qv" = 0" foralle vektorer v , dvs.
(7.21)
(w—mn)xv=0 foralle vektorer v

og det er kun muligt for w — 1 = 0 (hvorfor det?), sa n kan ikke vare en anden vektor end w,
og det var det, vi skulle vise. ]

Hvis Q) er en vilkarlig givet skevsymmetrisk 3 x 3—matrix med de 9

elementer ();;, sd kalder vi
w = (032,043,001)

den til ©) associerede akse-vektor.
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Den omvendte s@tning gelder ogsa:

||| Seetning 7.12 Lad w = (o;,®;,®;) vare en vilkirlig givet vektor i rummet. S findes der

en entydigt bestemt skeevsymmetrisk matrix (), saledes at
(wxv)" = Qv* foralle vektorer v (7.22)

og den matrix € er givet ved de tre elementer fra w saledes

0 — 3 (V)
— Wy ()] 0
Bevis. Ligesom for s&tning 7.10. O]

Hvis w er en vilkarlig given vektor med koordinaterne w = (0)1 , 0, (03), sa
kalder vi
0 —03 (0]
3 0 —
— @y (O] 0

®
I

den til w associerede akse-matrix.

Il OPGAVE 7.14
En skeevsymmetrisk matrix () har fglgende kendte elementer:
Qp=3 , OQz=—-4 , Opn=1 . (7.24)

Bestem den til () associerede aksevektor.

Il OPGAVE 7.15
En given vektor w har egenskaberne:
wx(1,1,0) =(-3,3,—-1) , wx(0,1,1)=(-1,—-1,1) . (7.25)

Bestem den til w associerede aksematrix.
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7.4 Tidsafhaengige rotationsmatricer

Som allerede udviklet ovenfor far vi skeevsymmetriske matricer serveret en masse ved til ethvert
tidspunkt at danne en ganske bestemt produktmatrix ud fra en given tidsath&ngig rotationsmatrix

Q@) =R(¢)-R*(¢) , (7.26)

Lad os begynde med de simpleste rotationer, koordinat-akse-rotationerne, som vi fgrst stiftede
bekendtskab med i 4.17.

Il OPGAVE 7.16

Lad R(7) = R;(r) som defineret i 4.17. (Bemzrk, at vi har udskiftet den uafh@ngige variable w med
tiden ¢.) Dvs.

! cos(t) —sin(z) 0 ]
R(t) =R, () = | sin(¢r) cos(z) O . (7.27)
0 0 1

Bestem for enhver veardi af 7 den skevsymmetriske matrix Q(z) efter forskriften 7.26, og bestem

dernaest den til 0}(¢) associerede aksevektor w(z) for ethvert tidspunkt 7.

Il OPGAVE 7.17

|l OPGAVE 7.18

Samme opgave som ovenfor, men nu for de to andre elementar-rotationer, henholdsvis R(7) = R(¢)
og R(r) =Ry(1).

Lad R(7) =R;(6(z)), hvor 8(¢) er en givet funktion af ¢, altsa

cos(0(z)) —sin(6(z)) 0O
R(1) =R.(6(¢)) = | sin(6(r)) cos(6(z)) O . (7.28)
0 0 1

Bestem Q) (7) og den associerede aksevektor w(t). Vink: Det kan véare en god idé fgrst at bestemme
w(t) for et specielt, konkret, valg af vinkelfunktion 6(z), for eksempel 6(¢) = 7z.

I OPGAVE 7.19

| | LadR(¢r) =R,(n/4)-Ry(r). Bestem Q(r) og den associerede aksevektor-funktion ww(t).
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Figur 7.5: Rotationen af tetraederet i 7.3 med tilhgrende antydet akse-vektor «w(z). Animeret.

7.4.1 Rotationer med given akse-vektor-funktion

Hvis vi har faet givet en vektorfunktion w(z), kan vi sa finde en rotation R(z) der har w(z) som
aksevektor til ethvert tidspunkt ¢ ? Det er ikke svert, vi skal jo "bare’ finde R(¢), séledes at

R'(1)-R*(t) =Q(t) , (7.29)

hvor Q(¢) er den aksematrix, der til tidspunktet # har a(7) som associeret aksevektor. Ligningen
er zkvivalent med fglgende matrix-differentialligning, idet vi jo stadig har at R*(z) = R™! () :

R'(1)=Q(t)-R(t) . (7.30)

Det vil sige, vi skal bestemme R(7) sadan at fplgende ligning er opfyldt:

0 —0)3([) (02(1‘)
R(t)=| ws(t) 0 —1(t) | -R(?)
| —oo(t) o (f) 0

r(r) () rs() [0 —os(r) () | [ru(t) rat) ris(t)

(1) () ra(r) | =1 @s(t) 0 —an(r) || () () () |

r3 (1) r5(t) ras() | —m() o) 0 | Lru(t) rl) ras()
hvor vi har brugt definition 7.13 og indsat de kendte koordinatfunktioner for w(t) i aksematricen.
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Det vil sige, at hver sgjle i R(7) skal opfylde det samme differentialligningssystem bestaende af 3
koblede lineare ligninger med 3 ubekendte funktioner:

i (?) ]
3 (1)
r3(7) |

ri3(1)
ry3(1)

r33(7) |

0
(1)3(l‘)

| —axn(1)

0
(1)3(l‘)

| —axn(1)

0
@3 (t)

| —axn(1)

—03(1)
0

o (1)

—3 (t)
0

o (1)

—@3 (l‘)
0
(1)

0)2(1‘)
— (1)
0

(1)
—® (l‘)
0

(1)2(t)
—® (l‘)
0

1 (l‘)
7‘21(1‘)
r31(t)

I’lz(t)
1)) (l‘)
r3(t) |

I’13(l‘)
3 (l‘)

r33(t) |

(7.31)

Hver sgjle i R(z) tilfredsstiller altsa er og samme differentialligningssystem, dvs. de har feelles
systemmatrix (7).

Hyvis vi derfor kalder de tilsvarende vektorer - svarende til koordinatsgjlerne i R(#) - henholdsvis
e(1), (1), og g(t), séledes at

R(D)=[e() (1) g(1) ] , (7.32)
sa er (7.31) akvivalent med:
e (1) = Q)€ (1)
£ (1) = Q1) £ (1) (7.33)
g (1) =g () .
Hvis vi skriver de 3 ligninger pa kompakt form, sa far vi netop den ligning vi startede med, ligning

(7.30):
[ e*(r) (1) g*() | =Q()-[e() (1) g (1) ]
(7.34)

sa pengene passer!

Men ved at indfgre vektorerne e(z), f(), og g(¢) kan vi skrive ligningerne i (7.33) ved hjelp af
den til Q)(r) associerede akse-vektor w(t):

e(1) = w(t) xe(r)
(1) = w(t) x (¢ (7.35)
g(t) = w(r) xglt
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Der er altsa flere forskellige mader at udtrykke differentialligningerne pa, nér vi skal finde R(7)
med en given akse-vektor-funktion w(r).

Lad os se pa et fgrste simpelt eksempel:

lll Eksempel 7.20

Lad w(t) = (0,0,2) for alle r € R og antag, at R(0) = E. Vi vil finde den rotation R(z), som hgrer
til rotations-akse-vektor-funktionen w(t), og som tilfredsstiller den givne begyndelsesbetingelse. Den
fagrste vektor-differentialligning i (7.35) kan vi skrive saledes:

¢ (1) = (0,0,2) x e(r)

(€} (1).€3(1),e3(1)) = (0,0,2) x (en(t), e2(t). e3(1))

(€1(1).e5(t).€5(1)) = (—2e2(t).2e1(1).0) (7.36)
e\ () 0 -2 0 2100
i) |=12 0 0 ex(t)
(1) 0 0 O e3(r)
Det system har lgsningerne (den fuldstendige Igsningsmaengde):
e3 (l‘) =cC3
e1(t) = cycos(2t) + ¢y sin(2t) (7.37)

ex(t) = —cpcos(2t) +cysin(2t)

hvor c1, ¢3, 0g c¢3 er vilkarlige (arbitrere) konstanter. De konstanter fastleegges via begyndelsesbetingel-
serne til tiden # = 0, som for den fgrste sgjle-vektor (0) i R(0) = E er fglgende: e3(0) =0, sd ¢3 = 0;
e1(0) = 1, 58 ¢; = 1; den sidste betingelse, ¢;(0) = 0 giver endelig c; = 0.

Lgsningen for vektorfunktionen e(z) er derfor:
e(t) = (cos(2t),sin(2t),0) . (7.38)

Tilsvarende kan den samme fuldstendige lpsning fra (7.37) benyttes til bestemmelse af f(7) og g(¢). Det
er kun begyndelsesbetingelserne, der er forskellige. Resultaterne er:

f(r) = (—sin(2t),cos(2¢),0)

7.39
g(t) = (0.0.1) . 739

séledes at den sggte rotation R(z) er:

cos(2r) —sin(2t) 0
R(t)=[e*(r) f(t) g(t) | =] sin(2r) cos(2r) 0 : (7.40)
0 0 1
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Il OPGAVE 7.21

Eftervis ved direkte udregning, at den fundne Igsning i eksempel 7.20 ovenfor faktisk er en lgsning,
bade til differentialligningssystemet R’(7) = Q(z) - R(¢) og til begyndelsesveardi-kravet: R(0) = E.

| OPGAVE 7.22

Bestem pa samme made som i eksempel 7.20 de rotationer R(7) som giver nedenstéende akse-vektor-
funktioner w(t), idet det igen antages, at R(0) = E:

w(r) = (0,1,2)

w(t) =(1,1,2) (7.41)
w(t) = (0,0,7) |
w(r) = (0,0,%)

lll Eksempel 7.23

Hyvis vi lader w = (0,0, (n/2)sin(z)) og R(0) = E fas ved lgsning af differentialligningssystemerne
ovenfor den rotation, som ses i figur 7.6. Akse-vektor-funktionen er ogsa vist der. Lgsningen er givet
ved:

sin(meos(r)/2) —cos(mcos(t)/2) 0
R(r) = | cos(mcos(t)/2) sin(mcos(r)/2) 0O . (7.42)
0 0 1

Il OPGAVE 7.24

| | Vis ved direkte check, at den angivne lgsning i eksempel 7.23, ligning (7.42), er korrekt.

ll Eksempel 7.25

Hvis vi lader w = (0,0,2sin*(¢)) og R(0) = E, sa far vi (ved numerisk lgsning af differentiallignings-
systemerne ovenfor) den rotation, som er vist i figur 7.7.

lll Eksempel 7.26

Rotations-akse-vektoren w = (cos(z),sin(7), 1) og R(0) = E er benyttet i figur 7.8. Rotations-lgsningen
er:
cos(t) —sin(t)cos(t) sin? (1)
R(1) =R, (1) -Ry(t) = | sin(r) cos?(t) —sin(t) cos(r) : (7.43)
0 sin(r) cos(t)



7.5. OUTLOOK 97

Figur 7.6: Rotation af basistetraederet med akse-vektor funktion w(z) = (0,0,2sin(z)). Animeret.

Il OPGAVE 7.27

| | Vis ved direkte check, at den angivne lgsning i eksempel 7.26, ligning (7.43), er korrekt.

7.5 Outlook

Med de varktgjer, vi nu har kridtet banen op med, er vi parate til at undersgge, hvordan punkterne
inde i et tetraeder X(¢) = X(p(¢),a(r),b(r),c(t)) bevaeger sig, nar selve tetraederet fremkommer
ved rotation af et basistetraeder med en rotationsmatrix R(7), samtidig med at fodpunktet bevages
via en given forskrift p(z).

For eksempel kan vi som en fgrste naturlig opgave undersgge bevagelsen af et hjgrnepunkt 1
tetraederet, for eksempel det hjgrnepunkt ¢(z), der er spidspunkt for a() nér vi benytter p(7) som
fodpunkt for a(z). Hvis vi kalder stedvektoren til p(r) for p(z), sé er stedvektoren til g(t) givet
ved:

q(r) =a(t) +p(r) . (7.44)
lll Eksempel 7.28

Hvis vi betragter den konkrete rotation af basistetraedet, som stammer fra den polere dekomposition af
K(#) i eksempel 7.4, dvs. den rotation, der er vist i figur 7.3, s er banekurven for ¢(¢) den kurve, der er
vist i figur 7.9.
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Figur 7.7: Rotation af basistetraederet med akse-vektor funktion w(¢) = (0,0,2sin?(¢)). Animeret.

I et fglgende kapitel vil vi blandt andet undersgge farten og retningen af bevagelsen af punktet
q(t), altsé hastighedsvektoren for bevagelsen af punktet til ethvert tidspunkt ¢.

Bemerk, at farten og retningen af bevaegelsen af fodpunktet p(z) er direkte givet ved den tidsafle-
dede af stedvektoren til p(t):

P’ (1) = (P (2).pa(1). P5(1)) (7.45)

og helt tilsvarende har vi fra 7.44
qd@)=a@)+p'(t) . (7.46)

Da a(t) er fremkommet ved at gange R(#) pa koordinatsgjlen for den fgrste kantvektor i basiste-
traederet, altsd for basisvektoren i, sa er koordinatsgjlen for a(z) precis den forste sgjle i R(7).
Vektoren a(t) er altsd (nar vi betragter rotationer) den vektor, som vi har kaldt e(7) i ligning 7.32.
Det vil sige, at

q(t) =€) +p'(1) . (7.47)
men sa har vi jo fra ligning (7.35), at

q'(t) = w(r) xe(r) +p'(r) . (7.48)

hvor w(t) er den til rotationen R(z) associerede akse-vektor-funktion. Tilsvarende udtryk etable-
res lige sa let for hastighederne af beveegelsen af de to resterende hjgrnepunkter i tetraederet.
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Figur 7.8: Rotation af basistetraederet med akse-vektor funktion w(t) = (cos(z),sin(z),1). Animeret.

I OPGAVE 7.29

Brug ovenstaende metode til at bestemme hastighederne for bevagelsen af de tre hjgrnepunkter
(overfor fodpunktet p(t)) i tetraeder-deformationerne bestemt ved fglgende rotationer og fodpunktsbe-
vagelser for t € R:

X (1) =R ()X (0,i,j.k)

X, (1) =R, (1) X (0,i,j,K) + (1,2,1) (7.49)
Xs3(r) =R.(7) X (0,i,j.k)

N4(r) =Ry(t) X (0,1,j.k)
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Figur 7.9: Banekurve for hjgrnepunkt i det roterede tetraeder i figur 7.3



Kapitel 8

Styring

I dette kapitel vil vi som lovet se neermere pa, hvordan vi kan benytte fodpunktskurven p(t) og
fodpunktskurvens geometriske egenskaber, saisom krumning og torsion (der defineres nedenfor),
til at kontrollere og styre bevagelserne af tetraedrene i rummet.

8.1 Kurver med enhedsfart

Med henblik pa at ggre diskussionen lettere vil vi nedenfor ofte antage, at de fodpunktskurver vi
bruger, er parametriserede pa en sadan made, at farten er konstant 1, dvs. at hastighedsvektoren
p’(¢) har konstant l&ngde 1. Den antagelse kan vi udtrykke pé forskellige mader:

I’ ()l =1
1Py (), (1), p3(2)) ]| = 1
\/P'lz(t) +p2 () +p2(t) =1 o
RO 30) + 30 =1
[(vi(2),v2(2),v3(2))|| =1
Ivi)ll=1 ,

hvor vi ogsé har indfgrt og brugt betegnelsen v(7) for hastighedsvektoren p/(z).

Il OPGAVE 8.1

Hvilke af fglgende kurver, som er angivet ved stedvektor-funktionerne p(7) til de respektive fodpunkt-
skurver p(r), har konstant fart 1 ?
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Alle tidsintervaller er, nar ikke andet er anfort, hele den reelle talakse IR .
i) () = (1.1.1)
i) p(t) = (1,,1%)
i) p(t) = (t.2.1)
v) p(t) = (1,cos(z),sin(r))
v) p(r) = (1,2cos(t),2sin(z)) (8.2)
vi) p(t) = (1,cos(2¢),sin(2r))
vii) p(t) = (t,cos(t),sin(t))
viid)  p(r) = :cos(t),l—sin(t),—icos(t))

I OPGAVE 8.2

En kurve - en sékaldt helix eller vindellinje - er givet som fglger, hvor a og b betegner to konstanter,
der ikke begge er 0:

p(t) = (acos(t),asin(t),bt) . (8.3)
1. Tegn (eller plot) selv kurven for forskellige valg af @ og b. Se et par (fede) eksempler i figur 8.1.

2. Forklar, hvorfor det er rimeligt, at den ene kaldes hgjreskruet og den anden venstreskruet i figur
8.1.

3. Bestem hvilke a og b der giver hgjreskruning og hvilke der giver venstreskruning.

4. Find for enhver verdi af a og b farten af den tilhgrende beveagelse langs kurven, nar bevaegel-
sesforskriften er den givne p(z).

Lad s(r) betegne en funktion af tiden 7 som har en omvendt funktion #(s). For eksempel, hvis
s(t) =3t+6sdert(s) = (s—6)/3. Hvis vi har givet en tidsparametriseret kurve p(z) kan vi
omparametrisere den samme kurve til en s-parametriseret kurve saledes:

n(s) =p(t(s)) = (p1(e(s)), p2(t(s)), p3(1(s))) - (84)

For eksempel, hvis p(z) betegner kurven i opgave 8.2 for givne verdier af a og b, og hvis
s(t) =3t+6,séer

n(s) = (acos((s—6)/3),asin((s—6)/3),b(s—6)/3) . (8.5)

Med dette eksempel har vi illustreret - og endda antydet argumentet for - fglgende generelle
setning.
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Figur 8.1: En hgjreskruet og en venstreskruet helix.

S.

|| Saetning 8.3  Enhver kurve p(¢) med p’(¢) # 0 for alle t kan omparametriseres ved hjalp af

en funktion s(¢), saledes at den omparametriserede kurve 1(s) = p(¢(s)) har farten n’(s) = 1 for alle

| OPGAVE 8.4

af s.

Bestem farten af den s-parametriserede kurve i (8.5), dvs. lengden af £1(s) = 1/(s) for enhver verdi

|l OPGAVE 8.5

| | Bestem funktionen s() sdledes at farten af den omparametriserede kurve 1(s) = p(¢(s)) fra (8.3) far

den konstante verdi 1.

e

Satning 8.3 kan tolkes saledes: Hvis det er muligt at kgre pa en vej uden at stoppe op
(men med tilladte accelerationer og decelerationer), sa er det ogsa muligt at kgre med
konstant fart pa den samme vej hele vejen. Hvis farten er konstant 1 sa kan man afleese
tiden pa kilometertelleren og man kan aflese det kgrte antal kilometer pa sit stopur.
(Hvorfor det?)

|l OPGAVE 8.6
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Lad p(r) betegne fglgende t-parametriserede kurve

p(t) = (p1(t).p2(t).p3(t)) = (,0,0) , t€R . (8.6)

Vis, at den kurve ikke har positiv fart for alle ¢, men at den (alligevel) kan omparametriseres til en

enhedsfart-parametriseret kurve.

|l OPGAVE 8.7
Lad p(r) betegne fglgende cirkel for en given veerdi af a # 0:

p(t) = (p1(1), p2(1), p3(1)) = (acos(t),asin(7),0) 8.7
med tilhgrende stedvektorfunktion p(z), hvor 7 € [0,27].

1. Bestem s(7) sddan at omparametriseringen 1(s) = p(¢(s)) giver en parametrisering af kurven
med enhedsfart.

2. Angiv et interval for parameteren s siledes at 17(s) gennemlgber samme punktmangde som
p(?) netop én gang.

I OPGAVE 8.8

Lad p(t) betegne folgende kurve:

p(0) =GO+ 50-0" ) 8)

med tilhgrende stedvektorfunktion p(z), hvor ¢ €] — 1, 1[. Tegn (plot) kurven, og vis, at den faktisk
allerede er enhedsfart-parametriseret.

Nar en kurve er enhedsfart-parametriseret vil vi ofte bruge notationen s for parameteren - eller
bemarke eksplicit, om parametriseringen har enhedsfart eller e;j.

8.2 Lodret tetraeder transport

Vi antager, at p(s), s € [0,L], er en kurve i rummet, der, som notationen anviser, er enhedsfart-
parametriseret, siledes at stedvektor-funktionens s-afledede har fart ||p’(s)|| = 1. Vi gnsker at
transportere varer i en (stal-)beholder langs med kurven i rummet fra punktet p(0) til punktet
p(L). Beholderen har form som en ikke-skaleret, isometrisk, kopi af standard basis-tetraederet
X(0,1,j,k).
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.
S

Figur 8.2: Lodret styret transport langs cirkel, se opgave 8.10. Animeret.

Det vil sige, at for enhver verdi af s er beholderen givet ved fglgende roterede og parallelforskudte
tretraeder 1 rummet:

X(s) = R(s) ®(0,1i,j.k) +p(s) = X(p(s)e(s).f(s).8(s)) (8.9)

hvor R(s) er en rotationsmatrix,

R(s)=[e*(s) f(s) g°(s) ] . (8.10)

som vi nu vil beskrive i afheengighed af fodpunktskurven p(s).

Vi gnsker (naturligt nok) at beholderen er ’lodret’ for alle vaerdier af s. Det svarer til, at den tredje
kantvektor i tetraederet X(s) er g(s) =k = (0,0, 1) for alle s.

Desuden vil vi styre beholderen séledes at den forste kantvektor e(s) i X(s) for alle s ligger i den
plan, der er udspandt af p’(s) og k, séledes at beholderen i den forstand er styret og beveges
“fremad’ 1 forhold til fodpunktskurven samtidig med, at beholderen holdes lodret. Bemark, at her
har vi antaget, at p’(s) ikke er proportional med k, fordi ellers kan de to vektorer ikke udspaende
en plan. Det svarer til at antage, at den betragtede transport-kurve ikke har lodret tangent for
nogen verdi af s. (Hvorfor det?)

De givne oplysninger om tetraeder-beholderen giver fglgende udtryk for de to resterende kantvek-
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Figur 8.3: Lodret styret transport langs ’lodret’ helix, se opgave 8.11. Animeret.

torer som funktioner af s:

8.11)

Bemark, at e(s) og f(s) virkelig er vandrette, da 3. koordinaten er 0. Bemark ogsa at vi ville
kunne have skrevet 1 — p/Z(s) i stedet for p?(s) + pZ(s), da p(s) er antaget at vaere parametriseret
med enhedsfart.

| OPGAVE 8.9

| | Vis, atudtrykkene for e(s) og f(s) i ligning (8.11) fplger af de givne antagelser om tetraederbeholderen.

De antagelser fastlegger nu rotationsmatricen R(s) og dermed tetraeder-beholderen for alle
vardier af s:

(s) —ph(s) 0 (8.12)
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| OPGAVE 8.10

Lad p(s) betegne fplgende cirkel:

p(s) = (pi(s),p2(s),p3(s)) = (2cos(s/2),2sin(s/2),1) (8.13)
hvor s € [0,4m].
1. Vis, at kurven p(s) er enhedsfart-parametriseret.

2. Bestem R(s) saledes at tetraederet X(s) = R(s) X (0,1,j,k) + p(s) udfgrer en lodret styret
bevagelse langs p(s). Se figur 8.2

Figur 8.4: Lodret styret transport langs *vandret’ helix. Animeret.

|l OPGAVE 8.11
Lad p(s) betegne fglgende helix (se figur 8.3):
p(s) = (p1(s),p2(s). p3(s)) = (cos(s/V2),sin(s/V2).s/V2) (8.14)
hvor s € [0,2v/27].
1. Vis, at p(s) er enhedsfart parametriseret.

2. Bestem R(s) séledes at tetraederet X(s) = R(s) X (0,1,j,k) + p(s) udfgrer en lodret styret
beveegelse langs p(s).
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| OPGAVE 8.12

Bemerk, at en af kantvektorerne i det markerende treben for det bevaegede tetraeder i figur 8.3, som er
baseret pa ovenstaende opgave 8.11, har et spidspunkt, der ser ud til at beveege sig langs z—aksen. Vis,
at den observation er korrekt, og bestem farten af den bevegelse af det punkt.

8.3 Frenet-Serret styring af basistetraeder

I ethvert punkt p(s) péa en kurve med enhedsfart-parametrisering vil vi nu opbygge et tetraeder,
der igen skal vere en roteret (og derefter parallelforskudt) kopi af basistetraederet. Men fodpunkt-
skurven far nu fotal indflydelse pa styringen.

Det sakaldte Frenet—Serret treben

X(s) =X(p(s).e(s).f(s).8(s)) (8.15)
er defineret ved kantvektorerne nedenfor under forudsatning af, at

Ip'(s)|| =1 for alle s (dvs. enhedsfart) 8.16)
Ip”(s)|| = x(s) >0 for alle s (dvs. accelerationen er aldrig 0) '

Hvis de betingelser er opfyldte, s& definerer vi Frenet-Serret trebenet ved at definere kantvektorerne:

e(s)=p'(s)  (som har lengde 1)

_ () _€(s) _ps) .
() = 10T = x) = ¥ VB K6 £0) (8.17)
g(s) =e(s) xf(s) .

8.3.1 Krumning

Vi noterer her, at accelerationsfunktionen x(so) = ||p”(so)|| er et geometrisk méal for den lokale
krumning eller bgjning af kurven p(s) pa stedet p(sp):

Lad p(s) betegne en kurve i rummet, som er parametriseret med enheds-fart.

Verdien k(so) kaldes krumningen af kurven i punktet p(so).

At dette er en rimelig definition fglger af konklusionen pa fglgende opgave:
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Figur 8.5: Frenet-Serret styret bevagelse af basistetraederet langs ’vandret’ helix. Se opgave 8.30.
Animeret.

| OPGAVE 8.15

Bestem krumningen k(s) (for enhver veerdi af s) for de enhedsfart-parametriserede kurver, som blev
defineret (for enhver veerdi af a # 0) i opgave 8.7.

|l OPGAVE 8.16

| | Bestem krumningsfunktionen k(s) for kurven i opgave 8.11.

Il OPGAVE 8.17
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Bestem krumningsfunktionen k(s) for den kurve, der har z-parametriseringen

1 1 t
(141)32,2(1—=1)%2

pt) = (5 3 ,\ﬁ) , (8.18)

hvor ¢ €] — 1, 1]. Vink: Se opgave 8.8.

8.3.2 Frenet—Serret trebenet er veldefineret

Bemark, at per definition af accelerations- og krumnings-funktionen k() folger det af definitionen
i (8.17), at f(s) - ligesom e(s) - har konstant leengde 1. Desuden er f(s) altid vinkelret pa e(s).
Det folger af, at

le(s)]| =1 saledes at

le(s)||>=1 dvs.at
e(s)-e(s) =1 sadan at

(8.19)

fordi k(s) >0

Til sidst fglger sa, at g(s) = e(s) x f(s) ogsa har konstant leengde 1 (hvorfor det?). Alt i alt
har vi dermed et veldefineret treben i ethvert punkt p(s) og trebenet er en roteret (og derefter
parallelforskudt) kopi af standard basis-tetraederet:

X(s) = R(p(s).e(s).f(s).8(s))

. (8.20)
- R(S)&(O,I,J’k) +p(S) >
hvor rotationsmatricen R(s) nu er givet ved Frenet—Serret kantvektorerne:
R(s)=[e(s) '(s) &°(s) ] . (8.21)

jevnfer (7.32) fra kapitel 7.
|l Eksempel 8.18

Vi lader p(s) betegne fglgende kurve - en cirkel med radius a > 01 (x,y)—planen - som er parametriseret
med enhedsfart:

p(s) = (pi(s),p2(s),p3(s)) = (acos(s/a),asin(s/a),0) . (8.22)
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Sa har vi fglgende ingredienser til konstruktion af Frenet—Serret trebenet og til analyse af trebenets
rotation (herunder den skeevsymmetriske akse-matrix (2 (s) og den associerede akse-vektor w(s)):

e(s) =p'(s) = (—sin(s/a),cos(s/a),0)
p’(s) = (—écos(s/a),—ésin(s/a),O)

K(s) = [[p"(s)]| = é (8.23)
= P"(s) = —(cos(s/a),sin(s/a
f(s) = ) (cos(s/a),sin(s/a),0)

g(s) =e(s) xf(s) = (0,0,1) ,

[ —sin(s/a) —cos(s/a) 0O
R(s)=| cos(s/a) —sin(s/a) O ]
0 0 1
[ —cos(s/a)/a sin(s/a)/a 0O
R'(s)=| —sin(s/a)/a —cos(s/a)/a O
I 0 0 0 (8.24)
0 —-1/a O
Q(s) =R'(s) - R*(s) = |: /a0 0 ]
0 0 0
w(s) =(0,0,1/a)
|l OPGAVE 8.19
Lad p(s) betegne folgende cirkel, jvf. opgave 8.10:
p(s) = (pi(s),p2(s),p3(s)) = (2cos(s/2),2sin(s/2),1) (8.25)

hvor s € [0,4m]. Vis, at den lodret styrede bevagelse af basistetraederet (som fundet i opgave 8.10 og
vist i figur 8.2) er pracis den samme som Frenet—Serret styringen af basistetraederet langs den givne

cirkel.

8.3.3 Torsion

I ethvert punkt p(sp) pa en given enhedsfart-kurve p(s) (med krumning x(s) > 0) har vi ovenfor
konstrueret Frenet-Serret trebenet med kantvektorerne e(so ), f(s0), og g(s0). Enhver vektor kan
oplgses pa netop én made efter disse tre ortogonale enhedsvektorer og dermed udtrykkes som en
linear-kombination af dem.
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Det galder specielt for hver af de tre vektorer, der er de s-afledede af vektor-funktionerne e(s),

f(s), og g(s) i punktet p(so), altsd de tre vektorer € (so), f'(s0), og g (s0).

Det vil sige, at der for ethvert punkt pa kurven, altsa for enhver vardi af s, findes entydige
koordinater &;;(s) saledes at:

e'(s) = &1 (s)e(s) + & (s)f(s) +E&31(s)g(s)
f'(s) = Ern(s)e(s) +Ex(s)f(s) +Ex2(s)g(s) (8.26)
g'(s) = Ei3(s)e(s) +&ua(s)f(s) +E33(s)g(s)

Hvis vi ordner disse koefficienter i en matrix Z(s) séledes:

i &2 &i3
E(s)=| &1 & & , (8.27)
&1 &3 &3

har vi fglgende sammenhang:

[ €7 (s) £°(s) g*(s) [=[e"(s) F(s) &°(5) | B(s)
(8.28)

Men hvilke elementer er der s tale om? For det fgrste: Matricen Z(s) er (ligesom Q(s)) skeev-
symmetrisk for alle s. Fra ligning (8.28) far vi:

R*(s)-R'(s) = E(s) . (8.29)

Lag grundigt merke til, at E(s) og den tidligere indfgrte aksematrix Q) (s) for rotationen
givet ved R(s) ikke ngdvendigvis er den samme matrix, selv om de klart er i *familie’
med hinanden i den forstand, at de begge er produkter af R*(s) og R'(s):

[

(s) = R'(s)-R/(5)

r Q(s) =R/'(s) - R*(s) (8.30)

De to matricer E(s) og Q(s) er similere for ethvert s via similaritetstransformationen
R(s) i den forstand, at

R(s)-Q(s) -R(s) = E(s) . (8.31)

Ligesom Q) (s) er ogsd Z(s) skeevsymmetrisk. Det kan vi se pa stort set ssamme made ud fra:

R(s)-R*(s) =E=R*(s)-R(s) . (8.32)
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Hvis vi nemlig differentierer
E =R*(s)-R(s) (8.33)

pa begge sider af lighedstegnet, med hensyn til s, far vi:
0=R"(s)-R(s) +R*(s)-R'(s) , (8.34)

og derfor
R*(s)-R/(s) = —R™(s)-R(s) = — (R*(s) -R'(s))" , (8.35)

som lige praecis er det samme som:
E(s)=—-E"(s) . (8.36)

Vi har derfor (ligesom for Q)(s)), at Z(s) er bestemt ved kun 3 elementfunktioner, for eksempel
E32(s), E13(s), og €21 (s) (de andre elementer fglger sa via sk&vsymmetrien).

Vi kender allerede to af de tre elementfunktioner:

|l Pastand 8.20

p—y i '
E21(s) =x(s) (krumningen af kurven!) 8.37)

Bevis. Den fgrste ligning folger direkte af (8.17) og (8.26) per definition af f(s):
e'(s) = x(s)f(s) = E11(s)e(s) + & ()f(s) + &1 (s)gls) (8.38)
sadan at &1 (s) = x(s).

Den anden ligning fas ved at udregne:

g'(s) = Eiz(s)e(s) +Ex(s)f(s) +E33(s)g(s)
=% (es) f(s))
=¢'(s) xf(s) +e(s) xf'(s) se opgave 8.21 nedenfor (8.39)
=K (s)f(s) x £(s) +e(s) x f'(s)
=e(s) xf(s) ,

hvoraf det fremgar, at g'(ss) er vinkelret pa e(s) (hvorfor det?) sdledes at &3 (s) = 0 (hvorfor det?).
Og det var det, vi pastod. Il
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| OPGAVE 8.21

Lad a(r) = (a1 (t),a2(t),a3(t)) ogb(t) = (b1(t),ba(t),b3(t)) betegne to vektorfunktioner i rummet.
Vis ved direkte udregning og differentiation af koordinatfunktionerne, at

;’t( (1) x (1)) =/ () x b(t) +a(t) x b (1) . (8.40)

Vi har dermed vist, at for en enhedsfart-parametriseret kurve p(s) er

—x(s) O
Es)=|x(s) 0 —1(s) (8.41)
0 1(s) 0

for en eller anden passende funktion t(s). Det er pracis denne funktion vi kalder torsionen af
kurven p(s):

Lad p(s) betegne en kurve i rummet, som er parametriseret med enheds-fart,

og som har overalt positiv krumning «(s). Vardien T(so) kaldes torsionen af kurven i punktet p(so).

8.3.4 Opsamling om Frenet—Serret styring af basistetraeder

Vi samler definitioner og resultater i fgplgende s@tning:

|||l Seetning 8.23  En enhedsfart-parametriseret positivt krummet kurve p(s) med tilhgrende

stedvektorfunktion p(s) har et Frenet-Serret treben med kantvektorer e(s), f(s), og g(s) givet ved
definition 8.13.

Disse vektorfunktioner tilfredsstiller fglgende ligninger, hvor k(s) > 0 betegner kurvens krumning, og
(s) betegner kurvens torsion.

e'(s) = K(s)f(s)
£(s) = —x(s)e(s) +t(s)g(s) (8.42)
g(s) = —t(s)f(s)

Krumningen og torsionen kan beregnes direkte ud fra ovenstaende - eller samtidigt ved at udregne
felgende produkt:

R(s) - R'(s)=E(s)=| x(s) 0  —1(s) , (8.43)
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hvor R(s) = [ e*(s) f*(s) g*(s) | er rotationsmatricen for Frenet-Serret trebenet, der beregnes ud
fra definition 8.13.

Vi kan formulere resultatet mere brugbart direkte udtrykt ved kurvens vektorfunktion p(s) saledes:

||| Seetning 8.24  En kurve med parameterfremstillingen p(s) med stedvektorfunktion p(s) og

enhedsfart ||p’(s)|| = 1 for alle s, har krumning K(s), torsion T(s), og Frenet—Serret vektorer e(s), f(s),
og g(s) givet ved folgende udtryk (vi antager, at krumningen er positiv for alle s, K(s) > 0):

K(s) = lp"(s)]

e(s) =p'(s) (8.44)
K(5) = i7P'(5)

|l OPGAVE 8.25

Vis, at de to s@tninger, 8.23 og 8.24, er kvivalente, altsd at den ene fglger af den anden. Bemeerk,

at med de givne definitioner af e(s), f(s), g(s), og k(s) er det faktisk kun det eksplicitte udtryk for
torsionen t(s), der skal analyseres. Vink: Ligningen

(p'(s) x p"()) - p"(5) = & (s)x(s) (8.45)

fas af fglgende ingredienser:

(8.46)
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Bemark rumproduktet (som defineret i kapitel 3, definition 3.6) i udtrykket for torsionen:

T(s) =

(8.47)

|l OPGAVE 8.26

| | Bestem Frenet—serret matricen Z(s) og torsionen T(s) for hver af de cirkler, som betragtes i eksempel
8.18.

Il OPGAVE 8.27

En kurve er givet ved en parametrisering saledes

p(s) = (cos(s),sin(s),0) , hvor se0,m] . (8.48)

1. Vis, at kurven er enhedsfart parametriseret.

2. Bestem Frenet-Serret trebenets kantvektorer e(s), f(s), og g(s) for kurven.
3. Bestem den tilhgrende rotationsmatrix R(s) for Frenet—Serret trebenets beveegelse.

4. Bestem akse-matricen }(s) og den associerede aksevektor w(s) for Frenet-Serret trebenets

bevegelse.

5. Bestem Frenet-Serret matricen Z(s) for kurven.

6. Bestem krumningen k(s) og torsionen t(s) for kurven.

| OPGAVE 8.28

Dette er opgave 2 fra 2-timersprgven, E09. En kurve er givet ved en parametrisering saledes:

p(s) = (3cos(s/5), 3sin(s/5),4s/5) , hvor se[0,57] . (8.49)

1. Vis, at kurven er enhedsfart-parametriseret.

2. Bestem Frenet—Serret trebenets kantvektorer e(s), f(s), og g(s) for kurven.
3. Bestem krumningen x(s) for kurven.

4. Bestem torsionen t(s) for kurven.
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| OPGAVE 8.29

En helix er givet ved en tidsparametrisering p(t) = (acos(t),asin(z),bt), t € R, med tilsvarende
stedvektorfunktion p(7). Konstanten a antages at vare forskellig fra 0, men b kan veare vilkarlig. Se
opgave 8.2 og figur 8.1.

1. Bestem en enhedsfart parametrisering 71(s) af kurven og brug den i de fglgende delopgaver.
2. Bestem Frenet—Serret trebenets kantvektorer e(s), f(s), og g(s) for kurven.

3. Bestem den tilhgrende rotationsmatrix R(s) for kurven.

4. Bestem akse-matricen Q(s) og den associerede akse-vektor w(s) for kurven.

5. Bestem Frenet—Serret matricen Z(s) for kurven.

|l OPGAVE 8.30

Bemerk, at en af kantvektorerne i det markerende treben for det bevaegede tetraeder i figur 8.5 har et
spidspunkt, der ser ud til at bevege sig langs y—aksen. Fodpunktskurven for Frenet—Serret bevegelsen
af basistetraederet er givet ved forskriften:

p(s) = (cos(s/V/2),s/V2,sin(s/V2)) . (8.50)

Vis, at den navnte observation er korrekt for denne specielle vandrette helix, og bestem farten af den

bevagelse af det punkt pa y-aksen.

8.3.5 Generalisering til tids-parametriserede kurver

Som allerede antydet ovenfor kan det vere en besvarlig sag at finde en enhedsfart-parametrisering,
en s-parametrisering, af en given kurve ud fra en given ¢-parametrisering af kurven. Heldigvis kan
vi alligevel forholdsvis enkelt beregne Frenet—Serret tetraederet X(7) = X(p(z),e(),£(¢),g(7)),
og krumningen K(¢), og torsionen t(¢) i et vilkarligt punkt p(z) pé kurven som funktioner af den
givne (tids-)parameter 7. Det er samlet i fglgende s@tning.

|| Seetning 8.31  En kurve med parameterfremstillingen p(¢) med stedvektorfunktion p(¢) med
p’(#) # 0 for alle 7 har krumning, torsion, og Frenet—Serret vektorer givet ved fglgende udtryk, hvor
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v(t) farten af bevaegelsen:

v(t) = ||p’(7)]| > O betegner farten af den tilhgrende bevaegelse:

) = IFOX P01

(p'() xp"(1)) -p" (1)

W= xpor ">
_p@)

=0

o(r) = BOXPO) 0y 50

Bemerk, at e(z) og g(r) beregnes for f(7). Frenet—Serret vektorfunktionerne e(z), f(z), og g(r) tilfreds-
stiller fplgende ligninger, hvor k(z) betegner kurvens krumning, og T(¢) betegner kurvens torsion, og

(8.51)

(8.52)

\\I
| OPGAVE 8.32

|l Eksempel 8.33

Bemark igen rumprodukt-delen af torsionen 1 ligning (8.51) jvf. (8.47).

Vis, at ovenstdende udtryk reducerer til dem vi fandt s@tning 8.24 nér kurven p(z) er parametriseret
med enhedsfart v(z) = 1 for alle 7.

Vi betragter den plane kurve, en parabel, der er givet som grafen for denne funktion: y = x? i
(x,y)—planen. Kurven kan vi opfatte som en parametriseret rumkurve pé fglgende made:

X : p(t)=(1.120),

(8.53)
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hvoraf vi far fglgende ingredienser til beregning Frenet-Serret elementerne for kurven:

p'(t) = (1,2£,0) # (0,0,0) forallet
v(t) =\ 14412
p’(t) = (0.2,0)
p" (1) = (0,0,0)
p'(t) x f/’"(f) = (0’0’2> (8.54)
Ip'(£) xp" ()] =
(p'(t) xp"(1))- '”(;):
K(l) — #
C(1+42)3/2
t(t) =0
lll Eksempel 8.34
Mere generelt, grafen for en funktion y = f(x) i (x,y)—planen kan parametriseres:
X p()=(r0)0), (8.55)
hvoraf for eksempel:
/" (1)]
1) =
R RO 8.56)
() =0
|l OPGAVE 8.35
En vindellinje er givet ved parameterfremstillingen:
K p(t) = (acos(t),asin(z),bt), (8.57)

hvor a # 0. Bestem direkte ved hjelp af S@tning 8.31 krumningen, torsionen, og Frenet—Serret

vektor-funktionerne for denne vindellinje. Sammenlign med resultatet fra opgave 8.29.

|l OPGAVE 8.36

Et sammenhangende stykke af en helix (vindellinje) kaldes kort hvis den ikke nar at ga en hel gang
rundt om sin akse. Et nyt resultat om vindellinjer er fglgende s@tning: Lad pg og p; vere (stedvektorer
til) to punkter i rummet og lad vg og v; veare to enhedsvektorer med fodpunkter i henholdsvis pg og
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Figur 8.6: Vindellinjer, der forbinder to punkter med ens tangentlinjer i endepunkterne. Den ene (rgd) er
altid kort, mens den anden ikke ngdvendigvis er l&ngst (som yderst til hgjre).

p1- Sa findes der netop én kort vindellinje fra pp og p; med tangentvektorerne vy og v; hvis og kun
hvis fglgende simple betingelse er opfyldt:

(p1—po) - (Vvi—vo) =0 . (8.58)

Kan du give et kort bevis for den pastand?

8.4 Kamera-styring af basistetraeder

Et fly Fy beveeger sig langs en given rumkurve med fglgende tids-parametrisering:

Y1) = (v (1), 72(2),v3()), (8.59)

hvor ¢ € [0,co].

Et andet fly F, bevaeger sig langs en (anden) rumkurve, p(t), som samtidig er fodpunktskurve
for et tetraeder der er monteret pa flyet men saledes at tetraederet frit kan drejes i alle retninger
omkring fodpunktet i forhold til flyet. Det tetraeder kan beskrives pa fglgende standard form (for
et passende valg af tidsafhangig rotationsmatrix R(z)):

M(p(t).e(r)f(z).8(t)) = R(t) X (0,i..k) +p(1) (8.60)

Et kamera er fast monteret pa dette tetraeder. Kameraets linse optager hele tiden i retningen e(7)
fra p(¢) og vi antager, at kantvektoren f(7) i det medfglgende tetraeder hele tiden er vandret, dvs.
parallel med (x,y)-planen.
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| OPGAVE 8.37

Bestem til ethvert tidspunkt # > 0 rotationsmatricen R(7) nar kameraet i F), skal filme Fy, og nar
flyruterne er givet som i fglgende scenarier. (Bemeark, at selve flyenes orientering i rummet ikke
spiller nogen rolle. Alle vektorernes koordinater er med hensyn til den faste basis {i,j,k}.)

Loy(@)=0.7), p()= (1)
2. y(t) = (cos(t),sin(t),7), p(r) = (2cos(r),2sin(z),1)
3. y(t) = (cos(t),sin(r),7), p(t) = (2cos(2t),2sin(2¢),1)
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Kapitel 9

Medfalgende tetraederrum

I kapitel 7 har vi allerede undersggt bevaegelsen af punkter, der *fglger med’ en given bevagelse
af et tetraeder - for eksempel spidspunkterne for de tre kantvektorer e(z), f(), g() i det roterede
tetraeder. Placeringen af det roterede tetraeder er til ethvert tidspunkt ¢ givet ved:

g(t))
+p(t) 9.1)
]

hvor R(7) stadig betegner en rotationsmatrix til ethvert tidspunkt ¢ og p(z) betegner den tids-
parametriserede fodpunktskurve for tetraederet

|l Bemaerkning 9.1 Lag merke til, at vi i dette kapitel igen *fritstiller’ bade rotationsmatricen og

fodpunktskurven i forhold til hinanden i den forstand, at de ikke ngdvendigvis er koblede som i forrige
kapitel, hvor tetraederet og dermed R(¢) blev styret direkte ud fra fodpunktskurvens geometri, ligesom
selve fodpunktskurven heller ikke her behgver at vaere udstyret med enhedsfart parametrisering.

9.1 Koordinat- og basis-skift

Et objekt, der er fast monteret pa - eller i - det bevaegede tetraeder X(¢) har til ethvert tidspunkt en
position i rummet, som selvsagt er direkte bestemt af tetraederets position i rummet. Positionen
er altsa direkte bestemt ud fra fodpunktskurven og de tre kantvektorer. Vi skal blot derudover
beskrive pracist hvordan objektet er nagelfast placeret pa - eller i - tetraederet.

Vi betragter et punkt pa et freesevarktgj, f.eks. centerpunktet for et kugleformet freesehoved, som
er monteret pa enden af en stilaksel, der er fast monteret pa tetraederet XI(7) saledes at akslens
andet endepunkt hele tiden er i fodpunktet p(¢). S& kan vi repreesentere stdlakslen med en vektor
w(t), der til ethvert tidspunkt har fodpunkt i p(7) og spidspunkt i fresehovedets centerpunkt. Den
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vektor har faste koordinater i forhold tetraederet, dvs. i forhold til e(z), f(¢), og g(7). Det vil sige,
at der findes 3 konstanter, Wi, Wy, og w3 saledes at

w(t) =wie(r) +wof(r) +wsg(t) . 9.2)

Det er vigtigt at legge merke til, at pa grund af den nagelfaste placering af w(z) i X(r) sé er
de tre koordinater w1, Wy, og W3 konstante, uath@ngige af tiden . Da de tre kantvektorer e(t),
f(z), og g(¢) til ethvert tidspunkt er ortogonale enhedsvektorer, idet R(#) er en rotationsmatrix, sa
kan konstanterne findes ved almindelig retvinklet projektion af w pa kantvektorerne, altsa ved
prikprodukterne

w(t)-£(2) = (Wie(t) + wok(r) +wsg(r)) - £(z) = W (9.3)

Vektoren w har i den forstand koordinaterne (Wi, w,,w3) med hensyn til de nye basisvekto-
rer e(z), £(7), og g(¢). Og med opstillingen ovenfor er w stedvektor ud fra fodpunktet p(r)
til det spidspunkt der er givet ved centret af freesehovedet. Til ethvert tidspunkt 7y har vi der-
med defineret et nyt koordinatsystem, {Q,&,m,{} med de nye basisvektorer i akseretningerne

{e.f.g} = {e(t0).f(10).8(t0) } og Q = p(t0), se figur 9.1.

Herefter kan vi ikke bare skrive en vektors koordinater siledes w = (1,2,7) uden at pre-
cisere hvilket af de to koordinatsystemer {Q,e,f,g} eller {O,i,j,k}, der refereres til. Hvis
w = wie+ wof + Wsg, sd har w koordinaterne (W1, w,,W3) med hensyn til den nye basis {e,f,g}
og det er sdvanligvis ikke koordinaterne for w med hensyn til den gamle basis {i,j,Kk}.

Med hensyn til den gamle basis {i,j,k} har vi stadigvek koordinaterne (uden ™) (w1, wz,w3) for
w:
w=wii+wyj+wsk . 9.4)

Vi bliver saledes ngdt til at markere, hvilken basis vi bruger nar vi skriver og bruger koordinater
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Figur 9.1: Koordinatsystemerne {Q,&,M,{} og { O,x,y,z} med tilhgrende basisvektorer {e,f,g} og {i,j,k}
samt en vektor w med fodpunkti Q.

for vektorer. Det ggr vi med index G pa gamle koordinater og index N pa nye koordinater saledes:

w =1wie+ wof +Wwsg = (W1, W2, W3)N

w' = e +inf +iing = | wp
9.5)

w=wii+wyj+wik = (Wl,Wz,W3)G

wi
w'=wi" + sz* +wik* = | wp

w3 G

Vi vil nu finde sammenhangen mellem de to koordinatsat for w. Der ma ngdvendigvis vere en
eller anden sammenh&ng, da de jo er koordinatsat for den samme vektor.

Vi bruger, at e er den vektor, der med hensyn til den gamle basis {i,j,k} har precis de koordinater
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som star i rotationsmatricens fgrste sgjle, og tilsvarende for f og g:

1
e = | ry
L
r2
f* = %) (96)
RN
ri3
*
g = | 13
L 133 1 g
Ved indsettelse i (9.5) far vi sa:
1 r2 3
w = | +Wo | 2 | W3 | 123
131 g 2 1g r3 1q
i ri2 i3 wi
= | r rn 3 15) 9.7)

[ 731 132 133 [ L W3 ]y

wi
= | w2 )

| W3 ]

hvor det sidste lighedstegn stammer direkte fra sidste ligning 1 (9.5).

Vi har derfor fglgende generelle sammenh@ng mellem de to koordinats@t for samme vektor w
udtrykt i de to baser:

i i T3 wi wi
1 T2 123 W =1 w . (9.8)
r31 132 133 o LW ]y w3 1g

|l Bemaerkning 9.2 Lag marke til, at vi har brugt bade tilde og index N til at markere nye

koordinater og ingen tilde sammen med index G til at markere gamle koordinater. Resultatet er sa, at de
gamle koordinater for en vektor w kan bestemmes ved at gange R-matricen pa de nye koordinater for
w. Bemeark ogsa, at der jo stadigvaek i R-matricen star de gamle koordinater for de nye basis-vektorer!
Prgv for eksempel at finde de gamle koordinater for den nye f@rste basis-vektor, der jo har de nye
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koordinater (wy,W,w3) = (1,0,0)y.

Omvendt har vi ogs direkte fra (9.8) ved at gange med R~! = R* pa begge sider af lighedstegnet:

*

wi rie riz ris wi
%) = | r rn 13 wy , 9.9)
w3 1y r31 o132 133 o Lws g

saledes at de nye koordinater for w kan bestemmes ved at gange den transponerede af rotations-
matricen pa de gamle koordinater for w.

I OPGAVE 9.3

Lad R betegne rotationsmatricen R, (f) for en fast valgt veerdi af to € R og lad N = {e(0),f(t0), (%) }
betegne den dertil hgrende nye basis.

1. Bestem de nye koordinater (w;,W,,ws3) for de vektorer w, der har de gamle koordinater (med
hensyn til {i,j,k}) henholdsvis: (1,0,0)s, (0,1,0)¢, (0,0,1)g, og (1,2,3)c.

2. Bestem de gamle koordinater for de vektorer w, der har de nye koordinater henholdsvis:
(1,0,0)n, (0,1,0)n, (0,0,1)n, og (1,2,3)y.

9.2 Hastighedsfeltet for det medfelgende rum

Vi betragter nu igen (ligesom i kapitel 7, afsnit 7.5) et punkt ¢(z), der bevager sig sammen med

tetraederet
X(t) =R(t) X (0,i.j,k) +p(t)

=X(p(r).e(r),£(r).8())

idet vi her dog ikke vil indskreenke os til kun as betragte hjgrnepunkterne i tetraederet.

(9.10)

Vi betragter altsd nu et vilkarligt punkt ¢(¢), som er fast i forhold til tetraederet og som derfor
har faste tidsuath@ngige koordinater med hensyn til det nye koordinatsystem. Det vil sige, at
stedvektoren q(z) fra Origo O i det gamle koordinatsystem til punktet ¢(7) er summen:

q(t) =p(t)+w() , .11)

hvor p(¢) (som tidligere) er vektoren fra O til det nye koordinatsystems Origo Q(¢) = p(¢), og
hvor w(t) er vektoren fra p(z) til ¢(¢). Den sidstnavnte har sa faste tidsuafhengige koordinater
(W1,W2,w3) med hensyn til den nye basis e(t),f(r),g(¢):

W(l‘) :Wle(t)+W2f(t)+W3g(t) , (9.12)
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saledes at
q(t) = p(t) +wie(t) +wof(t) +wag(t) . (9.13)

Punktet ¢(7) beveeger sig ikke i det medfglgende nye koordinatsystem hvor det har konstante
koordinater, men g(t) bevaeger sig (muligvis og typisk) i det faste gamle koordinatsystem.

Vi vil undersgge hastigheden af den bevagelse til ethvert tidspunkt i det faste gamle koordi-
natsystem. Vi ma forvente, at beveegelsen afhenger bade af fodpunkt-bevegelsen p(r) og af
rotationsmatricerne R(#). Ved at differentiere (9.13) med hensyn til 7 far vi:

)

1) +wiaw(t) x e(t) +waw(r) x £(r) +waw(t) x g(r)

1)+ w(t) x (Wwie(r)) + w(r) x (waf (1)) + w(t) x (Wsg(r)) (9.14)
)

(1) +w(t)x (q(r) —p(t) .
hvor vi har benyttet (7.35) fra kapitel 7 og den ud fra R(¢) bestemte aksevektor w(z).

Da valget af det faste punkt ¢(¢) i det medfglgende nye koordinatsystem var helt generelt og
givet ved punktets faste koordinater (y1,W,,Ww3) i det nye system, sd kan vi nu ved hjelp af
(9.14) til ethvert tidspunkt bestemme den gjeblikkelige hastighed af ethvert punkt, der er fast
monteret i det rum, der fglger med tetraederet. Vi skal blot kende punktets faste koordinatsat 1
dette medfglgende tetraecder-rum samt fodpunktets hastighedsvektor p’(7) og rotationsmatricens
gjeblikkelige akse-vektor ().

Med andre ord: Vi kender nu bevagelsen, ikke blot af selve tetraederet X(¢) og dets hjgrnepunkter,
men ogsa bevagelsen af ethvert punkt i hele det rum, der er fast monteret pa tetraederet.

Vi har dermed:

||| Seetning 9.4 Lad X(r) betegne en bevagelse af et tetraeder:

(1) = R(1) X (0.L.j. k) +p(t) =N(p(r).e(r).£(2).8(1)) (9.15)

hvor R(#) angiver en rotationsmatrix til ethvert tidspunkt  med akse-vektor w(t). Det til denne
bevagelse hgrende gjeblikkelige hastighedsfelt til tidspunktet #y er sa givet ved fglgende vektor i det
vilkarligt givne punkt i rummet, der har stedvektoren q (ud fra det gamle faste Origo, O):

V,(t0) = q'(t0) = p'(t0) + w(10) x w(10)

=p'(t0) + w(to) x (q—p(t)) (9.16)
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|l Bemaerkning 9.5 Med andre ord: Til ethvert tidspunkt og til ethvert givet punkt i rummet har

vi dermed knyttet en vektor, nemlig den hastighed som punktet har pa det tidspunkt hvis det fglger fast
med i hele tetraeder-rummets bevagelse, sddan som den bevagelse er fastlagt af X(z).

Il Eksempel 9.6

En roterende bevagelse af et standard tetraeder er givet ved en parametriseret fodpunktskurve (i dette
tilfelde en cirkel) og en tidsathengig rotationsmatrix R(¢), der er et produkt af to akserotationsmatricer
som fglger, hvor parameteren er ¢ € [0, 27]:

p(t) = (cos(t),sin(t),1)g

cos(t) —sin(z)cos(t) sin?(r) 9.17)
R(r) =R, (t) -Ry(t) = | sin(r) cos? (1) —sin(t) cos(r) '
0 sin(t) cos(t) G
Vi bestemmer forst aksematricen ()(7) og aksevektoren w(z) til ethvert tidspunkt 7:

0 -1 sin(z)

Q@) =R'(r)-R*(r) = 1 0  —cos(t
0=RORO=| 0 o

sin(t) cos() 0 G

w(r) = (cos(t),sin(t),1)g

Ud fra disse ingredienser finder vi det gjeblikkelige hastighedsfelt for ethvert punkt ¢ = (q1,42,43) G, se
opgave 9.7:

V() = (—g2+ (g3 — 1)sin(t),q1 — (g3 — 1) cos(z), (g2 — sin(z) ) cos(t) — (g1 —cos(z)) sin(1)) ¢ .

Se figur 9.2, hvor hastighedsfeltet (og tetraeder-bevagelsen) er vist i animation over det givne #—interval,
t € [0,2m).

|l OPGAVE 9.7

Eftervis de angivne udtryk i eksempel 9.6 - is@r det sidste, dvs. udtrykket for det gjeblikkelige
hastighedsfelt for den angivne bevaegelse af tetraederrummet.

I OPGAVE 9.8

Bestem tilsvarende udtryk som i eksempel 9.6, men nu ud fra fglgende — lidt simplere — data for
bevegelsen af tetraederrummet:

(9.19)
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Figur 9.2: En tetraeder-bevagelse langs en cirkel og det tilhgrende gjeblikkelige hastigheds-vektorfelt
V,(to) for enhver veerdi af 7 € [0,27], se eksempel 9.6. Animeret.

9.3 Karakterisering af hastighedsfeltet

Der er to hovedtilfelde for det gjeblikkelige hastighedsfelt for en bevagelse af tetraederrummet til
et givet tidspunkt 7. Vi antager som ovenfor, at bevagelsen er givet pa folgende méde, hvor R(7)
som sedvanlig betegner en tidsafhangig rotationsmatrix og p(¢) betegner en tidsparametriseret
fodpunktskurve:

X(r) =R(t) X (0,i,j,k) +p(r) . (9.20)

Det afggrende er, om den ud fra R(7) bestemte akse-vektor (til det givne tidspunkt) w(zp) er
nul-vektoren eller ikke:

9.3.1 QOjeblikkelig parallelforskydning
Hvis w(ty) = 0 er hastighedsfeltet simpelthen ifglge (9.16):

Vq(l‘()) = p/(t()) , 9.21)

saledes at alle punkter ¢ i hele rummet har samme hastighedsvektor til det betragtede tidspunkt #.
Der er altsa tale om en gjeblikkelig parallelforskydning (gjeblikkelig translation) i den retning
og med den fart, som er givet ved tetracderfodpunktets hastighed p’(#) til det tidspunkt. Hvis
specielt p’(zp) = 0 siger vi, at alle punkter i hele rummet er i gjeblikkelig hvile til tidspunktet 7.
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9.3.2 QOjeblikkelig skrue-beveegelse

Hvis w) # 0 er en fast valgt vektor i rummet, kan vi definere en ret linje i rummet med retnings-
vektoren w/ ||w|| pa felgende made, hvor parameteren er u og ry er stedvektoren til et fast punkt

1 rummet:
L : r(u=ro+uw , hvor ueR . (9.22)

Figur 9.3: Lodrette tetracder-bevagelser langs henholdsvis en cirkel og en vindellinje, begge med tilhgren-
de gjeblikkelige skrue-akser samt hastighedsfelter for enhver verdi af ¢ € [0,27]. Animeret.

||l Seetning 9.9 Vi ser pa en speciel bevegelse af tetracderrummet beskrevet ved X(r) =

R(r)X (0.i,j,k) + p(7) som ovenfor men her med konstant akse-vektor w og en fodpunktsbevagelse
med konstant hastighedsvektor hew pa linjen L:

p(t) =ro+htw , hvor teR . (9.23)
Denne bevagelse giver anledning til fglgende hastighedsfelt i rummet:

V,=hw+wx (q—r(0)) . (9.24)
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Bevis. Vi indsetter p(t) = ro+ ht w i (9.16) og far som gnsket til ethvert tidspunkt zy:
V,(to) = p'(to) + w x (q—p(t0))

= hw+ w X (q—l‘o—hto w) (9.25)
=hw+wx (q—rp)

Enhver bevegelse af et tetraederrum, der til et givet tidspunkt 7y giver

anledning til et hastighedsfelt af formen (9.24) vil vi kalde en gjeblikkelig skrue-bevagelse med den
rette linje £ som gjeblikkelig skrue-akse, gjeblikkelig vinkelhastighed w og gjeblikkelig reduceret
skrue-hgjde (pitch) h. Betegnelsen gjeblikkelig betyder selviglgelig, at skrue-aksen, vinkelhastigheden,
og den reducerede skruehgjde alle ath@nger af tidspunktet og jo ikke ngdvendigvis er konstante.

De betegnelser er helt rimelige. Lad os se pa et eksempel:

ll Eksempel 9.11

Med udgangspunkt i akserotationsmatricen R(#) = R_(7), der har tilhgrende akse-vektor w = (0,0,1)g,
og ved valg af fodpunktskurven p(r) = (0,0,ht)¢, hvor h er en konstant, far vi

X(r) = R,(¢) X (0,i,j,k) + (0,0,ht)¢

= 15((0.0.hr)g.(0).£1).£01)) 020
hvor

g(r) = (0,0,1)g

e(t) = (cos(t),sin(),0)g (9.27)

f(¢) = (—sin(z),cos(7),0)g.

Hvis vi nu betragter et punkt g(7) med faste koordinater (W1, W,,W3)y i det bevaegede tetraedersystem
far vi stedvektoren q(7) fra O til g(z):

q(t) = (0,0,ht)(; +W1e(t) +W2f(t) —|—W3g(t) R (9.28)
sdledes at
cos(t) —sin(z) 0 Wi 0
q'(t) = | sin(t) cos(r) O w2 |+ 0 . (9.29)
0 o 1, lwm], Lnarl,

Dette er en rotation med vinkel 7 af vektoren w omkring z-aksen efterfulgt af en parallelforskydning
i z—akseretningen med vektoren (0,0,4¢)¢ - altsd en skrue-bevagelse. Endnu mere konkret kan vi
eksempelvis betragte punktet (1,0,0)y i det medfglgende tetraecderrum. Det punkt vil gennemlgbe
fglgende punkter, beskrevet med koordinaterne i det gamle koordinatsystem:

q(t) = (0,0,ht); +e(r) = (cos(t),sin(t),ht)g , hvorteR (9.30)
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hvilket netop er en parameterfremstilling for en helix - som er hgjreskruet hvis 4 > 0, venstreskruet hvis
h < 0 og som er udartet til en cirkel hvis & = 0, jvf. opgave 8.2 i kapitel 8.

I OPGAVE 9.12

I forleengelse af ovenstiende eksempel 9.11: Find de kurver, som gennemlgbes af punkterne (0,1,0)y,
(0,0,1)y 0g (1,2,3)y i lgbet af skruebevagelsen.

9.4 Hovedresultat for roterende bevaegelser

Vi kan nu formulere og vise hovedsatningen for roterende bevagelser i rummet. Vi antager, at
w(1y) # 0 sddan at der virkelig er tale om en egentlig rotation. (Hvis () = 0 er sagen allerede
klar; sa er der tale om en gjeblikkelig parallelforskydning, se 9.3.1 ovenfor.)

||| Seetning 9.13 Lad X(r) = R(r) X (0,i,j,k) + p(t) betegne en egentlig roterende bevagelse
af basistetraederet langs en given fodpunktskurve p(z). Vi antager altsa, at w(z) # 0 for alle ¢.

Sa findes der til ethvert tidspunkt 7 en entydigt bestemt ret linje £(y) i rummet, nemlig

L(ty) r(u)z(p(t@—kW)—i—uﬂ)(f@ , hvorueR (9.31)

saledes at den gjeblikkelige bevagelse af tetracderrummet til tidspunktet 7y er en skrue-bevegelse med
L(fy) som skrue-akse og med reduceret skruehgjde /(zy) som er givet ved

h(ty) = W : (9.32)

Hvis h(fy) = 0 er der tale om en gjeblikkelig drejning omkring aksen L(fo) til det givne tidspunkt 7.

Det gjeblikkelige hastighedsfelt for bevagelsen af tetraederrummet pa stedet q er tilsvarende:

Vy(10) = p'(10) + w(to) x (q—p(t0)) - (9.33)

De ingredienser som udledes i1 s@tning 9.13 til beskrivelse af den egentlige
roterende bevagelse X(7) = R(r) X (0,i,j,k) + p(z), altsd L(t), w(t), og h(t) vil vi her og i det
folgende kalde bevagelsens skrue-data til tiden ¢.
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Bevis for scetning 9.13. Vi skal blot vise, at det gjeblikkelige hastighedsfelt har form som 1 ligning
(9.24). Vi lokaliserer fgrst skrue-aksen i rummet, dvs. vi skal finde et eller flere punkt(er) g = r
saledes at fglgende ligning er opfyldt for en passende veerdi af h(z):

Vr(l‘()) = h(l‘())w(t()) . (9.34)

Denne ligning er selvfglgelig ®kvivalent med

h(l‘())w(t()) = p/(t()) —+ w(t()) X (I‘—p(t())) . (9.35)

Men den i pastanden angivne veerdi af h(fo) lgser netop (9.35): Med preecis den veerdi af h(fg) er
alle punkterne r(u) pa linjen L(#y) lgsninger til (9.35). Se opgave 9.15 nedenfor. Vi setter ry til
at vere det udpegede punkt

w(to) xp'(t0)
=plty) + ————5— 9.36
ro p( 0) Hw(t0)||2 ( )
sadan at
L(tg) : r(u)=ro+uw(ty) , hvorueR . (9.37)

Med det ro har vi sa ogsa (per konstruktion) at (9.35) er opfyldt:

h(to)w(to) = p/(l‘o) + w(to) X (I‘() —p(l‘o)) . (9.38)

Heraf far vi
p'(to) = h(to) w(to) — w(to) x (ro—p(t0)) (9.39)
som ved indsettelse 1 (9.16) giver
Vy(t0) = p(t0) + w(to) x (ro —p(t0))
= (h(to)w(10) — w(to) x (ro —p(t0))) + w(to) x (ro —p(t0)) (9.40)
= h(to)w (o) + w(1o) x (q(to) —ro)

Det vil sige, at vi sluttelig har fglgende gjeblikkelige hastighedsfelt for den betragtede bevaegelse:

Vq(l‘()) = h(to)w(to) + w(to) X (q(to) — l‘o) , 9.41)
og det er netop i henhold til definition 9.10 en gjeblikkelig skruebevagelse omkring den pastaede
akse. Skruebevagelsen reducerer specielt til en gjeblikkelig drejning hvis (7)) = 0. U
|l OPGAVE 9.15

Vis, at ovenstiende intermezzo i beviset for setning 9.13 er OK, altsé at: "Den i pastanden angivne
veerdi af h(tg) lgser netop (9.35): Med preecis den veerdi af (1) er alle punkterne r(u) pa linjen L (1)
lgsninger til (9.35)."
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Figur 9.4: Tetraeder-bevagelse langs cirkel, den tilhgrende gjeblikkelige skrue-akse samt hastighedsfeltet
for enhver verdi af 7 € [0,2n], se eksempel 9.16. Animeret.

lll Eksempel 9.16

En bevagelse af tetraederrummet er givet ved udtrykkene for p(¢) og R(z), som er angivet i eksempel
9.6:

p(1) = (cos(r),sin(z),1)g

cos(t) —sin(z)cos(r) sin?(r) (9.42)
R(1) =R, (r)-Ry(r) = | sin(r) cos?(t) —sin(t) cos(r) .
0 sin(7) cos(r) G

I det eksempel fandt vi, at aksevektoren for bevaegelsen er
w(t) = (cos(r),sin(z),1) . (9.43)
Bevagelsen af tetrederrummet har sa fglgende gjeblikkelige skrue-akse for enhver vardi af ¢:
L(t) : r(u)=(cos(t)/2,sin(t)/2,3/2)G+ (ucos(t),usin(r),u)g ., wue0,2n]  (9.44)

med reduceret skruehgjde i(¢) = 0. Bemerk, at den gjeblikkelige skrueakse ath@nger (kraftigt) af
tidspunktet ¢. Se opgave 9.17 og figurerne 9.4.
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Il OPGAVE 9.17

Vis, at den pastaede skrue-akse i eksempel 9.16 er korrekt for enhver verdi af ¢, og eftervis, at
skruehgjden konstant er 0, saledes at der til ethvert tidspunkt er tale om en gjeblikkelig drejning
omkring den gjeblikkelige skrue-akse.

|l OPGAVE 9.18

Bestem skrue-akse og reduceret skruehgjde for ethvert ¢ i det eksempel, der er defineret i opgave 9.8:

(9.45)

|l OPGAVE 9.19

Bestem w(t), det gjeblikkelige hastighedsfelt, den gjeblikkelige skrueakse, og den gjeblikkelige redu-
cerede skruehgjde for enhver veerdi af 1 € R ud fra fglgende data for en bevagelse af tetraederrummet:

p(z) = (cos(t),sin(t),0)q

R(7) = R,(2¢) 040

9.5 Frenet—Serret skrue-data

I dette afsnit vil vi se lidt nermere pa de specielle tetraederbeveagelser, der er totalt styret af en
given fodpunktskurve, nemlig Frenet—Serret styring, som vi indfgrte og analyserede i kapitel 8,
afsnit 8.3.

Vi vil her undersgge hvordan krumningen og torsionen af fodpunktskurven indgar i beskrivelsen
af skrue-data for Frenet—Serret styringen af et basistetraeder langs den givne fodpunktskurve.

||| Saetning 9.20 Lad p(s) betegne en kurve i rummet med fart ||p’(s)|| = 1, krumning k(s) > 0,

torsion t(s), og medfglgende Frenet—Serret tetraeder:
X(s) =X(p(s).e(s).£(s).8(s)) =R(s) K (0.i.j.k) +p(s) - (9.47)
Skrue-data for denne Frenet—Serret styring er da givet ved fglgende udtryk for enhver given verdi af s:

w(s) =(s)-e(s) +x(s) gls) (9:48)
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h(s) = KZ(S)T(:)TZ(S) . og (9.49)
L(s) : r(u)= (p(s) + Kz(s)K:—S)’ﬂ(s) 'f(s)> +u-(t(s)-e(s) +x(s)-g(s)) - (9.50)

Bevis. Vi ved allerede fra kapitel 8 at de gamle koordinater for w er elementer i aksematricen ()
som jo per definition er matricen (mht. den gamle basis) for den line®re afbildning v — w X v.
De nye koordinater for w (dvs. koordinaterne med hensyn til den nye basis {e,f,g}) fas derfor
som de tilsvarende elementer i afbildningens matrix med hensyn til den nye basis, som er givet
via basisskiftmatricen R séledes:

R Q- R=R! (R-R")-R

=R*. (R’~R*) -R
= (R"-R) (R'-R)
=(R"-R)-E 9.51)
0 —x O
=|x 0 —1
0 = 0
Koordinaterne for w med hensyn til {e,f,g} er derfor:
w=(1,0,K)y . (9.52)
sadan at
w(s)=1(s)-e(s)+x(s) gls) , (9.53)
som pastaet.
Dernest far vi direkte:
lw(s)[? =&(s) +7°(s) (9.54)
og fra p’(s) = e(s) folgende:
w(s)+/(5) = (5(5) -¢(s) +K(s) 8(5)) - e(s) = (s) 055,
w(s) xp'(s) = (t(s) -e(s) +x(s)-g(s)) x e(s) = w(s)-£(s) ,

som giver resten af de pastaede skruedata ved indsattelse i definition 9.14. [l
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Figur 9.5: Frenet-Serret styring langs en vindellinje og den tilhgrende gjeblikkelige skrue-akse for enhver
verdi af s € [0,2n]. Animeret.

I OPGAVE 9.21

Lad p(s) betegne fglgende rumkurve (jvf. opgave 8.28 fra kapitel 8):
p(s) = (3cos(s/5),3sin(s/5),4s/5) , seR . (9.56)

Bestem skrue-data for Frenet-Serret styring langs p(s) og angiv til ethvert tidspunkt det tilsvarende

gjeblikkelige hastighedsfelt af det medfglgende tetraederrum.

9.6 Styring med givne skrue-data

Vi vil i dette afsnit se pa den omvendte problemstilling i forhold til hovedresultatet i s@tning 9.13,
nemlig felgende:

Antag, at vi har féet oplyst en parameterfremstilling (med enheds-hastighedsvektor v(7)) for en
ret linje £(¢) til ethvert tidspunkt 7, samt to funktioner af tiden w(t) og h(t). Antag ogsa, at vi
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kender den pracise placering af et standard tetraeder 1 rummet til tiden # = 0, dvs. vi kender
X(0) =R(0)X (0,1,j,k) 4+ p(0), hvor altsd R(0) er en given rotationsmatrix og p(0) er et givet
fodpunkt i rummet. Kan vi s& konstruere R(z) og p(¢) til ethvert senere — og tidligere — tidspunkt
sadan at den givne rette linje £(7) til det tidspunkt netop bliver den gjeblikkelige skrue-akse
for den gjeblikkelige skruebevaegelse af X(7) = R(¢) X (O,1,j,k) + p(r) med gjeblikkelig akse-
rotationsvektor w = w(t) - v(1)?

Svaret er ja, det kan vi! Og det er indholdet af fglgende s@tning, hvor vi gentager beskrivelsen af
scenariet med lidt flere pracise detaljer:

||| Seetning 9.22 Vi lader £(r) betegne fglgende familie af orienterede rette linjer i rummet:

L(t) : r(u)=q(t)4+u-v(t) , hvor ueR , teR , (9.57)

hvor q(¢) er en parametriseret kurve i rummet, og hvor v(7) er en enhedsvektor til ethvert
tidspunkt 7 € R. Lad h(t) og w(t) betegne to givne funktioner af 7 og antag at w(t) > 0 for alle .
Lad endelig pg betegne et punkt i rummet med stedvektor pg og lad Rg betegne en given rotationsmatrix.

S findes der en entydigt bestemt parametriseret fodpunktskurve p(¢) med p(0) = po og en entydigt
bestemt z-parametriseret familie af rotationsmatricer R(7) med R(0) = Ry saledes at fglgende roterende
bevegelse af standard-tetraederrummet

X(r) =R(r)X(0,i,j. k) +p(r) (9.58)

netop har £(r) som gjeblikkelig skrueakse, w(t) = w(t) - v(t) som gjeblikkelig aksevektor, og h(t)
som gjeblikkelig reduceret skruehgjde.

Bevis. Vi skal Igse to differentialligningssystemer, dels et for p(z) og dels et for R(z) med be-
gyndelsesbetingelserne p(0) = pp og R(0) = Ry. Men R(7) bestemmes direkte ud fra w(t) og
R(0) som i kapitel 7 afsnit 7.4.1 (se metoden og eksemplerne der og konkrete eksempler nedenfor).

Vi mangler derfor kun at bestemme fodpunktskurven p(z).

Fodpunktet p(¢) skal opfylde to krav som stammer direkte fra setning 9.13: Det fgrste krav er
givet ved ligning (9.32):

p'(1) - w(t) =h(t)- @) . (9.59)
som — efter division med w(z) pé begge sider af lighedstegnet — er &kvivalent med:

p'(r)-v(r) = h(r) -w(r) . (9.60)

Det andet krav er at til ethvert givet tidspunkt 7 skal det givne punkt q(z) ligge pa den givne linje
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L(t), dvs. i henhold til ligning (9.31):

q(t) = (p(t) + M) fuw(r) 9.61)

lew(@)]?

for et passende valg af parameterverdi u € R (som gerne ma afth@nge af 7). Dvs. for ethvert
tidspunkt ¢ skal der findes en verdi af u saledes at

q(t) —p(t) = W +u-w(r) v() . (9.62)

Vi kan isolere den s@gte veerdi af u fra denne ligning ved at danne skalarprodukt med v(7) pa
begge sider af lighedstegnet:

(a(t) =p(1)) -v(1) =u-w(t) (9.63)

hvor vi har benyttet, at v(7) jo er vinkelret pa krydsproduktet v(z) x p/(z) og at v(¢) - v(z) = 1 for
alle z.

Heraf far vi sd ved at indsatte u-w(r) = (q(t) —p(¢)) - v(¢) tilbage i ligning (9.62):

a(o) ~p(0) = "B 4 () -p0) ) ¥() 064
Ved at omskrive den ligning lidt far vi endelig:
V() xp'(1) =w(t)- ((q(t) —p(1)) — ((a(t) = p(1)) - ¥(1)) - ¥ (1)) - (9.65)
Vi har dermed to ligninger til bestemmelse af p(z) ud fra i(z), w(z), v(¢) og q(¢):
v(t) - p'(t) =w(t) - h(r)
V(1) %) = wl0)- (a() - () ~ (@) ~pe) v vy - O

Hvis vi skriver disse ligninger ud i koordinater, altsa bruger p(¢z) = (pi1(¢), p2(¢), p3(2)) osv.
vil vi se (som i det simple eksempel nedenfor) at vi har ialt 4 koblede line®re fgrste-ordens
differentialligninger til bestemmelse af de 3 koordinatfunktioner for p(7).

Det betyder dog ikke, at differentialligningssystemet er overbestemt og derfor muligvis uden
lgsninger — hvad vi godt kunne frygte, fordi der jo er flere ligninger end ubekendte. Koefficient-
matricen for det totale differentialligningssystem har netop rangen 3 (se opgaver og eksempler
nedenfor) séledes at der for givne (passende pene) koefficientdata h(z), w(z), v(z) og q(¢) findes
preecis én lgsning p(7) til differentialligningssystemet (9.66) med den givne begyndelsesbetingelse
p(0) = po. Og det var det, vi skulle vise. O

Vi illustrerer pastanden om, at der generelt findes precis én Igsning til (9.66):
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lll Eksempel 9.23

Vi antager, at v(#) = k = den sedvanlige tredje basisvektor i det (gamle) koordinatsystem for alle .
Sa reducerer differentialligningssystemet i (9.66) til fglgende — skrevet ud med koordinaterne for de
respektive vektorfunktioner:

p5(t) =w(r)-h(r)
pa(t) = w(t)- (pi(r) —qu1(1)) (9.67)
pi(t) =w(t)-(q2(t) = pa(t))

som netop har rangen 3 og en entydig Igsning med p(0) = po. Bemerk, at ’krydsproduktligningen’ i
(9.66) kun giver anledning til 2 ligninger, der tilsammen redeggr for hvordan p(7) udvikler sig i det
2D-vektorrum, der er vinkelret pa v = k.

| OPGAVE 9.24

Lad v = (v1,v2,v3)¢ betegne en given enhedsvektor i rummet og lad (x) betegne folgende ligningssy-
stem for x = (x, y,z)G, hvor a er et reelt tal og hvor b er en vektor der er vinkelret pa v:

V-X=a
(9.68)
vxx=D>hb

Vis, at (*) kan skrives pa formen A -x* = ¢*, hvor A er en (4 x 3)-matrix og ¢ er en vektor. Vis
dernast, at (4 x 4)-totalmatricen for dette linezere ligningssystem har rangen 3, saledes at der er netop

én Igsning x til systemet.

lll Eksempel 9.25

Med v(¢) = k som i ovenstéende eksempel 9.23 og med i(r) =0, w(r) = 1, q(¢) = (0,0,0) for alle ¢
far vi:

p3(1) =0
pa(t) = pi(r) (9.69)
pi(t) =—pa(t) .

som har den fuldstendige lgsning (med frie konstanter c;):

p3(t) =c3
pa2(t) = ¢y -sin(r) + ¢z - cos(r) (9.70)
pi1(t) =cy-cos(t) —c; - sin(t)

Hvis vi dernast antager, at fodpunktet til tiden ¢ = 0 er givet ved p(0) = pp = (1,0,0)¢ far vi derfor
fglgende pracise fodpunktskurve til ethvert andet tidspunkt ¢ — ved at indsatte = 0 i ovenstaende
ligninger og lgse for ¢y, c2, 0g c3:

p3 (t ) =0

pa (1) = sin(r) (9.71)
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Med fodpunktskurven pa plads, mangler vi blot at konstruere rotationsmatricen R(7) sdledes at den
netop til ethvert tidspunkt 7 har den gnskede aksevektor w(r) = w(z) - v(r) = k og igvrigt tilfredsstiller
begyndelsesbetingelsen, som vi her i dette eksempel vil antage er givet simpelt ved: R(0) = Ry = E.

Konstruktionen af R(¢) foregar precis som i eksempel 7.20 i kapitel 7. Hvis vi gennemgar proceduren
derfra far vi fglgende — ikke overraskende — resultat:

cos(t) —sin(¢) 0
R(t)=[e(t) £(t) g*(t) |=| sin(t) cos(r) O | =R, (r) . 9.72)
0 0 1

Vi kan altséa konkludere, at i dette eksempel er det fglgende entydigt givne tetraederbevagelse, der vil
give anledning til de gnskede givne skrue-data inklusive de givne begyndelsesbetingelser (se animationen
af bevagelsen samt det inducerede hastighedsvektorfelt i figur 9.6):

X(1) = R(1) M (0,i.j. k) +p(7)

=R, (1) X (0,i,j,k) + (cos(z),sin(t),0) (9.73)

Figur 9.6: Tetraederbevagelsen som er udviklet i eksemplerne 9.23 og 9.25. Animeret.
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I OPGAVE 9.26

Bestem pa samme made som i eksempel 9.23 de tetraederbeveegelser, der opfylder folgende skrue-data
og begyndelsesbetingelser:

1. w(t) =2, h(t) = 0, v(t) =k, q(t) = (0,0,0)g, p(0) = (1,0,0)6, og R(0) = E

2. w(t) =2,h(t) =1,v(r) =Kk, q(¢t) = (0,0,0)5, p(0) = (1,0,0)5, 0g R(0) = E

3. w(t) = 1. h(t) = 0. v(1) =k, q(r) = (0,1,0)6, p(0) = (1,0.0)G, og R(0) = R,(1/4)

4. w(t) = 1,h(t) = 1,v(t) =k, q(t) = (0,1,0)g, p(0) = (1,0,0)5, og R(0) = R (n/4)

Ved at @ndre ganske lidt pa de simple skrue-data, som vi har betragtet ovenfor kan man let
konstruere langt mere komplicerede tetraeder-bevagelser, som f.eks. illustreret med fglgende
eksempel og tilhgrende opgave:

lll Eksempel 9.27

I dette eksempel benyttes fglgende skrue-data og begyndelsebetingelser: w(r) =1, h(r) =0, v(r) =
(cos(t),sin(t),0)s, q(t) = (0,0,0)¢, p(0) = (0,0,1)5, og R(0) = E. De resulterende ligninger (9.66)
kan lgses eksakt og lgsningerne kan udtrykkes ved almindelige funktionstegn. Resultatet er vist i figur
9.7.

| OPGAVE 9.28

Det synes at fremga af figur 9.7, at den tetracderbevagelse, der er resultatet af skrue-data i eksempel
9.27, har en fodpunktskurve, der ligger helt indeholdt i en (halv-)kugleflade med radius 1 og centrum i
Origo samt at farten af fodpunktskurven er 0 netop nér fodpunktet rgrer (x,y)-planen. Kan du bevise,
at de observationer er korrekte? Er fodpunktskurven en lukket kurve, der gennemlgbes igen og igen
nar tiden gar? Hvis ikke, betyder det sa at alle punkter pa halvkuglen bliver 'ramt’ af fodpunktskurven
pa et eller andet tidspunkt?
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Figur 9.7: Tetraederbevagelsen som er givet via skrue-data i eksemplet 9.27. Animeret. Til hgjre ses (en
del af) den kurve som tetraederets fodpunkt p(7) gennemlgber.



Kapitel 10

Formning via 'sweeping’

Ved hjelp af tetraederrummets bevaegelse - med foreskreven fodpunktskurve p(t) og rotation R(z)
- kan vi nu designe kurver, flader og rumlige omrader ved simpelthen at velge en figur, f.eks. et
punkt, en kurve, eller en flade, som er givet (eventuelt 1 athengighed af tiden 7) i tetraederrummet,
og dernast betragte den punktmangde, som i det faste koordinatsystem ’fejes ud’ af den valgte
figur nar tetraederrummet udfgrer den givne bevagelse.

Det vil sige, at vi pa den made har mulighed for at konstruere og analysere en lang reekke af flader
og omrader i rummet ved at betragte dem som ekstruderede objekter, som formes ud fra simplere,
let beskrivelige objekter med lavere dimension, ved at disse ’trekkes’ igennem rummet med en
tetraeder-bevagelse givet ved en fodpunktskurve p(¢) og en rotationsmatrix R(z). I dette kapitel
vil vi se pa nogle fa konstruktioner af denne type. Der fokuseres mest pa selve konstruktionen og
formgivningen. Den egentlige geometriske analyse af de resulterende objekter ngjes vi forelgbig
med at antyde.

10.1 Kurver

lll Eksempel 10.1

Hyvis vi betragter punktet g(7) med stedvektorfunktionen q(7) fra det gamle origo O som i 9.2, ligning
(9.11), sa gennemlgber dette punkt i det gamle koordinatsystem en kurve, som er givet ved stedvektoren
fra O som funktion af tiden ¢, jvf. (9.13):

q(r) =p(r) +wie(r) +wok(r) +wsg(r) (10.1)

hvor w1, W, og w3 betegner de (i dette tilfeelde) faste koordinater for stedvektoren w(z) fra det nye
Origo Q = p() til punktet g(7) med hensyn til de nye basisvektorer {e(z),f(z),g(7)}.

Nogle naturlige fgrste spgrgsmal er nu, med reference til ovenstaende eksempel: Hvor lang
er kurven, hvad er krumningen og torsionen af kurven, og hvordan ath@nger kurven og disse
storrelser af de ingredienser, den er konstrueret ud fra, altsd i dette tilfelde p(z), R(z), og w(z)?
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10.2 Leengde af en kurve

Lengden af en kurve X med parameterfremstilling

K r(t)=(r(t),r2(t),r3(t))¢ , t€][0,T] (10.2)

er - under forudsatning af, at kurven er reguler, dvs. r'(z) # 0 for alle 7 - givet ved integralet af
leengden af hastighedsvektoren:

L) = [ IE@la = [ JEOP+AORHGORE . 103

|l OPGAVE 10.3

Bestem leengden af den kurve, der gennemlgbes af punktet g(7) som konstrueret i (10.1), nér vi veelger
henholdsvis:
p(t) = (0.0.1)¢ . t€[0.7T]

{ cos(t) —sin(z) 0 ]
sin(r) cos(t) 0 , t€]0,T]
e

0 0
VTV;(CI’I’I)N (10.4)
q(t) =p(t) +w(t)
=(0,0,t)g+1-e(zr)+1-f(r)+1-g(r)
= (0,0,1)¢ + (cos(z),sin(),0)g + (—sin(z),cos(¢),0) G + (0,0,1)¢
= (cos(t)

—sin(z),sin(r) +cos(t),r + 1)g
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|l OPGAVE 10.4

Bestem l@®ngden af den hjgrne-kurve, der er vist i figur 7.9. NB: Det givne hjgrnepunkt har konstante
koordinater i det medfglgende tetraederrum. En numerisk verdi af lengden med et passende antal
decimaler er tilstrekkelig.

|l OPGAVE 10.5

| | Bestem de respektive leengder af de hjgrne-kurver, der er vist i figur 10.4.

Vi kan ogsa beregne l&ngder af kurver, der stammer fra en mere generel konstruktion, hvor punktet
q(t) ikke ngdvendigvis har faste koordinater i det medfglgende tetraederrum. Vi har allerede set
eksempler pa sadanne kurver:

|l OPGAVE 10.6

I OPGAVE 10.7

Bestem de respektive lengder af hver af de 3 hjgrne-kurver, der er vist i "tarnet’ i figur 10.1, som er

konstrueret efter ingredienserne i eksempel 6.7.

Antag, at en given kurve X er enhedsfart-parametriseret, r = r(s), hvor s € [0,L]. Vis, at sa er

L(X) = L.

10.3 Rumlige omrader

Pa helt tilsvarende made som for ovenstaende konstruktion af kurver kan vi ogsa konstruere flader
og rumlige omrader ved at vaelge figurer, kurver, og flader, der til ethvert tidspunkt 7 er givet i det
medfglgende tetraederrum og dernast undersgge, hvilke objekter, de danner, nar tetraederrummet
bevages med foreskreven fodpunktskurve p(¢) og rotationsmatrix R(7).

I tetraecderrummet, som definerer det medfglgende koordinatsystem {p(z),e(z),f(z),g(t) (jvf.
kapitel 9) vil vi til ethvert tidspunkt # definere et plant omrade S, og beskrive, hvordan dette plane
omrade beveages i det gamle koordinatsystem { O,i,j,k}, nér det fglger med den bevagelse af
tetraederrummet, som er givet ved p(z) og R(z).

Specielt udfejer §; typisk et rumligt omrade, og i analogi med lengde-beregningen ovenfor for
kurver, kan vi tilsvarende finde rumfang og overfladeareal af sadanne omrade.
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Figur 10.1: Det omrade i rummet, som ’konstrueres’ med trekanterne A () fra eksempel 6.7, idet fodpunk-
tet for haengslerne nu bevages langs z—aksen og trekanterne (be-)holdes vandrette, altsé parallelle med
(x,y)—planen. Bemerk, at de benyttede trekanter i dette tilfeelde ikke er uforanderlige i det medfglgende
tetraederrum.

Omradet S, defineres i (§,m)-planen generelt siledes:

S+ ow(tu,v) = (Wi (t,u,v),wo(t,u,v),0)n

tel0,T] , u€lab] , veed] s

hvor wy (¢,u,v) og wa(t,u,v) er givne funktioner af tiden ¢ og af de to parametre u og v, som lgber
i de to parameterintervaller [a,b] og [c,d]. Formen af det plane omréade er (til ethvert tidspunkt)
"bygget ind i’ de to funktioner w; og w;. Bemerk, at vi for sa vidt gerne kunne udvide med en
funktion w3 (z,u,v) og dermed betragte flader i tetraederrummet, som ikke ngdvendigvis er plane.
Men her holder vi os til passende simple plane omrader i (§,1)-planen.

Lad os se pé et oplagt eksempel pé en velkendt uforanderlig (tiduathengig) figur i (€,m)-planen:
En trekant i den plan, som er udspandt af to givne kantvektorer a og b fra det felles fodpunkt i
det nye Origo Q bestar af de punkter i planen, der har stedvektorerne (fra Q ):

w(u,v) =u(a+v(b—a)) , ucl0,1] , vel0,l1] . (10.6)

|l OPGAVE 10.8

Vis, at denne parametrisering er &kvivalent med den beskrivelse af de indre trekantspunkter, som vi
tidligere har benyttet i afsnit 2.2.1 i kapitel 2, nemlig fglgende:

w=oa+pb , (10.7)
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| | hvor vider antog, at o« > 0, B > 0, o+ B < 1. Vink: Vis fgrst, at &« = u — uv og B = uv.

De to udspendende vektorer a og b kan 1 det nye koordinatsystem skrives som:

a=(a;,d,0)y

S (10.8)
b= (b1,02,0)y ,
sadan at parameterfremstillingen for det trekantede omrade kan skrives pa formen:
T, wt,u,v) = ((u—uv)a, +uvby, (u—uv)a +uvby)y
(10.9)
uel0,1] , velo,1] ,
|l Eksempel 10.9
En uforanderlig rektangel er tilsvarende, og simplere, givet ved

R, : wtuv)=wv,0)y , uclabl , veled (10.10)

hvor intervallerne [a,b] og [c,d] bestemmer stgrrelse og placering af rektanglet i (€,1)-koordinatsyste-
met.

lll Eksempel 10.10

En uforanderlig cirkelskive med centrum i (cy,c¢,0)y og radius p fas ved brug af polere koordinater:

D, w(t,u,v) = (ci+upcos(v),co +upsin(v),0)y

10.11
ue0,1] , velo,2xm] ( )

lll Eksempel 10.11

En variabel cirkelskive med fidsafheengig centrum i (c¢y(t),c2(t),0)y og tidsafhengig radius p(t):

D, w(t,u,v) = (c1(t) +up(t)cos(v),ca(t) +up(r)sin(v),0)n

10.12
te[0,T] , uel0,1] , vel0,2mn ( :

lll Eksempel 10.12

En uforanderlig cirkelskive ekstruderes lodret som til venstre i figur 10.2. Ingredienserne til denne
konstruktion er med ovenstdende notation:

p(t) =(0,0,0)¢ , t€[0,m

1 0
R(t)=1]0 1
00

w(t,u,v) = (ucos(v)

G

2,usin(v)/2,0)y (10.13)

~N = O O

r(t,u,v) =p(r) +w(t,u,v)
trefo,m] , uel0,1] , vel0,27]
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lll Eksempel 10.13

Den samme cirkelskive som i eksempel 10.12 kan ekstruderes med en roterende bevegelse af tetraederr-
rummet og en tilsvarende cirkuler fodpunktsbevagelse, se figur 10.2 til hgjre.

p(t) = (cos(?),0,sin(t))¢ , t€]0,m]
cos(t) 0 —sin(r)
R(1) =R,(t) = 0 1 0
sin(r) 0 cos(t)
w(t,u,v) = (ucos(v)/2,usin(v)/2,0)y

¢ (10.14)

r(t,u,v) =p(r) +w(t,u,v)
trefo,m] , uel0,1] , vel0,27]

Figur 10.2: En ekstruderet cirkelskive, dels lodret og dels 'roteret’, "bgjet’ (via rotationen om y-aksen. Se
eksemplerne 10.12 og 10.13.

Il Eksempel 10.14

En variabel ellipse-skive med tidsafhengig centrum i (¢ (),c2(7),0)n og tidsafheengige halvakser py(t)
og pa(t):
Er o ow(t,u,w) = (c1(t) +upi(t)cos(v),ca(t) +upz(t)sin(v),0)n

10.15
tel0,T] , uel0,1] , velo,2n] ( )
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ll Eksempel 10.15
En lodret ekstrudering af den variable ellipseskive kan konstrueres efter samme model som i eksempel

10.12 - se figur 10.3 til venstre:

p(t) =(0,0,t)¢ ., te[0,m
1 00
R(r) = { 010 ]
0011,
w(t,u,v) _1 ( l—|—s1n > cos(v), u (1 —l—cos2(3t)> sin(v), O> (10.16)
2\"\2 2 N

r(t,u,v) =p(t) +w(t,u,v)
relon] , uel0,1] , vel0,2n]

lll Eksempel 10.16

En tilsvarende variabel ellipseskive ekstruderes med en roterende bevagelse af tetraederrummet langs

en cirkuler fodpunktskurve - se figur 10.3 til hgjre:

p(t) = (cos(?),0,sin(t))¢ , 1€ ]0,m]

[ cos(r) 0 —sin(z) ]
0 1 0
G

sin(¢) 0 cos(r)

w(t,u,v) = % <u <; —|—sin2(3t)> cos(v), u (; +C032(3t>> cin(v) ,0>N (10.17)

r(t,u,v) =p(r) +w(t,u,v)

refo,m] , uel0,1] , vel0,27]

10.4 ’Sweeping’ med trekanter

En uforanderlig trekant i (§,1)—planen, som er udspeendt af de to specielle kantvektorer a = ove()
og b = Bf(¢) fra det felles fodpunkt i p(r) er som tidligere vist givet ved:

w(t,u,v) =u(ae(r)+v(Pf(r) —ae(r)))
=ua(l—v)e(t)+uvpf(r)
te0,T] , uel0,1] ,

(10.18)
€ [0,1]
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™
-

Figur 10.3: Ekstruderet variabel ellipseskive, dels lodret og dels med roteret bevaegelse af det ekstruderende
tetraederrum. Se forskrifterne i eksemplerne 10.15 og 10.16.

Det udfejede omrade i rummet er dernast:

r(t,u,v) =p(t) +uo(l—v)e(r) +uvpf(r)
tel0,7] , uelo,1] , ve[0,1] (10.19)

lll Eksempel 10.17

Med oo = 1 og B = 1 fas eksempelvis figur 10.4 som er baseret pa fglgende ingredienser:

p(t) = (cos(1),0,sin(t))g , t€]0,1]

[cos(t) 0 sin(t)]
R(1) = 0 1 0 (10.20)

sin(¢) 0 cos(?)

w(t,u,v) = (u(1—=v),uv,0)y
hvorved vi far

r(t,u,v)

p(t) +w(t,u,v)
(cos(r) +u(1—v)cos(t),uv,sin(z) +u(1—v)sin(t))c (10.21)
refo,1] , wuel0,1] , vel0,1]
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Figur 10.4: Ekstrudering, sweeping, med basistrekant. Konstrueret ved rotation omkring y-aksen. Se
eksempel 10.17.

10.5 Rumfang

Et parametriseret rumligt omrade er generelt givet ved en parameterfremstilling

Me: r(tu,v) = (ri(t,uv),rn(t,uv),rtuv))s

(10.22)
t€1[0,T], u€lab], veled
||l Definition 10.18  Rumfanget af det parametriserede omrade M; er si bestemt ved
T rd b
Vol (M) :/ / / Jacobiy(¢,u,v)dudvdt (10.23)
0 Je Ja
hvor Jacobi-funktionen Jacobi, (7, u,v) er
Jacobiy(t,u,v) = | (¥ (t,u,v) x ¥, (t,u,v)) -¥.(t,u,v
) = | 04(00) X 10) 1) Hons
= |Rum(r,, r,,r7)]

lll Eksempel 10.19

I eksempel 10.17 far vi eksplicit for alle u € [a,b], v € [c,d] og for alle t:

Jacobiy (t,u,v) =1, (t,u,v) - (v} (t,u,v) x ¥, (t,u,v)) = u (1 +u—uv) (10.25)



- altsa uafhangigt af ¢.

| OPGAVE 10.20

| | Eftervis udtrykket i ligning (10.25) for den Jacobi-funktion.

I OPGAVE 10.21

| | Bestem rumfanget af det omrade, der er vist i figur 10.4 baseret pa eksempel 10.17. Benyt (10.25).

|l OPGAVE 10.22

Basistetraederet Xy = X(O,1,j,Kk) er selv et rumligt omréde, der kan fremstilles ved ’ekstrudering” ud
fra et simpelt plant omréde, i dette tilfeelde basis-trekanten, ved en passende simpel tetraeder-bevagelse,
som hermed angivet pA sammme form som ovenfor:

p(t) =(0,0,t)¢ , te€]0,1]
R(1) =E
(t,u,v) = ((1—1)u(l—v),(1—1)uv,0)y (10.26)
(t,u,v) = p(t) +w(t,u,v)
tel0,1] ue[O,l] , velo,1]

1) Argumentér for, at denne beskrivelse virkelig er en beskrivelse af standard-tetraederet. Se figur
10.5.

ii) Bestem (ved at bruge denne beskrivelse og definition 10.18) rumfanget af basis-tetraederet,
VOI(&()).

|l OPGAVE 10.23

Bestem pa tilsvarende made (a’la opgave 10.22) rumfanget af en vilkarlig pyramide. Vink: Opdel fgrst
grundpolygonen i trekanter og find rumfanget af pyramider med trekantede grundflader. Se figur 10.6.

|l OPGAVE 10.24

| | Beskriv Malmg’s Turning Torso som en ekstrudering og find rumfanget. Se figur 10.7.



10.6. AREAL 155

Figur 10.5: Basistetraederet som ekstruderet objekt. Se opgave 10.22.

10.6 Areal
En parametriseret flade i rummet er typisk givet ved en parameterfremstilling som fglger
Fs:  s(u,v) = (s1(u,v),s2(u,v),s3(u,v)) , u€lab],velcd , (10.27)

hvor s (u,v), s2(u,v), og s3(u,v) er givne funktioner af de to variable u og v.

Jacobi-funktionen Jacobis(u, v) for parameterfremstillingen er her givet ved
Jacobig(u,v) = |Is|,(u,v) x s, (u,v)] (10.28)

dvs. arealet af det parallelogram, der pa stedet s(u,v) udspendes af de to tangentvektorer s/, (u,v)
og s, (u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punktet s(u,v) pa fladen.

||| Definition 10.25 Parameterfremstillingen (10.27) siges at vaere en reguler parameterfremstil-
ling hvis der gelder fglgende:

Jacobis(u,v) >0 foralle wue€ [a,b],ve[c,d] . (10.29)




156 KAPITEL 10. FORMNING VIA 'SWEEPING’

= % '\\
§ @ég;g%

Figur 10.6: Pyramide som ekstruderet objekt ud fra en trianguleret firkant i planen. Se opgave 10.23.

Arealet af den parametriserede flade

Fs: s(u,v) = (s1(u,v),s2(u,v),s3(u,v)) , u€la,b],ve]cd] (10.30)

defineres som : P
Areal(Fs):/ / Jacobis(u,v)dudv . (10.31)

lll Eksempel 10.27

Cylinderoverfladen C (uden ende-cirkelskiverne) i figur 10.8 har cirkuleert tveersnit med radius 1/2 og
hgjden af cylinderen er . Sa er flade-arealet let at regne ud - det er omkredsen gange hgjden, altsa:

Areal(C) = . (10.32)

Vi kan beregne det samme resultat ved at bruge den generelle metode. En parameterfremstilling for den
massive cylinder, altsa det rumlige omrade er

r(t,u,v) = (ucos(v)/2,usin(v)/2,1)

10.33
telom], uecl0,1],ve(0,2n] , ( )
hvorfra vi dernast direkte far en parameterfremstilling for cylinderfladen ved at sette u =1 :
C : s(t,v) =r(t,1,v) = (cos(v)/2,sin(v)/2,¢t
(1:v) = ¥(t,1.v) = (cos(v)/2sin(v) /2.1) 1034

t € [0,m|, v € [0,27]
Denne parameterfremstilling har Jacobi-funktionen

Jacobig(r,v) = 1/2 (10.35)
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Figur 10.7: Turning Torso of Malmg som ekstrudering med 5-kantet basis. Se opgave 10.24.

og arealet er derfor:
2n T 2t rm]
Areal(C) :/ / Jacobis(z,v)drdv = / Edtdv = (10.36)
o Jo o Jo

i overensstemmelse med den direkte beregning.

|l Eksempel 10.28

I eksempel 10.17 har vi - ud over toppen og bunden, som er standard basis trekanter - tre sideflader 7,
F1, og Fi. Deres respektive parameterfremstillinger folger direkte af parameterfremstillingen r(z,u,v)
for det tilsvarende rumlige omrade:

r(t,u,v) = (cos(t) + u(1—v)cos(t),uv,sin(r) + u(1 —v)sin(t))¢

telo,1] , uelo,1] , velo,1] (1037)
Foo: osi(tv)=r(t,1,v) = (cos(r) +cos(t)(1—v),v,sin(t) +sin(r) (1 —v))
tel0,1],velo,1] ,
Fo o osy(t,u) =r(t,u,0) = (cos(r)(1+u),0,sin(z) (1 +u))
te0,1],ueclo1] |, (10.38)

F o sy(tu) =r(t,u,1) = (cos(t),u,sin(r))
t€]0,1], ue0,1]
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Figur 10.8: En ekstruderet cirkelskive. Se eksemplerne 10.12.

Det er sidefladen ¥, der er visti figur 10.9 i midten. Bemark, at per konstruktion optrader parameteren
t i alle sidefladernes parameterfremstillinger. De respektive Jacobi-funktioner er nu:

Jacobi, (1,v) = V2(2—v) ,
Jacobig, (f,u) = 14+u (10.39)
Jacobig, (t,u) =1

Arealerne er derfor:
1l 1 1
Areal(Fy, ) = / / Jacobig, (1,v)dtdv = / / V2(2—v)dtdv =3/V2 ,
0o Jo 0 Jo
1l 1l
Areal(F,) = / / Jacobi, (t,u) dt du = / / (1+u)dtdu =3/2 (10.40)
0o Jo 0 Jo

1l 1l
Areal (F,) :/0 /0 Jacobiss(t,u)dtclu:/0 /o ldtdu =1

lll Eksempel 10.29

Den bgjede massive cylinder i figur 10.2, som er halvdelen af en torus, har parameterfremstillingen fra
10.13:

r(t,u,v) = (cos(t)(1+ucos(v)/2),usin(t) sin(v),sin(r) (1 4 usin(r) cos(v) /2))

10.41
telo,m , uel0,1] , ve]l0,27] ( :
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Figur 10.9: Se eksempel 10.17.

Heraf fas parameterfremstillingen for den del af overfladen, som ikke er cirkelskive-endefladerne:

Foo:o o os(t,v)=r(r,1,v)
= (cos(t)(14cos(v)/2),sin(t) sin(v),sin(7) (1 + sin(z) cos(v) /2)) (10.42)
relo,m] , vel0,2n]

Den tilhgrende Jacobi-funktion:
Jacobis(r,v) = (2+cos(v))/4 (10.43)

saledes at arealet er

1,1 2n pm
Areal(Fs):/0 /0 Jacobis(t,v)dtdv:/o /0(2—|—cos(v))/4cltdv:n2 , (10.44)

|l OPGAVE 10.30

Bemerk, at cylinderen i figur 10.8 og den bgjede cylinder (i figur 10.2 til hgjre) har samme areal. Har

de tilsvarende massive rumlige omrader ogsa samme rumfang?
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