— Dpd O = — 817 —

: | . - : 1+2i) ¢
Det umiddelbare gat pd en lgsning til (5.18) er en funktion x = C &bt , hvor C er en For den inhomogene ligning bemerker vi forst, at 13e’cos 2t = Re [138( e ] :

ubekendt kompleks konstant. Ved indszttelse i venstre side af (5.18) fis
. Vi betragter derfor den komplekse ligning

d%x dx _ 133(1+2i)t

ax t € R
m+2dt+23{ : 9

C-B®e% + 2,-C-B-€Bt + a;-C-eBt = C.eBt[B2 + 2B + fa] -

og g:tter pa en lesning x = C.eft2Dt ¢ e R, Ved indsmttelse fas

Denne funktion er identisk med AeB' netop hvis C[B* + a,B + a5] = A . Hyvis tal-

let i den kantede parentes er forskelligt fra 0 , kan C umiddelbart bestemmes heraf _ .
C(1 + 2% 1A 4 901 + 2ijet 1t 4 9CeM1ENE = 3o 1AV

(hvis tallet i den kantede parantes er lig med 0, er der ingen lgsninger af formen

(

x = C eBt | idet vi selvsagt antager,at A #0). - :
C_e(1+2i)t[1 -4 4+ 41 + 2 + 41 + 2] = 13e( 1210
Nar vi har givet en seedvanlig reel differentialligning, kan vi sgge at bestemme en lgs- i -
ning ved brug af den komplekse eksponentialfunktion, hvis hgijre side i differentiallig- Cli+8]=13 & C= T-% == égsl B 1__581
ningen kan skrives som Re[ AeB'] eller Im[ AeP'] for komplekse tal A og B.
Hvis nemlig dette er tilfcldet, betragter vi den komplekse ligning (5.18), gaetter pd en Funktionen
lgsning som angivet ovenfor og benytter dernzest (56.19). Lad os noter
19). e os fglgende : : 8
) * 5 e T }_‘:5§_letl+21)t] = Re[-l-—f;és—let(cos 2t + i sin 2t)]

P R i Eee e D s T T —— o, n—

= et"% cos 2t + g sin Qt]

Hvis A=a; +iay og B=b,+ib, galder

er dermed en lasning til (%), og den fuldstzndige losning til (¥) er

(5.20) Re[ AeBt] = eblt(alcos(bgt) - aﬂsin(bét))

X = et(% cos 2t + g— sin 2t) -+ cle'tcost + CQe"tsint , tER, ¢y, cp € R .

b,¢

Im[ Ae®*] = e (agcos(byt) + a,sin(b,t))

5.5 LINEEAR DIFFERENTIALLIGNING AF N'TE ORDEN MED
KONSTANTE KOEFFICIENTER

Eksempel 5.7. Vi ensker at bestemme den fuldsteendige lesning til differentialligningen Herved forstis en differentialligning

2
(k) f—lt—;+2%+2x:13etcm2t , t€ER .
n-1

d"'x
(5.21) at_n off a’n-l W +

For den homogene ligning er karakterligningen R? + 2R + 2 = 0 e har sodderns T — 1% 4
hvor n er et naturligt tal, ay, &,...,8, erreelletalog q:1- R er en kontinuert

Den fuldsteendige losning til den homogene ligning er derfor ‘
' En sddan differentialligning er i selve sin form helt analog til

funktion.

X = cie"t’cost e cze“tsint , tER, ¢, 9 ER .
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differentialligningen (5.15), og lgsning af (5.21) foregér da ogsd, principielt set, pa
samme made som lgsning af den linezere differentialligning af anden orden.

Lad os forst formulere det generelle resultat om eksistens af lgsninger. Vi benytter her

symbolet ¥ (t) til at betegne den k-te afledede af funktionen (1) .

Sztning 5.5. (Eksistens- og entydighedssatning)
For ethvert talszet (tg, Xq, Vqy «+« » Vp-1)s BVOr to €1 08 Xg, vy, oo Vg ER
findes netop én lgsning x = o(t) til differentialligningen (5.21) for hvilken

(54.22) (p(to) — XO ) Qa(k) (to) — Vk g k — 1, ses 11"‘1

For n = 2 f3s den tidligere seetning 5.1. For n = 3 siger satning 5.5, at for ethvert
talseet (ty, Xo, Vi, Vo) findes netop én lgsning x = ¢(t) med ¢(ty) = x, @'(ty) = vy
og ¢"(t,) = v, . Bemerk, at jo stgrre differentialligningens orden bliver, altsa *jo
stgrre n bliver, jo flere betingelser skal der til for at fastleegge en lgsning entydigt.

Lad os dernzest indse, at (5.21) er en lineer ligning. I henhold til definitionen af dette
begreb drejer det sig om at vise, at differentialligningen (5.21) kan skrives pd formen
L(x) = q , hvor afbildningen L opfylder betingelsen (5.13). Lad V betegne mang-

den af funktioner f(t) , der er n gange differentiable pd intervallet I med f () (%)
kontinuert, og lad W betegne maengden af kontinuerte funktioner p4 I. Vi define-
rer L: VW ved

L(f) = £V (t) + a,. LV (t) + ... + af'(t) + ayf(t) .

For vilkarlige funktioner f,(t) og f,(t) tilhgrende V og vilkarlige konstantér ¢; og
C, har vi
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L{cd, + cofy) = ¢ f1™ (t) + cyfs™ () + a‘n-l(clﬁnnl) (t) + cof§™ 1 (1))

+ .+ ay(cyf1 (1) + cyfy(t)) + aglefy(t) + cofa(t)
= ¢, [£{™ (t) + 2y f1"1(t) + ... + ayfj(t) + afy(t)]

+ ¢, [£5™ (t) + &, fERD(t) + ... + afy(t) + agfn(t)]
= ¢,L(f;) + ¢,L(fy)

Dette viser, at L opfylder betingelsen (5.13), og da (5.21) dbenbart kan skrives som
L(x) = q , har vi dermed vist det gnskede. Felgelig gaelder principperne i sztning 5.4
for lgsningerne til differentialligningen (5.21).

For den homogene ligning

n n-1
(5.23) %t—ﬁ+a,n_1%t—n_—xf+.,.+alg%+aox=0,tem,

gaetter vi pd en lgsning af formen x = e® hvor R er en konstant. Ved indsattelse 1
venstre side af (5.23) fas

RPe® + 2 R™e® + ... + a,Re® + age® = (R™ + 2, R™ + ... + aR + ag)e™ .

Det fglger heraf, at hvis tallet R er en Igsning til ligningen

(5.24)

daer x = e® en lgsning til (5.23). Ligningen (5.24) kaldes karakterligningen hgrende
til differentialligningen (5.23).

Lad os antage, at karakterligningen har n forskellige reelle rgdder, som vi betegner

44 r,t

med 1y, Iy, ... , I, . Funktionerne e ...,e™ er da alle lgsninger til (5.23), og

ifglge setning 5.4 er funktionerne

t t b
(5.25) X = Clerl + Czer2 "'I" e "I" Cnern 3 tv E [R 5 Cl, veu y Cn E [R
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derfor ogsd lgsninger til (5.23). Analogt til differentialligningen af anden orden kan
man herefter ud fra eksistens- og entydighedssatningen (s&tning 5.5) vise, at funktio-
nerne (5.25) udger samilige lgsninger til (5.23). Dette ggres ved at indse, at for et-
hvert talset (tq, Xg, Viy « » Vp-y) findes en funktion af formen (5.25), der opfylder
betingelsen (5.22). Heraf folger nemlig, at der ikke kan vere flere lgsninger end lgs-
ningerne (5.25). Argumentet for det samlede resultat er imidlertid betydeligt svaerere
her end i afsnit 5.2. Sagen er den, at for'ligningen af anden orden kunne vi benytte et
kendt resultat om lgsning af to ligninger med to ubekendte. Vi ville her have brug for
det tilsvarende generelle resultat for n ligninger med n ubekendte, og dette gen-
nemgas i faget Lineger algebra, som vi ikke kan forudseette bekendt.

Nu er der selvsagt mange andre muligheder for rgdderne i karakterligningen (5.24)
end den situation hvor der er n forskellige reelle rgdder. Da vi, ligesom ovenfor, ikke
har forudsatninger nok til fuldt ud at behandle de forskellige tilfclde, foretraekker vi

at angive det endelige resultat uden yderligere argumentation.

Setning 5.6. Ved lgsning af differentialligningen

d™x d®-ix dx _
af‘ﬁ“'l“ 3:n-1 at’n..l + var + 3.1 a'f'i" avox = 0

finder man ferst rgdderne i karakterligningen

R"+a R+ .. +aR+3,=0.

Til enhver reel rod R =r med multiplicitet p svarer der lgsningerne

e ot .. tPle. tel .

Til ethvert par af konjugerede komplekse rgdder R =a i, 4 0, med
multiplicitet q svarer der lgsningerne

e*teosft , e*Usinft , te*tcosft, te*lsinft

ey t97le%teos B, t97le®ingt , tER .

| Betegnes de herved fremkomne lgsninger med @;(t)y «e s 0 () , er samt-

lige lgsninger til differentialligningen givet ved

x = Cpy{t) + . + C1p,(t)

FER: Crasy G ER |

Lo Sule], ==

Det er verd at fremhaeve den rolle, som de komplekse tal spiller for lgsning af den be-
tragtede differentialligning. Det afggrende er rgdderne i karakterligningen. Hvis vi
ikke havde kendskab til de komplekse tal, kunne vi kun behandle det tilfselde, hvor
karakterligningen har n reelle rgdder (regnet med multiplicitet). Men ogsd i de
tilfeelde, hvor der ikke er n reelle rgdder, indeholder karakterligningen altsd
tilstraekkeligt med information til at bestemme samtlige Igsninger. Via den
abstraktion, som de komplekse tal repraesenterer, bliver det muligt i alle tilfzelde at
konkretisere denne information, nemlig ved at finde rgdder i
karakterligningen, reelle som komplekse. Og det er helt centralt, at vi ved, at der
inden for de komplekse tal er n rgdder i (5.24). Det er denne viden, der bevirker, at
vi 1 seetningen ovenfor altid fAr n lgsninger ¢(t), ... , ¥,(t) pd den beskrevne méde,
og dette er igen afggrende for, at samtlige lgsninger er bestemt som angivet. Da vi
ikke beviser sztningen kan vi ikke begrunde det sidste nermere, men skal fremhaeve,
at Algebraens Fundamentalssetning er en central forudsaetning for saetning 5.6.

samtlige

Eksempel 5.8. For differentialligningen

d4 2
gﬁ+2g—t§+8-§%+5x=o  teR

er karakterligningen R* 4 2R2 4+ 8R + 5 = 0. Her viser det sig, at R = -1 er dobbeltrod og de
to ovrige redder er R = 1 % 2i . Til dobbeltroden svarer losningerne e* |, te™ og til de kom-

plekse redder svarer lesningerne elcos 2t : elsin 2t . Samtlige lesninger er herefter ifelge setning

5.6

X = cle't + czte't - c3etcos 2t + c4etsin 2t s tE R , Cq; Co, Cq, C4 € R .

Vi vender os dernzst til den inhomogene ligning

d"x 4

(5.26) aﬁ+&n_lm+...+alg%‘+&ox=qu) , tel.

Som tidligere vist er dette en lineser ligning, og af setning 5.4 fs

Samtlige Igsninger til (5.26) fis ved til én lgsning til (5.26)

(5.27)
at addere samtlige lgsninger til den homogene ligning.
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Da vi ved, hvordan den homogene ligning kan lgses, er det der star tilbage altsd at For ligningen
finde blot én lgsning til (5.26). Vi vil her kun omtale den mulighed at gette en Igs- e 4
(krx) T3-23 -4x=sint , t€R,

ning, hvilket foregdr pa principielt set samme made som for differentialligningen af

anden orden i afsnit 5.4.
bengrker vi forst, at sint = Im [eit] . Vi ser derfor pa den komplekse ligning

Det skal nzevnes, at der findes en formel, svarende til formlen i appendix H, ved hjelp
of hvilken en lgsning til (5.26) kan bestemmes via udregning af en raekke stamfunktio- g_i% -2 - 4x= it teR
ner, nar fgrst lgsningerne til den homogene ligning er kendt. Men vi har ikke her

radighed over de begreber, der indgér i formuleringen af denne formel. ; _ .
og getter her pa en lesning x = C-e!’® . Ved indsmttelse fas

Cilelt ~2Cielt - 4Ceit =it &= C[-4-3i] =1 & =23

25
Eksempel 5.9. Vi betragter differentialligningen , ~443i ;
Felgeliger x = Im[ T e“’] = %5- cost - ég sint en lesning til (3%%),
d3x dx 9 :
*) -9 4x= t+sint , tER . | L
( dtd dt Den fuldsteendige losning til den oprindelige differentialligning (%) er herefter

P 1 1 ;
Den homogene ligning har karakterligningen R3-9R -4=0. Denne har R =2 som rod, og X=-gt+zt-g+ %5 cost, ~ 1245 sint

de ovrige redder findes til R = -1 +£1i . Samtlige losninger til den homogene ligning er derfor ot t P
. + €7 + cqe cost+c3e sint,tER,cl,c2,c3ER.

X = clezt -+ CQe“tcost -+ c3e'tsint . bk R , Cqy €9, Cg eR .

APPENDIX H

For den inhomogene ligning benytter vi superpositionsprincippet (altsa (3) i seetning 5.4) og betrag-
Vi vil her udlede en formel til bestemmelse af en lgsning til den inhomogene differen-

ter de to led pa hejre side i (%) hver for sig.
' tialligning af anden orden

For ligningen

2
5.2 d*x , , dx _
(k%) ' 3—?’?"9%-“:@, teR , (5:28) giztagg tax=at), teR.

Formien forudsatter kendskab til lgsningerne til den homogene ligning, og vi far brug
for fglgende begreb

g&tlte'r vi pa et polynomium x = at’ + bt + ¢ som lesning. Ved indsettelse fas

Definition H1. For to differentiable funktioner ¢,(t) og @,(t) er Wronski-
determinanten W(t) defineret ved |

() op(t)
(5.29) Wity =| — o (8)a(t) - o
(t) A0 a0 py(t)oa(t) - vi(t)pa(t) -

- 2(2at + b) - 4(at® + bt + ¢) = t2 & - 4at® - (da + 4b)t -2b - 4c = t*

der giver a:-%, b:%, cz-%. Folgelig er x=--%t2+%t=~% lesning til (%3%).
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