INHOMOGENT SYSTEMER AF LINEARE
DIFFERENTIALLIGNINGER

PREBEN ALSHOLM
0.1. Linesert differentialligningssystem af fgrste orden.

e Vi betragtede sidst et linesert og homogent system af n differentialligninger
af forste orden pa formen z (t) = Az (t), hvor

a1l aiz ... Qin x1 (1)

as1 Qs ... Qo x9 (1)
A=| T O

anl QAn2 ... Qpn T (t)

e Ved et inhomogent linesert ligningssystem af fgrste orden forstas et system,
der kan skrives pa formen

z(t) = Az (t) + g ()

hvor g (t) = [ g1 (t) g2(t) -+ gn(t) ]T'

0.2. Strukturssetningen.

e Den fuldstzendige lgsning til x (t) = Az (t) + ¢ () er summen af en partikuleer
lgsning og den fuldstzendige lgsning til det homogene system z (t) = Az (t).

e Satningen fglger af den generelle strukturseetning for linesere afbildninger:

e Lad f : V — W wveere linezer. Sa er den fuldsteendige lgsning til ligningen
f(z) = b summen af en partikuleer lgsning og den fuldstendige lgsning til
den homogene ligning f () = 0.

e Her er f givet ved f (z) (t) = z (t) — Az (1).
e Vores f er linezer, da

Flaty)®) = @+y) ) —A@+y) @)
— 2 (t)+y () — A (t) — Ay (1)

f ) () + f () (1),

og da
fke)(t) = (k) (t) — A(ka) (t)
= ka(t) — kAx (t)
— kf(z) ().
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0.3. Eksempel 1 pa inhomogent system.
e Betragt systemet

. -5 -3 3 x1 2
r=Arx+g=| -3 -5 3 o | + | —4
-9 -9 7 x3 6

e Den fuldstzendige lgsning til det homogene system z (t) = Az (t) fandt vi sidst
ved egenvaerdimetoden til

x(t) = cre 2y + coe vy + cselug

hvor ¢y, ca,c3 € R, idet egenveerdierne for A er —2 (med algebraisk og ge-
ometrisk multiplicitet 2) og 1, og hvor de tilhgrende egenvektorer er v; =

1107 va=101T ogus=[1 1 3]".
e Vi mangler en partikuleer lgsning z,, (¢) til z = Az + g.

e Da g er en konstant vektor, ggr vi ansatsen x, = [ a b c ]T (altsa en kon-
stant vektor).

0.4. Eksempel 1 pa inhomogent system (fortsat).

Ansatsen x, = [ a b c ]T indseettes i z = Az + g.
Vi far 0 = Az, + g, sa Az, = —g.

e Da A har en invers, er 2, = — A~ g, men kan lettere findes ved gausselimina-
tion:
o Totalmatricen for Az, = —g gausselimineres til reduceret echelonform
-5 -3 3 -2 1 0 0 —-11
T=(-3 =53 4 [—-]010 —-14
-9 -9 7 -6 0 01 =33

Altsa @, = [ =11 —14 —33 7. Dermed er den fuldstendige losning til

z = Az+g givet ved x (t) = zp+c1e v +coe Hugtczelvg, hvor ¢y, co, c3 € R.

0.5. Eksempel 2 pa inhomogent system.
e Betragt systemet z = Ax + g (t), hvor A er givet i eksempel 1, men hvor
g(t)=[10e 2 4] .
Viharg(t)=¢¥[10 0 0]"+[0 2 4] =e¥u+tw.
Vi spger en partikuleer lgsning x,, () og gor ansatsen x,, = e3'z +w, hvor z og

w er konstante vektorer.
Ved indsaettelse i x = Az + g () fas

33t = A (e?’tz +w) + Stu+v

e Omordning giver 3 (Az — 3z + u) + Aw + v = 0, der skal geelde for alle ¢.
e Heraf fas Az —3z+u=0o0g Aw+v =0.

e Shw=—-A""wogz=—(A-3I)""u

o Altsa z, = €3z +w = —€3 (A —3I) " u— A 1o,

e Udregning giver z, = —¢% [ 1 3 91" - [3 2 7]".
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