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4.3 RODDER I POLYNOMIER

Ved et komplekst polynomium af grad n forstds et udtryk af formen

P(z) =a,z" +a, 2" + ..+ 232+ 3,

hvor agy, a, ... ,a, er komplekse tal og hvor a,#0. Ved en rodi P(z) forstds et
tal z, € C, for hvilket P(z;) =0.

Man kan regne med komplekse polynomier, som man regner med reelle polynomier.
Polynomier adderes og multipliceres pi sadvanlig mide, og polynomiumsdivision
udfgres som for reelle polynomier. Ved division af P(z) med et forstegradspolyno-
mium z-z, er resten en konstant, og denne konstant er nul, hvis og kun hvis
P(z,) = 0 . Heraf fglger, som for reelle polynomier

Tallet z =z, er rod i polynomiet P(z) , hvis og kun hvis der findes
et polynomium Q(z), sd

(4.20) P(z) = (-2,) Q@) -

Inden for reelle tal har vi ingen 4 priori viden om, hvorvidt et polynomium har redder
eller ej. For de komplekse tal galder derimod fglgende bemaerkelsesvaerdige setning.

Algebraens fundamentalstning
Ethvert komplekst polynomium P(z) af grad n 2 1 har mindst én rod.

Hvis z =12, errodi P(z), har vi ifelge (4.20), at P(z) = (z—z,) Q,(z) . Hvis graden
af P(z) er n, er graden af Q,(z) lig med n—-1,og for n>2 har Q,(z) derfor
ifolge algebraens fundamentalsztning mindst én rod. Med Q,(z,) =0 har vi
Q,(z) = (z—2,) Qy(2z) og dermed P(z) = (z—z,)(z—2,) Q4(z) . Sdledes fortszttes, og en
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simpel konsekvens af alg.?;'i:raens fundamentalsetning er altsd, at der for ethvert
polynomium P(z) af grad n>1 findes komplekse tal z,, z,, ... , 2, , 5&

P(e) = a,(e2)(o%) - (2-2,)

Tallene z,, z,, ... , z, behgver ikke \'r“!are forskellige. Lad os sige, at z,, ..., 25 er de
indbyrdes forskellige rgdder, at faktoren z-z, optreder p, gange, at z—z, optrader
P, gange, ..., 0g at z—z, optreeder p, gange, hvor p,, ..., pg er naturlige tal med
Pi+pgt ... + Ppg =n. Vi har da

P P P
(4.21) P(z) = ay(z~2z,) ! (z-25) 2 ... (z—2,) S .
Med disse betegnelser siges tallet z = z; at vererod i P(z) med multiplicitet P;» 08
der gelder altsd

Sztning 4.3 Ethvert polynomium P(z) af grad n > 1 har inden for
de komplekse tal netop n redder, nar rodderne regnes med multiplicitet.

Algebraens fundamentalsatning, der er det helt afggrende grundlag for setning 4.3,
hgrer til de store satninger i den klassiske matematik. Seetningen viser, at de kom-
plekse tal sd at sige er den rigtige begrebsmessige ramme ved diskussion af redder i
polynomier. Inden for de reelle tal har vi ingen generel viden om, hvor mange rgdder
der er i et polynomium af grad n. Vi ved kun generelt, at antallet af redder ligger
mellem 0 og n. Inden for de komplekse tal derimod er der altid det maksimalt
mulige antal rgdder, s& vi ved pa forhdnd, hvor mange vi skal lede efter.

Algebraens fundamentalsetning er en teoretisk sztning. Den forteller os, at der
findes en rod, men den fortller ikke noget om, hvordan vi skal finde den. At det i det
hele taget er muligt at bevise eksistensen af en rod uden at kunne pege pd, hvad den
er, kan i forste omgang forekomme ejendommeligt. Men det er netop den teoretiske
matematiks store styrke at kunne afklare, hvad der er muligt, uden samtidigt hermed
at skulle beskaftige sig med konkrete lgsningsmetoder. Et bevis for algebraens fun-
damentalsztning findes i appendix G.
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Vi har tidligere, i kapitel 1 om differentialligninger og i kapitel 3 om stamfunktioner,
mgdt en tilsvarende situation, hvor vi har et grundleggende resultat, der udtaler sig
om eksistens af lgsninger, men hvor selve dette at finde lgsningerne er en helt anden
opgave. Hvad det sidste angdr skelner vi som bekendt mellem analytiske metoder og
numeriske metoder. En analytisk lgsningsmetode er en principiel fremgangsmade, ved
hjelp af hvilken man kan lgse et problem eksakt. En numerisk lgsningsmetode er en
algoritme, ved hjalp af hvilken man skridtvis, under visse forudsztninger, kan til-
nzrme den sggte lgsning.

Til bestemmelse af rgdder i polynomier findes der kun et ret si begraenset antal analy-
tiske metoder, og der er efter alt at dgmme her tale om en rent principiel begraens-
ning. For polynomier af forste, anden, tredie og fjerde grad kan man angive analytiske
lgsningsmetoder, men for polynomier af grad n, hvor n > 5, blev det i ferste halvdel
af det 19. &rhundrede bevist, at der ikke findes nogen generel jormel til bestemmelse af
rodder. Ved en formel forstds her et udtryk opbygget ved hjxlp af de 4 regningsarter
og rodstgrrelser. Det mé derfor anses for hdblgst at lede efter en generel analytisk
lgsningsmetode til bestemmelse af redder i polynomier. I appendix E forklares, hvor-
ledes man kan lgse tredie— og fjerdegradsligninger. Her vil vi omtale to typer af poly-
nomiumsligninger, nemlig andengradsligningerne

az2 +bz+c=0,

og de sdkaldte binome ligninger

Andengradsligningerne

Vi betragter forst den specielle ligning 22 = a, hvor a =a, +ia, er et komplekst
tal. Det viser sig hensigtsmassigt for reelle tal a, at operere med symbolet sign(a,) ,
der defineres ved

1 hvis a, 2 0

(4.22) sign(a,) = { .
~1 hvis 2,< 0
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Der gelder nu fglgende

Sxtning 4.4 For ethvert komplekst tal a = a, + ia, med modulus r
har ligningen

to lgsninger, nemlig

(4.23) z=4% [ | r;i—% + i-sign(a,) r_—%] .

Bevis. Vi udregner simpelthen kvadratet p3 hgjre side i (4.23). Dette giver

2
22 = [| B2+ i-sign(a,) r:za;l] = Db _ 2y g sign(aQ)J LJ{—M —a) |

Da (r+a,)(r-a,) =r?-a?, og da = a? + a} fis heraf

2=a, + i-sign(a2)J;§= a, +1i-sign(ay)- |a,| = a, + ia, ,

idet sign(a,) netop i (4.22) er defineret sdledes, at sign(a,)-|a,| = a, .

Lad os dernzst betragte den generelle andengradsligning az? + bz + ¢ =0, hvor a,
b og ¢ er komplekse tal, og a # 0. Vi benytter samme omskrivning som i det reelle
tilfeelde

2 2
b] b el o,

-2+

azz+bz+c=a[z2+§z+9] =a
a 422 2

ba- 2]

432

hvor D =b%—4ac er ligningens diskriminant. Ifglge s@tning 4.4 er der altid kom-

plekse lgsninger til ligningen w2 =D .
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Hvis w, betegner en vilkarlig af disse, har vi fra det ovenstdende

2
9 W
azZ+bz+c=a [z+;] ~2|=a
a 4a®

b , w b w
z+ 55+ 59 z+23—-2-%‘.

Da et produkt er nul, hvis og kun hvis en af faktorerne er 0, kan man umiddelbart
heraf aflzese de to redder. Der gelder altsd

Szetning 4.5 For andengradsligningen

azZ+bz+c=0,

hvor a#0 og hvor D = b%?—4ac betegner diskriminanten, er de to
lgsninger givet ved

(4.24) 2= i‘%

hvor w, er et komplekst tal med w3 =D .

Bemerk, at hvis a,b og c er reelle tal, og diskriminanten D > 0, er (4.24) den
kendte lgsningsformel for en andengradsligning.

Eksempel 4.6 Vi vil lose andengradsligningen

22— (14+i)z — 242 = 0 .

Diskriminanten udregnes til
D=(1+i)% —4(-242) =1 +i>+2i+ 8 —8i = §—6i.

Vi skal dernest finde losningerne til w? = D = 8 — 6i . Hertil benyttes (4.23).
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For modulus af D har vi r = /64436 = 10 og dermed

mes [[BE T8 _uey,

Ifolge (4.24) er lesningerne til andengradsligningen derfor

-1+1i .

De binome ligninger

Herved forstas en ligning af formen z" = a, hvor a er et komplekst tal, og n er et
naturligt tal. Vi antager, at a#0 (hvis a =0, er der &benbart kun lgsningen
z=0). Ved lgsning af denne ligning er det hensigtsmaessigt at benytte modulus og
argument for komplekse tal.

Vi sztter a =1, og skriver den ubekendte z pd formen z = pg . Ifglge (4.19) har vi

(Pe)™ = (1")no >

og z" = a er derfor det samme som

(4'25) (P")ne =Ty,

hvor p og @ er de ubekendte. De to tal i (4.25) er ens, netop hvis de to moduli er ens
og argumenterne svarer til samme halvlinie i den komplekse talplan. Dette betyder, at

p"=r1 og nd=v+p-2r for peZ. Viharaltsd p= “f, 0=§+p-%7—r,og

nidr p gennemlgber tallene 0,1, ..,n—-1 fis herved n forskellige komplekse tal.
Der gzlder sdledes
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Satning 4.6 For den binome ligning

hvor a # 0, erde n lgsninger givet ved

(4.26) z= [n,/r‘ ]

(-

=

+ p.n_

Bl

=" [cos(%+p-%)+isin(%+p'2%r)] , p=0,1,..,n-1.

Eksempel 4.7 Vi vil finde losningerne til den binome ligning
(*) 2t =8 +8iW3.

For det komplekse tal a = —8 + 8i1/§ har vi modulus r = /64 + 3:64 = 16, og argumentet for

a opfylder tanv=—43. Da tallt a ligger i anden kvadrant er hovedargumentet

“|¥

v=Arg(a)=r+Arctan(—J§)=x—%= . Vi har altsa
-8+8i,/§=16%1‘_,
og lesningerne til (*) er ifelge (4.26)
_ 4 T -2 pisin(Z4p. 2
z= ﬁg[cos(6+p 4)+1sm(6+p 4)]
z T A T
_2[cos(§+p-§-)+|sm(é-+p°§)], p=20,123.

Heraf fas de 4 lesninger

zo=J§+i, z1=—l+iﬁ, z2=-—\/§—i, 23=1—i1/§.
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Vi fremhaver, at alle lgsningerne i (4.26) ligger pd en cirkel med centrum i 0 og

radius p = "y, og at "nabolgsninger" danner en indbyrdes vinkel pd % (se figur).

3
22=(V_r)§+ 2%

Lasning af den binome ligning z3=a

Ved hjelp af det foregdende kan vi naturligvis ogsé lgse de ligninger, der ved hjelp af
en substitution kan reduceres til andengradsligninger og binome ligninger. Lad os
endvidere minde om, at hvis man kan gatte eller pd anden made har kendskab til en
rod z=1z2, iet polynomium P(z), kan man ved polynomiumsdivision bestemme
Q(z) , s& P(z) = (z—2,) Q(z) og dernzst sgge at finde rgdderne i Q(z) .

Eksempel 4.8 Vi vil finde redderne i polynomiet

Pz) =2 +2* + 528 + 522 + 4z + 4.

Her er z=-—1 rod, og ved polynomiumsdivision fas P(z) = (z+1)(z4+522+4) . For at lose

ligningen 2% + 522 + 4 = 0 indferer vi substitutionen w = z2 . Herved fas
w2 +5w+4=0,

der har losningerne w=—1 og w=—4. Af 22=-1 fis z==%1, og af 2=—4 fis

z==%2.
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De 5 redderi P(z) er derfor

z=-1, z=%21, z=22i.

Efter at have gennemgaet de rimeligt simple metoder, der findes til analytisk bestem-
melse af rgdder i polynomier, vil vi til sidst i dette afsnit omtale et mere principielt
resultat. Det drejer sig om rodder i polynomier med reelle koefficienter, og vi vil
specielt vise, at setning 3.3 om opspaltning af reelle polynomier i faktorer er en
konsekvens af algebraens fundamentalsatning.

Vi far her brug for begrebet det konjugerede tal til et komplekst tal, og minder fra
(4.16) om, at det konjugerede tal til a =a, + ia, er tallet a=a,—ia,. Bemark

specielt, at hvis a er et reelt tal, er a = a . Om konjugering af komplekse tal galder
folgende regler

(4.27) atb=a+b for alle a,beC
 (4.28) ab=3-b for alle a,beC
(4.29) ()= _11;_ for alle b € €\{0} .

De 3 regler vises alle ved direkte regning. Eksempelvis, hvis a=a, +ia, og
b="b, +ib,, har vi a+b=a —iay+b,—iby=(a, +b;) — i(ay + by), og da

a+ b= (aj+by) + i(ay+b,) ,er a+b = (a,+b;) —i(ay+b,) , hvormed (4.27) er be-
vist. P4 tilsvarende made indses (4.28) og (4.29). Vi viser dernzst

Satning 4.7 Lad der vare givet et polynomium

P(Z) == a.nz“ + an_lzn'l + ...+ a,2 + ag ,

hvor koefficienterne ay, a,, ..., a, alleer reelle tal. Hvis z= a +if er

rodi P(z),daer z=a—if ligeledesrod i P(z) .

v
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Bevis. Af (4.27) folger, at

Plz) =agzt + 2,20 T+ ... + a;2 + a; .

Ved at benytte (4.28) pd ethvert af de indgdende produkter fds dernzest

(%) P =3, + 8,5 @' + .. + 52+ 3 -

Da alle koefficienterne er reelle, er a; =a; for alle i=0,1,...,n. Derfor er hgjre
sidei (*) det samme som P(z) . Der galder altsd P(z) = P(z) ,sd hvis P(z) =0,

er folgelig ogsd P(z) =0. o
Polynomiet i eksempel 4.8 er et polynomium med reelle koefficienter, altsd det vi

kalder et reelt polynomium. Der er 4 ikke—reelle rgdder, og som det ses, er disse par-
vist konjugerede komplekse tal.

Lad os nu for det reelle polynomium P(z) benytte faktoroplgsningen (4.21)

(4.30) P(z) = a,(z2,) H(z—2,)"? ... (z—2,)"5 .

Ifglge sxtning 4.7 optraeder de ikke—reelle rgdder i par af konjugerede tal. Hvis
z; = a+if errod, er z; = a—if ligeledes rod, og svarende til faktoren (z——o:—iﬂ)pi ,

har vi altsd ogsé faktoren (z—cv+iﬂ)pi i opspaltningen ovenfor.

Nu er

(z~a-if)(z—a+if) = (z—a)® — (iB)’ = 2° — 20z + o +
og dermed
(4.31) (z—a-if) i (z—a+if)" = (22—2az+ 2+ 1.

Dette sidste polynomium er et reelt polynomium. I (4.30) tager vi nu faktorerne for de
(eventuelle) reelle rgdder for sig, og de gvrige faktorer samles to og to svarende til par
af konjugerede ikke—reelle rodder. Det fglger herefter af (4.31), at ethvert reelt poly-
nomium kan skrives som et produkt af reelle polynomier af forste og anden grad, hvor
andengradspolynomierne ikke har reelle radder.
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Hermed har vi bevist sztning 3.3 i kapitel 3, og vi har endvidere angivet en generel
metode til at bestemme den i satningen omtalte faktoroplgsning, idet vi nemlig forst
kan finde samtlige komplekse rgdder i polynomiet og dernast benytte den- ovenfor
beskrevne procedure. Sztning 3.3 er udgangspunktet for dekomponering af brudne
rationale funktioner, og i kapitel 3 blev hovedresultatet herom formuleret i dekompo-
sitionssatningen. Denne sztning vises langt lettest ved ferst at regne inden for de
komplekse tal, og herved fis i gvrigt ogsé en generel algoritmisk metode til udferelse
af dekomposition. Dette gennemgas i appendix F.

Eksempel 4.9 Vi vil bestemme faktoroplesningen for polynomiet

Px)=x%+8.

Hertil finder vi forst de komplekse lesninger til den binome ligning

x6=—8=8,n

Af (4.26) fas

=J§[cos(%+p -%)+isin(%+p-%)] , p=0,1,..,5.

Dette giver ved udregning x=§ii—l—, x=%421, x=—26ii-!-.
V2 V2
Vi har derfor
P(x) = (x —y2i) (x + y2) -
L —£—l ._1_1. x_g.*.i.L .
el Vi
x+3é§—1 LW X+ 26+i-—l
L ﬁ, L ﬁ_

= (x4 2)(x? — vBx + 2)(x*+ y6x + 2) .
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Det er veerd at standse op og taenke lidt over, hvordan vi nu har f3et bevist satning
3.3. Nar man kun har kendskab til de reelle tal, er det overordentligt svaert at finde
generelle resultater om, hvordan et polynomium kan oplgses i faktorer, endsige finde
en metode efter hvilken man kan afggre, hvad der i konkrete tilfzelde er muligt. Som
vi har set, er det imidlertid sddan, at ndr man fgrst opererer inden for den abstrak-
tion, som de komplekse tal er, da fremkommer der et simpelt svar pd problemet.
Hermed gives et markant eksempel pd styrken i abstraktion, ndr den er bedst.

4.4 DEN KOMPLEKSE EKSPONENTIALFUNKTION

I dette afsnit vil vi udvide definitionsmangden for den kendte eksponentialfunktion

e* fra reelle tal x til komplekse tal z . Dette garés pé fglgende méde

Definition 4.8 For ethvert komplekst tal z = x+iy , x, y € R, indfgres den

komplekse eksponentialfunktion €% ved

(4.32) e? = eX*i¥ = eX(cos y + i sin y)

Bemerk, at hvis z er et reelt tal, altsi hvis y = 0, er (4.32) den szdvanlige

eksponentialfunktion e*.

Seaetter vi specielt x =0 i (4.32) fés

(4.33) eY=cosy+isiny,yeR. 'mA

ely
Det fglger heraf, at modulus for e¥ er 1, og y
at y selv er et argument for elY. Ifglge \ -
(4.32) fremkommer €* ved at multiplicere 1 Re
'Y med det positive tal e*. Falgelig er
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modulus af e* lig med e*,o0g y er et argu-

.ment for eZ. Udtrykt ved modulus og argu-
ment har vi alts3

_ e Im A
(4.34) % = eV = (%), .
eX
Begrundelsen for p3 dette sted at indfgre e* \y
vil fremgd af det fglgende kapitel. Her vil vi >
koncentrere os om selve definitionen, og Re

specielt vise, at to grundleggende egenskaber
for den reelle eksponentialfunktion fortsat er
gyldige for den komplekse eksponentialfunk-
tion. Hertil skal vi kort omtale funktioner
med komplekse vardier.

En funktion, der til ethvert reelt tal t lader svare et komplekst tal f(t) , kaldes en

kompleks funktion af en reel variabel. Hvis R = a+if er et komplekst tal, er et
eksempel pd en sddan funktion

(4.35) f(t) = ekt = e°“(cos(/§t) 4+ isin(ft)), teR.

For ethvert t kan det komplekse tal f(t) udtrykkes ved hjelp af real— og imagineer-
del

f(t) = Re(f(t)) + i Im(f(t)) .
Saetter vi f;(t) = Re(f(t)) og fy(t) = Im(f(t)) har vi altsd
(4.36) f(t) = f,(t) +if,(t),
hvor f,(t) og f,(t) er s@dvanlige reelle funktioner. Funktionen (4.36) siges at vere

differentiabel, hvis fi(t) og fy(t) begge er differentiable, og i dette tilfelde indfgres
differentialkvotienten af f(t) ved

(4.37) L (1(1)) = £(1) = £i(t) +ify(t)
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Vi kan nu vise

Satning 4.9 For den komplekse eksponentialfunktion gzelder
(4.38) el 2=¢l. ¢ for alle z,,2z, € (.
For ethvert R € € er funktionen f(t) = e®* differentiabel, og

(4.39) & (ehY) = Ret*, teR.

Bevis Med z, = x,+iy, 0g 2z, = x,+iy, har vi ifolge (4.34), at el = (exl)yl og
e2 = (exz)y2 . Herefter fas ved hjzlp af (4.9)
Z X X X XqtX

el.e”2 = (e 1)y1, (e 2)y2 = (e lex2) 17%2

(X, X5 ) +i(y ty,) z,+
=e 1%2 1792 _ A%

Dette viser (4.38). For at vise (4.39) sztter vi R = a+if. Af (4.35) og (4.37) fas

adf (e®%) = adf (e** cos Bt + ie™* sin fit)
= (ae** cos ft —e®t- fBsin ft) + i(ae®*sin At + e**- B cos ft)

= e**[(a cos Bt — Bsin Bt) + i(asin Bt + B cos ft)]
= e®Y(a + if)(cos ft + isin ft) = (a + if)e'®*1B)t = Relt

Definitionen i (4.32) kan i ferste omgang virke lidt ejendommelig, fordi der ikke
umiddelbart synes at vare nogen grunde til, at funktionerne cosinus og sinus skal
indgd i en udvidelse af eksponentialfunktionen. Men man kan faktisk vise (hvad der

geres i en opgave), at ndr e® skal vere en udvidelse af den sedvanlige eksponential-
funktion, og nér reglerne (4.38) og (4.39) skal vare opfyldte, da er der kun én mulig
definition, nemlig (4.32).
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For det komplekse tal r, har vi r,=rcosv+irsinv=r(cosv+isinv) og
dermed ifglge (4.33)

— pplV
r,=re'.

I almindelighed benyttes herefter formen relV, nir man vil fremhave modulus og
argument for komplekse tal. De regler, vi tidligere har vist i forbindelse med fremstil-
lingsformen r, , svarer til regler for den komplekse eksponentialfunktion. Specielt er

(4.19), altsd (r,)* = (r"),, , det samme som
(reiv)n =B einv ,
hvor identiteten (e'¥)® = ei® falger ved gentagen brug af (4.38).
Ifglge (4.33) er e'Y pi simpel mide udtrykt ved hjelp af cosy og siny . Regning
med disse specielle eksponentialfunktioner svarer derfor til regning med cosinus og

sinus. Rent faktisk kan man let angive cosinus og sinus ved hjzlp af den komplekse
eksponentialfunktion. Af (4.33), alts3

elY =cosy+isiny
folger det ved at erstatte y med —y, at
el =cosy—isiny.

Ved at addere, henholdsvis subtrahere, disse to ligninger fas

Eulers formler

iy
(4.40) cosy = uQ_e_

(4.41) siny =

Disse formler kan benyttes ved reduktion eller omformning af trigonometriske udtryk.
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Eksempel 4.10 Ved hj=lp af Eulers formler fas
ix, _-ixy2 r .i3x_ _-i3x
cos®x sin 3x = ete e —¢
2 21

_ g_l [ein + emi2xy 2] [ei3x_ e-i3x]

_ 'sl_i [ei5x_ oI oIX_ ooi5%, 9oidx_ 2e-i3x]
isx__ _-i5x ix_ _-ix 3x_ _-i3x
- lle € + e —e 49 e e
4 2i 2i 21

o

sin 5x+%sinx+%sin 3x .



