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1. SYSTEM AF DIFFERENTIALLIGNINGER AF 2. ORDEN

1.1. Omskrivning af system af koblede 2. ordens differentialligninger til
system af fgrste orden.

e Betragt systemet

Y +ary) +biys +aoyr +boye = qi (b)
Yy +cyh + diyh + coyr +doy2 = g (t)

e St k1 =y1, T2=1y2, T3=1y],xs=y) safas systemet

x1(t) = w3(t)
z2(t) = wa(t)
z3(t) = —aiws —biwa — agz1 — bowa + q1 (t)
4 (t) = —cix3 —dizy — cor1 — doza + q2 (1)

med koefficientmatrix pa naeste afsnit.
e Man kunne i stedet have valgt en anden organisering, f.eks. x1 = y1, =2

/ _ N
Y1, r3 = Y2, y L4 = Yo

1.2. Omskrivningen fortsat.

e Med valget 1 = y1, x2=1vy2, x3=1y], x4 =1y fas

7y ] 0 0 1 0 1[m 0
xI9 . 0 0 0 1 i) + 0
T3 —ap —by —a1 —h 3 a1 (1)
44 —co —dp —c1 —dy T4 a2 (t)

e Med valget 1 =y1, x2=1], x3=1y2, ,xs4=y, fasistedet

T 0 1 0 0 T 0
T2 _ | —a0 —ar —bp —b T2l | @ (1)
s 0o 0 0 1 w3 0
Za | —cyg —c1 —dy —dy T4 a2 (1)

1.3. Afkobling af specielt system af koblede 2. ordens differentialligninger.
e Betragt systemet
Mi+ Ku= F(t)
hvor M og K er (konstante) n x n-matricer, F (t) = [Fy (t) Fa (t) ... F, (t)]"
og u=[uy uy ... un]T.

e Det specielle ved systemet er, at kun i og u forekommer, ikke 1.
1



2 PREBEN ALSHOLM

e Eksempel. Med n = 2 og M =diag(m, my) kan systemet skrives pa formen
maiiy + kiiur + kous = Fi(t)
motly + korut + koous = Iy (t)

e Det tilsvarende homogene system M + Ku = 0 kan Igses ved afkobling som
for et system af fgrste orden.

1.4. Afkobling I.

e Antag, at M = B2, hvor B er en reel, symmetrisk og invertibel matrix. Antag,
at ogsa K er reel og symmetrisk.

e Sa kan Mii + Ku = 0 skrives Bii+ ABu =0, hvor A= B"'KB~!.

e Da A er symmetrisk kan den diagonaliseres vha. en ortogonal matrix @ =
[v1 Vo ... vp]: A= QAQT, hvor A = diag (A1, X2, ..., \n).

e Bii+ ABu = 0 kan nu skrives

Bii+ QAQTBu =0

e og dermed Q7 Bii + AQT Bu = 0
e Definér en ny vektorfunktion y ved y (t) = Q7 Bu (t).
e Sa fas
J+Ay=0
e Dette system er afkoblet:
Gr+Ay1 =0, Go+Xry=0, ... ip+AyYn=0

1.5. Afkobling II.

e Antag, at A1, A9, ..., A, alle er positive.
e Den fuldsteendige lgsning til ¢; + A\jy; = 0 er

y; (t) = ¢; cos (t\//\i) + d; sin (t\//\i) = A, cos (t\/)\i + <z5¢>
hvor amplituden A; > 0 og faseforskydningen ¢; € R.
e Den fuldsteendige lgsning til M 4+ K v = 0:

A cos (t\/)\T + ¢1)

W) = BQy(t) =B v . vy | 20Vt 02)

Ay, cos (t\/x_‘_ an)
= A;cos (t\/x + ¢1> B lu; + Ay cos (t\/g—i- QSQ) B,
+- 4 Ay cos (t\/x + qbn) B,

1.6. Eksempel 1 (a).
e Betragt et system af to masser m; og mo og 3 fjedre med fjederkonstanterne
k1, ko og ks:
mit + (k’l + k‘Q) uy — kousg
matiiy — kouy + (ko + ks)ug = 0

. . mi 0 o ]C1+k2 _k2
e Her har vi M—[ 0 mQ}ogK—[ ko k2+k3].

. o 2 o £\/ 11 0
e M kan skrives M = B medB—[ 0 \/mig}
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1 k
A=BlKBl=| ™ (kllf k2) ;m"‘m

— g ms (k2 tk3)
Determinanten er det A = —1 (k1ko + k1ks + koks) > 0.

mi1msa
Sporet er Spor(A) = % + % > 0.
Derfor er begge egenveerdier positive.

1.7. Eksempel 1 (b).
e Betragt tilfzeldet ky = ko = k3 = k og m1 = mo = m. Sa har vi

~17-n-1 & _k
A=B KB ' = [ M o }
m m
e Egenverdierne for A er % og %

e Basis for egenrummet hgrende til % udggres af v; = [ 11 }T

e Basis for egenrummet hgrende til % udggres af vy = [ 1 -1 ]T .
1.8. Eksempel 1 (c).
e Den fuldsteendige lgsning til M i + K u = 0 er derfor

u(t) = Ajcos <t\//\>1+ <]51> B~ 1wy + A cos (t\/); + ¢2> Bty

— ereos (t\/ZJr@) e (t\/f“”) -

e hvorc) = \/—%Al, cy = \/—%Ag og ¢1, ¢2 bestemmes ved begyndelsesbetingelserne.

e co = 0 og c; > 0 svarer til, at de to masser svinger i fase (altsa med fast
indbyrdes afstand) med vinkelfrekvensen %
e ¢c; = 0 og ca > 0 svarer til, at de to masser svinger i modfase med vinkel-

3k
frekvensen o

1.9. Det generelle tilfaelde.

e Betragt nu systemet
M i+ Cu+ K u=F(t)

hvor M, C og K er (konstante) nxn-matricer, F' (t) = [F1 (t) Fy (t) ... F, (t)]*
og u=[ur us ... up’.
e Eksempel. Med n = 2 og M =diag(mi,m2),C =diag(ci,c2) kan systemet

skrives pa formen
myiiy + ciut + kuuy + kigug = Fy (t)
motio + CQ’LLQ + kojui + koous = Fy (t)
e Det tilsvarende homogene system M ii+Cu+ K u = 0 kan ikke generelt lgses
som ovenfor, hvor C' = 0.
e Vi kan i stedet pa standard vis omskrive til et system af 2n ligninger af forste

orden.
e Dette system lgses sa pa ssedvanlig made.
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1.10. Eksempel 2 (a).

e Betragt igen systemet af to masser my og me og 3 fjedre med fjederkon-
stanterne ki, ko og k3, men denne gang med deempninger proportionale med
forskydningshastighederne:

mit + Cl?h + (kl + k‘g) uy — kougy = I (t)
motlls + CQ’iLQ — koup + (kg + kg) uy = Fy (t)

e Indfgr nye variable p; = myu, pa = maus og set ¢ = (u1, ug, p1,p2)-
e Vores system kan nu skrives pa formen ¢ = Aq + F (t), hvor

0 0 4 0
1

Ao 0 0 R
—ki—ky ko -0

ko ~ky—ks 0 -2

m2

eoghvor F(t)=[0 0 F(t) B ]

1.11. Eksempel 2 (b).
e Karakterpolynomiet er /\4—|—<Cf1 + %) /\3—|—<n%1 (k1 + ko) + mi2 (ko + ks3) + &) A2+

mi mima2

( 2 (k1 + k2) + - (k2 + k3)) A+ =L (kiko + kiks + koks)

mima2 m1ma2 mima2

e Routh-Hurwitz’ kriterium: Alle rodderne for polynomiet p = A\* + a1 A3 +
as\? 4 as\ + a4 har negativ realdel, hvis og kun hvis

a a ay; as 0
ap > 0, 11 a3 > 0, 1 a2 a4 | >0 og ag4>0
2
0 a; as

e Kun 3 x 3-determinanten kraever arbejde, men kan ogsa vises at veere positiv
(saleenge mindst én af ¢; og ¢y er positive).

e Fysisk set er resultatet klart, idet deempning af systemet ma medfgre, at
udsvingene gar mod nul, nar ¢ — oo.

1.12. Eksempel 2 (c).

o Med ki = ky = k3 = k og m1 = my = m fas karakterpolynomiet til A\* +
L+ o) N+ # (4km + c1e2) A2 + %—% (c1 + ) N+ %

e Hvis ogsé ¢; = ¢, s& kan polynomiet skrives (A? + S\ + ?;n—k) (AN + Ex+ %)

e Hvis ¢; = ¢, 4 kan ”"omvejen”via forsteordenssystemet faktisk undgas.

e Hvis ¢; # co, sa fylder rgdderne i karakterpolynomiet i det symbolske tilfaelde
meget!

e Selv hvis ¢; > 0, men ¢ = 0 fylder rédderne i karakterpolynomiet enormt.
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