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Kapitel 1

Introduktion

Denne note handler om parameterfremstillinger for kurver, flader og rumlige omrader og om in-
tegration af funktioner pa sadanne geometriske objekter. Formalet er primert at opstille og mo-
tivere de generelle definitioner og beregninger af henholdsvis kurve- flade- og rum-integraler.

Udgangspunktet er Taylor’s grenseformel (til 1. orden) for de koordinatfunktioner, der be-
nyttes til parameterfremstillingerne for kurverne, fladerne og de rumlige omrader. Parameter-
fremstillingerne betragtes under ét som vektorfunktioner dvs. vektorafbildninger fra de simplest
mulige parameteromrader (simple delmeangder af enten R, R2, eller R3) ind i rummet, dvs. ind i
R3. For fladerne benyttes siledes altid et rektanguleert parameteromrade i R?; og for de rumlige
omrader benyttes altid et retvinklet kasseformet parameteromrade i R3.

De punktvis lineariserede vektorfunktioner benyttes til konstruktion af de sakaldte Jacobi-
funktioner. Jacobifunktionen for en given parameterfremstilling maler hvor meget parameterom-
radet lokalt deformeres nar det udszttes for den tilhgrende afbildning. Det er Jacobi-funktionerne,
der saledes giver direkte anledning til approksimerende sumformler for den totale l&ngde, det to-
tale areal og det totale volumen af henholdsvis kurver, flader og rumlige omrader. Og det er disse
summer, der pa naturlig made motiverer og illustrerer de generelle beregningsudtryk for kurve-
flade- og rum-integralerne.

Undervejs introduceres Integrator6. Det er en pakke med Maple procedurer, som er ud-
viklet specielt med henblik pa eksempelbaseret visuel leering af de indledende integrationsbegre-
ber og deres mangfoldige anvendelser. Vi giver eksempler pa, hvordan integration i flere variable
anvendes til beregning og forstaelse af rumfang, vagt, massemidtpunkter, inertimomenter, kraft-
momenter, etc.

Flowkurverne for et givet vektorfelt i rummet kan findes og visualiseres med Integrator6.
De vigtige begreber divergens og rotation for et vektorfelt fremtrader derved som naturlige stgr-
relser til beskrivelsen af den bevagelse i rummet, der har et givet vektorfelt som hastighedsfelt.
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Til sidst i noten benyttes de gennemgaede metoder og resultater til at praesentere to klassiske
perler indenfor flervariabel global analyse: Gauss’ s@tning og Stokes’ s@tning for vektorfelter i
rummet.

Hermed rettes ogsa en stor tak til Kurt Munk Andersen og Karsten Schmidt for konstruktive
kommentarer og forslag til tidligere versioner af denne note.

1.1 Hvad handler det om?

Som navnt er ideen med de fglgende kapitler at motivere og opstille det unikke verktgj, der kan
besvare spgrgsmal som: Hvor lang er den kurve? Hvor stort er det omrade i planen? Hvad vejer
det fladestykke? Hvad er rumfanget af det omrade i rummet? Hvad er energi-optaget pa det sol-
fangertag i Igbet af i dag? Hvor meget deformeres det legeme, nar det flyder langs det vektorfelt?

Det vaerktgj, den metode, der kan besvare disse spgrgsmal, hedder integration. Rumfanget af
et givet omrade i rummet, f.eks. en massiv kugle, kan bygges op af standard-elementer med sim-
plest mulig kasseformet geometri, Lego-klodser. Et sadant standard-element har meget simpel
volumen. Men resultatet af byggeriet kan kun blive en grov tiln@rmelse til kuglen.

Hvis vi imidlertid fylder den samme kugle med klodser, der hver for sig har 1000 gange
mindre rumfang, er det klart, at den gnskede kugle derved kan tilnermes meget bedre ved brug
af mere end 1000 gange flere klodser; og det er stadig (i princippet) en simpel sag at legge alle
klodsernes rumfang sammen. Det giver dermed ogsa en meget bedre vardi for rumfanget af ku-
glen.

Eksemplet i Figur 1.1 viser princippet: Approksimationen af en kugle med radius 1 med 304
klodser i venstre figur giver et tilneermet rumfang pa 304 - 0.008 = 2.432, mens approksimatio-
nen med 3280 klodser i hgjre figur klart giver en bedre tilnermelse: 3280 -0.001 = 3.280. Til
sammenligning vidste allerede Archimedes, at det eksakte volumen af enhedskuglen er 47/3 =~
4.1888.

Nar fgrst dette er klart, sa er gnsket selvfglgelig at *ga til greensen’ ved at lade antallet af
standard-klodser ga imod uendelig samtidig med at de benyttede klodser ggres tilsvarende min-
dre i hvert forsgg. Og saledes opna Archimedes’ resultat i greensen.

Men hvordan legger vi uendelig mange uendelig sma rumfang sammen? Og gar det virkelig
godt? Integralbegrebet giver pracise anvisninger og overraskende positive svar pa begge disse
spgrgsmal.

Vi antyder i det fglgende afsnit hvilke formelle overvejelser, der ligger bag den succes og
tager dernest straks i de neste kapitler fat pa at bruge integrationsteknikken til bestemmelse af
leengder af kurver, arealer af fladestykker, rumfang af rumlige omrader, etc.
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Figur 1.1: Kuglefyldning med kubiske Lego klodser. Den antydede kugle, som gnskes bygget af klod-
serne, har radius 1. Til venstre er der brugt 304 klodser, hver med sidelengden 0.2. Til hgjre er benyttet
3280 klodser, hver med sidelengden 0.1.

1.2 Approksimerende summer og eksakte integraler

Pé den reelle u-akse betragter vi en fast valgt kontinuert reel funktion f(u) pa intervallet [0, 1]. For

et givet helt tal n > 0 ggr vi nu fglgende. Fgrst deles intervallet [0, 1] i n lige store delintervaller,

som derved hver far leengden 6, = % . Delintervallernes venstre endepunkter har u—koordinaterne:
1 2 3 n—2 _n—1

uy =0, uzzz, u3:2, mz;, vy Up_1 = — Uy = .

S =

Det vil sige, at det i’te intervals venstre endepunkt har u—koordinaten u; = (i—1)
hvor i=1,2,3,....n—1,n.

= (i_l)su,

Opgave 1.1. Bemark, at hvis vi forgger antallet af delintervaller » med 1, og nu gnsker en deling
af [0,1] i n+ 1 lige store delintervaller, sa vil alle de tidligere placerede n venstre endepunkter
i intervallet [0, 1] skulle flyttes lidt (panzr u;) for at give plads til det ekstra delinterval. Hvor
meget?

For et fast antal delintervaller, n, betragter vi nu funktionsverdien af f i hvert af delinter-
vallernes venstre endepunkter, altsa de n verdier f(0), f (%), f (%), f (%), e f (”T_l)

Summen af disse verdier vil sedvanligvis ath@nge meget af antallet n af funktionsverdier,
men hvis vi fgrst ganger hver enkelt funktionsveerdi med delinterval-leengden 0, far vi felgende
vaegtede sum af funktionsverdierne, som igvrigt derved netop er en approksimation til det med
fortegn regnede areal af omradet imellem u—aksen og grafen for f(u) over intervallet (jvf. Figur
1.2):

1(f.,[0,1) =if<(i—1)%) L li:f((i—l)Su) 5, E:f<ui> 5. . ()
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Udtrykket helt til hgjre i ovenstaende ligning antyder, at vi er pa vej til at rekonstruere inte-
gralet af f(u) over intervallet [0, 1], idet vi groft sagt og groft skrevet har:

i=n 1

ZH/ og O,+—du nar noo
= 0

i=1

Opgave 1.2. Vis, at den vagtede sum af funktionsvardierne af f i ligning (1.1) er begraenset af
f’s stgrste veerdi og af f’s mindste vardi i intervallet [0, 1].

Den vagtede sum er ikke blot begrenset for alle n, men har ogsa en graenseverdi for n
gaende imod uendelig; det er den graenseverdi vi kalder integralet af f(u) over intervallet [0, 1]
og skriver saledes:

tim 17, 0,1) = [ 70}

Hvis vi benytter den samme strategi med en deling af det generelle interval [a,b] pa u-aksen
1 n lige store delintervaller, har vi tilsvarende:

Seetning 1.3. Lad f(u) betegne en kontinuert funktion pa intervallet [a,b]. For ethvert n ind-
deles intervallet i n lige store delintervaller, hver med leengden 8, = (b — a)/n. Disse delinter-
vallers venstre endepunkter har sa koordinaterne u; = a+ (i —1)9, for i =1,2,3,....n—1,n.
Lad 1(f,n,|a,b]) betegne fplgende sum:

- i) (5

i=1

- linf(aﬂi— 1)8,) 8 (1.2)
i=1

=Y f(u) 8,

I
_

Sa geelder
b
tim 1(/,n [a.b]) = | f(w)du

Summer af typen I(f,n,[a,b]) vil vi derfor i det fglgende kalde integralsummer. Bemerk, at
det helt afggrende 1 s@tningen er, at der faktisk eksisterer en grensevardi for integralsummerne
—nar blot f(u) er kontinuert pa intervallet [a, b].

Opgave 1.4. Lad f(u) =3u, u € [0,1]. Séer
i=n . 1 1
I“mmng(ﬂ“”ﬁ;

Benyt Maple — fgrst til at beregne denne sum som funktion af n og dernest til at eftervise s@tning
1.3 i dette konkrete tilfelde, dvs.

1
lim I(f,n, [0,1]):/0 f(u)du:%

n—oo
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259

~

1.59

~
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u

Figur 1.2: Output fra kommandoen leftbox i student-pakken i Maple brugt pa funktionen f(u) = 1+
u+ u*. Figuren viser areal-repraesentationen af integralsummen I( f,n,[—1,1]) i opgave 1.5 med n = 20
delintervaller i intervallet [a,b] = [—1,1]. De 20 addender i summen er reprasenteret ved rektangulere
sgjler med den felles bredde (b —a)/20 = 1/10 og hgjder givet ved verdierne af funktionen f(u) =
1 +u+ u? i delintervallernes venstre endepunkter.

Opgave 1.5. Lad f(u) = 1+u-+u?, uc|[—1,1].Saer

I(fn, [=1,1]) =, ) (1 + (—1+(i— 1)%) + (—1+(i— 1)%>2> %

~.

~

- (1.3)
B i <8+4n+2n2 - 16i—4in+8i2>
i=1 n
Benyt igen Maple til at beregne denne sum som funktion af n og dernest til at eftervise
! 8
limI(f,n,[—l,l]):/ (1+u+u2)du:§ . (1.4)
n—oo 1

Bevis uden brug af Maple, at der gelder fglgende om stgrrelsen af de del-summer, der (panzr
faktorer, der kan s@ttes udenfor Y —tegnet) optreeder i det sidste udtryk for I(f,n,[—1,1]) i
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Find grensevardien for hver af disse summer for n — oo og eftervis derved igen, at ligning (1.4)

er korrekt.

1.3 Dobbeltsummer og dobbeltintegraler

For funktioner af to variable har vi tilsvarende

Seetning 1.6. Lad f(u,v) betegne en kontinuert reel funktion pd et rektangel [a,b] x [c,d] i (u,v)-
planen. Intervallet |a,b] deles i n lige store delintervaller og intervallet [c,d] deles i m lige store
delintervaller. Sa har hvert u-delinterval leengden 8, = (b — a)/n og hvert v-delinterval har
leengden 8, = (d — ¢)/m. Tilsvarende bliver delepunkternes koordinater i (u,v)-parameterom-

rddet (som jo er rektanglet [a,b] x [c,d] i R?):

(1.5)

(u1,v1) = (a,c),

(u1,vj) = (a,c+(j—1)dy),

(ui,v1) = (a+ (i—1)dy,¢),

(i,vj) = (a+ (i —1)8y,c+ (j—1)dy),
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Lad nu TI(f,n,m,[a,b] X [c,d]) betegne fplgende dobbeltsum:

(f,n,m,|a,b] x [c,d])

j=m [i=n . b—a d b—a d—c
S (B (ot (50)) ()
j=m [i=n 1.
- Y fla+(i—1)8,, c+(j—1)8 Su) (16)
j=1 i=1
Jj=m i=n
= Zf(uh Vj) 814) dy
j=1 \i=1
Sa geelder
d b
Tim <H}Enwll(f,n,m,[a,b]x[c,d])) :/ (/ f(u,v)du) dv . (1.7)

Summer af typen II(f,n,m,[a,b] X [c,d]) vil vi kalde dobbelt integralsummer.

Opgave 1.7. Lad f(u,v) = uv? for u € [0,1] og v € [~1,1]. Bestem for ethvert n og m vardien
af II( f,n,m, [0, 1] x [—1,1]). Brug Maple. Eftervis s@tning 1.6, dvs. ligning (1.7) i dette konkrete
tilfelde.

Opgave 1.8. Overvej, om det er vigtigt at summere, integrere, og finde grensevardier i netop
den raekkefglge, som anvises med parenteserne i ligning (1.7) eller om de kan ombyttes vilkarligt.
Efterprgv pa eksemplet i opgave 1.7.

Opgave 1.9. Formulér den s@tning, som generaliserer de to foregaende s@tninger, dvs. s@tning
1.3 og setning 1.6, til funktioner f(u,v,w) af 3 variable (u,v,w) € [a,b] X [c,d] x [h,]] idet hvert
af de tre intervaller fgrst inddeles 1 henholdsvis n, m, og g lige store delintervaller. Check din
setning pa funktionen f(u,v,w) = uvw pa samme made som i Opgaverne 1.4 og 1.5.
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Figur 1.3: Volumen-reprasentation af integralsummen II( £, 10, 10, [0, 1] x [0, 1]) for funktionen f(u,v) =
uv. De 100 addender i summen er til hgjre representeret ved sgjler med samme kvadratiske tversnit
og med hgjder, som er givet ved de respektive vardier af funktionen f(u,v) = uv i (u,v)-kvadratets
delepunkter. Der opnas derved en approksimation til rumfanget af det omrade i rummet, der er afgrenset
af (x,y)—planen og graf-fladen for funktionen f(x,y) = xy over kvadratet (x,y) € [0,1] x [0, 1], som vist
til venstre. Det eksakte volumen er i. Som vi skal se i Kapitlerne 4 og 5 kan det volumen bade beregnes
som et plan-integral af funktionen f(x,y) over kvadratet i (x,y)—planen og som et rum-integral af den
konstante funktion 1 over det omtalte rumlige omrade imellem graf-fladen og (x,y)—planen.



Kapitel 2

Kurveintegraler

2.1 Hyvad er en kurve?
En parametriseret kurve K, i rummet er givet ved en parameterfremstilling saledes:
Ko r(u) = (x(u),y(u),z(u)) €R® | ucla,b] . (2.1

Eksempel 2.1. Figur 2.1 viser tre forskellige parametriseringer af det rette linjestykke fra (0, —2, %)
til (0,2, %) . (Figur 2.2 viser tilsvarende to forskellige parametriseringer af en cirkel med radius 1
og centrum i (0,0,0). Figur 2.3 viser tilsvarende 2 forskellige parametriseringer af en skruelinje.)

Figur 2.1: Linjestykket fra (0,—2,1) til (0,2, 1) er her parametriseret pa 3 forskellige méader: ry (1) =
(0,2u,3), u € [-1,1]; r2(u) = (0,243, 3), u € [—-1,1], og r3(u) = (0, 2sin(3u), 3), u € [-1, 1].
Markeringerne pa de enkelte linjestykker stammer fra den inddeling af det feelles parameterinterval
[—1, 1] som bestar af 20 lige store delintervaller. Bemzrk, at lengden af de tre ’kurver’ klart er den
samme, selv om parametriseringerne er ret forskellige. Se Opgave 2.16.

Vi antager her og i det fglgende, at de tre koordinatfunktioner x(u), y(u) og z(u) i parameter-
fremstillingerne er paene funktioner af u. Vi antager simpelthen, at de kan differentieres vilkarligt
mange gange, siledes at de specielt har kontinuerte afledede x'(u), y'(u) og Z'(u) i intervallet
[a,D]. Sa har vi ogsa, at

IF @Il = /()2 3 ()2 + 2 ()2 2.2)

13
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er en kontinuert funktion i intervallet [a,b]. Specielt kan denne funktion derfor integreres over
intervallet, og det har vi om lidt brug for i Definition 2.7 nedenfor.

Definition 2.2. En parameterfremstilling r(u) for en kurve Ky - som i (2.1) - siges at veere en
reguler parameterfremstilling hvis fplgende betingelse er opfyldt:

v'(u) #0 foralle u€|a,b] . (2.3)
Opgave 2.3. Hvilke af parameterfremstillingerne i figurerne 2.1, 2.2, 2.3, og 2.4 er regulere?

Bemearkning 2.4. En parametriseret kurve er andet og mere end blot billedmangden (punkt-
mangden) r([a,b]), idet selve parametriseringen eksempelvis kan foreskrive at dele af punkt-
mangden skal gennemlgbes flere gange, se eksempel 2.12 nedenfor.

Man kan gerne teenke pa intervallet [a,b] som en retlinet elastik i hvile. Vektor-afbildningen r
deformerer elastikken (ind i rummet) ved at bgje, strekke eller komprimere elastikken. En lokal
streekning ggr selvfglgelig elastikken lokalt l&ngere, mens en lokal komprimering ggr elastikken
lokalt kortere. Et fgrste naturligt spgrgsmal er derfor hvor lang hele elastikken er efter brug af
afbildningen r. Kurveintegralet indfgres blandt andet med henblik pa at finde den totale l&ngde
af den deformerede kurve i rummet.

Vi kan ligeledes forestille os, at den parametriserede kurve selv er masselgs, men at den til
gengeld efter deformationen med r farves med en maling pa en sadan made at massetaetheden
af malingen langs med kurven (i gram pr. centimeter, f.eks.) er givet som en funktion f af stedet
(x,y,z) i rummet — altsa sadan at massetetheden af malingen pa stedet r(u) er f(r(u)). Opgaven
er da at finde den totale masse af den deformerede og farvelagte parametriserede kurve. Bemerk,
at med lidt fantasi kan vi endda gerne tillade, at 'massetetheden’ f antager negative vardier.

Disse forestillinger skal naturligvis kun hjzlpe os til at fa en passende intuitiv forstaelse af
de indfgrte begreber; vi skal senere se adskillige andre tolkninger og brug af kurveintegralet.

Figur 2.2: En cirkel i (x,y)-planen er her parametriseret pa 2 forskellige mader: ri(u) =
(cos(mu), sin(mu),0), u € [1, 1], og ra(u) = (cos(nu?), sin(mu’),0), u € [—1, 1]. Markeringerne s-
tammer fra den inddeling af parameterintervallet [—1, 1] som bestar af 20 lige store delintervaller. Laeng-
den af cirklen er 27 - uath@ngig af parametriseringen.
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Figur 2.3: En skruelinje i rummet. Se eksempel 2.5.

Eksempel 2.5. Skruelinjen i Figur 2.3 er prasenteret med 2 forskellige parametriseringer:
ri(u) = (cos(2mu), sin(2mu), Zu), u € [-1,1], og
ro(u) = (cos(2mu®), sin(2nu?), Zud), u € -1, 1].

Markeringerne stammer fra den inddeling af parameterintervallet [—1,1] som bestar af 40 lige
store delintervaller. Kurverne er igen klart lige lange (se opgave 2.16)

Figur 2.4: En knude. Se eksempel 2.6

Eksempel 2.6. Knuden i Figur 2.4 har den noget komplicerede parameterfremstilling
r(u) = (—% cos(u) — % cos(5u) + 3 sin(2u) % sin(u) — % sin(5u) — % cos(2u) %cos(Bu) )
hvor u € [—m, 7.

Definition 2.7. Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion pd R3. Kurveintegralet af funktionen
f over en parametriseret kurve Ky defineres ved

/ Fdu = /  ¢e(u)) Tacobig(u)du . hvor 2.4)
K a
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Figur 2.5: Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851). Se [Mac].

Jacobiy(u) = ||r'(u)]| (2.5)

betegner leengden af tangentvektoren ¥’ (u) til kurven pa stedet r(u).

Lag merke til, at det symbol, der star pa venstre side af lighedstegnet i (2.4), kun er et symbol
for kurveintegralet. Det integral vi skal regne ud star pa hgjre side. Og det kan lade sig ggre at
integrere, fordi bade f, r og ||r’|| er kontinuerte, siledes at integranden er kontinuert. Hvis vi
indseetter r(u) = (x(u),y(u),z(u)) i udtrykket for kurveintegralet far vi:

b
o pd= [ 00,500, 200) ¥ P+ @) 4 2w de 2.6)

Bemarkning 2.8. Parameterfremstillingen (2.1) for kurven er regular hvis parameterfremstill-
ingens Jacobi-funktion er positiv: Jacobi,(u) > O for alle u i det givne interval [a,b].

Eksempel 2.9. Givet funktionen f(x,y,z) = 7x og et parametriseret cirkelstykke

Cr: r(u) = (x(u),y(u),z(u)) = (cos(u), sin(u),0), u € [—g,n]

Kurveintegralet af f over Cy er

IS “/2f<x<u>,y<u>,z<u>>Jx'<u>2+y'<u>2+z'<u>2du

T

— _n/27cos(u) \/(— sin(u))? + (cos(u))? du
= 7n/27cos(u) du =17

Som n@vnt, og som vi vil godtggre nedenfor - i afsnittet Motivering af kurveintegralet - kan
kurveintegraler benyttes til at finde l&ngder af parametriserede kurver og til at finde den totale

masse af parametriserede kurver med givne massetatheder. Hvis massetetheden er konstant 1
fas l&engden (man kan finde leengden af en sadan kurve ved at veje den):
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Definition 2.10. Lengden af den parametriserede kurve
Ke: o r(u) = (x(u),y(u),z(u)) , u€la,b]
defineres som kurveintegralet
b /
LK) = [ 1du= [ ¥l . @7)
K; a
Eksempel 2.11. Det parametriserede cirkelstykke

Ce: () = (cos(u), sin(u),0), ue [—g,n]

L(Gy) = /C du - /_ ’;/2 VX045 (@2 +2 (1) d
= /7;/2 \/(—sin(u))2 + (cos(u))? du
n 3
- /—11:/21 du = 775

Eksempel 2.12. Den parametriserede kurve

har l&ngden

Ce: () = (cos(u), sin(u), 0), ue [—g,m]

har lengden L(Cr) = ST svarende til at parametriseringen ’leegger’ det lange interval flere

gange rundt pa enhedscirklen!

Eksempel 2.13. Den parametriserede skruelinje
Ky : r(u) = (cos(u), sin(u), u), u € [-2m,2m|

har l&ngden

L(K;) = ld,uZ/ +y' (u)> + 7' (u)? du

K
:/ \/ (—sin(u))2 + (cos(u))®+1 du
= \/Edu = 412
—27

Definition 2.14. Parameterfremstillingen i (2.1) for kurven Ky siges at veere en-entydig hvis der
for alle uy € [a,b] og for alle uy € [a,D] geelder fplgende:

up # uy medfprerat r(uy) # r(up) . (2.8)
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Opgave 2.15. Hvilke af parameterfremstillingerne i Figurerne 2.1, 2.2, og 2.3, henholdsvis i
eksemplerne 2.11, 2.12, og 2.13, er en-entydige?

Opgave 2.16. Vis, at Definition 2.10 giver samme l@&ngde for de tre parametriseringer af linje-
stykket i Figur 2.1, samme leengde af de to cirkelstykker i Figur 2.2 og samme lengde af de to
skruelinjer 1 Figur 2.3.

Opgave 2.17. Find l&ngden (med 3 decimaler) af knuden i Figur 2.4. Brug Maple.

Opgave 2.18. Find regulere, en-entydige parameterfremstillinger af linjestykket (Figur 2.1),
cirklen (Figur 2.2), og skruelinjen (Figur 2.3), saledes at alle parameterfremstillingerne har det
feelles parameterinterval [0,7] .

2.2 Motivering af kurveintegralet

Huvis vi deler intervallet [a,b] i n lige store dele, sa har hvert delinterval lengden 8, = (b—a)/n
og delepunkternes koordinater i [a, b] bliver:
up = a,
uy = u; +96, = a+9y,
=ur+98, = a+23,,
u3 us u a u (2.9)
uy = uz+9, = a+39,,
b=u,+906, =a+nd,

Med hver af disse fast valgte vaerdier af u; som udviklingspunkt kan vi Taylorudvikle hver af
de 3 koordinat-funktioner for r(u) = (x(u),y(u),z(u)) til fgrste orden med tilhgrende epsilon-

);
funktioner:
x(u) = x(ui) +x (i) (0 — ;) + & (0 — ) - Ju— ui
y(u) = y(ui) +y (ui) (0 —ui) + &y (u—ui) - [u— uil (2.10)
2(u) = 2(ui) +2' (i) (u— ;) + &-(u—wi) - u — ui
Disse Taylor—udviklinger kan vi samle og udtrykke med vektor-notation saledes:

r(u) =r(w)+v'(u) (u—u)+ €(u—u)-p;i (2.11)
hvor vi bruger den korte skrivemade p; = |u —u;| = /(u—u;)? for afstanden mellem den
variable verdi u og den faste verdi u; i parameterintervallet. Desuden geelder €;(u — u;) =
(ex(u—u;), e(u—u;), e (u—u;)) — (0,0,0) = 0foru—u; .

Hvert del-interval [u;,u; + 8,] afbildes pa kurve-stykket r(u), u € [u;,u; +9,], og dette kurve-
stykke kan vi approksimere med den linezre del af udtrykket i (2.11), som fas ved at fjerne
€;-bidraget fra hgjre side i (2.11):

Fapp, () = r(ui) + ' () - (u—w;) , u € [ujui+38,] . (2.12)

Se Figurerne 2.6 og 2.7 hvor de approksimerende linjestykker er vist for en parametriseret cirkel
for to forskellige parametriseringer og for forskellige verdier af n. Det i’te linjestykke har pr.
definition kontakt med kurven i sit ene endepunkt. Det kalder vi kontaktpunktet for linjestykket.



2.2. MOTIVERING AF KURVEINTEGRALET 19

Laengden af en kurve

Hvert enkelt af de i alt n approksimerende linjestykker har en l&ngde, se Figur 2.6. L&ngden af
det i’te linjestykke er ifglge (2.12)

AL; = [[rapp, (i +6y) — Tapp, (ui) || = e ()] -8 (2.13)

Summen af disse n l&ngder er (for store verdier af n) klart en god approksimation til lengden
af kurven, saledes at vi kan skrive

Lapp(n ZAL = ZHr w)|| -8, (2.14)

Da ovenstiende sum er en integralsum (se afsnit 1.2) for den kontinuerte funktion |[r’(u)|| over
intervallet [a,b], opnds i greensen, hvor n gar imod uendelig:

b
Lapp(n)—>L:/ X ()| du for n—oo . 2.15)
a

Vi har dermed motiveret definitionen af l&ngden af en kurve som angivet ovenfor, nemlig
som kurveintegralet af den konstante funktion 1 over den parametriserede kurve.

z z

Figur 2.6: Kurven r(u) = (cos(2mu), sin(2mu), —1,1], med henholdsvis 5, 10 og 20 ap-
proksimerende linjestykker. Det er rlmehgt at deﬁnere laengden af kurven som den totale leengde af de
approksimerende linjestykker i den greense hvor antallet af linjestykker gar mod uendelig. Figurerne er

del af output fra Integrator6-kommandoen kurveIntApprox. Se i afsnit 11 hvordan Integrator6-
pakken downloades og anvendes.

Masse, vaegten af en kurve med massetaethed

Hvis vi antager, at hvert enkelt linjestykke 1 (2.12) tildeles en konstant massetathed givet ved
veerdien af funktionen f(x,y,z) i linjestykkets kontaktpunkt med kurven, sa far vi massen af det
i’te linjestykke:

AM; = f(x(ui),y(ui) 2(ui)) |1 (ui) | -8 = f(x(ui)) [Ix' (ui)]] - 8
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z z z

X y X y X y

Figur 2.7: Kurven r(u) = (cos(2mu?), sin(2mu?), 0), u € [—1,1], med henholdsvis 30, 60 og 100 ap-
proksimerende linjestykker. Det er stadig rimeligt at definere lengden af kurven som den totale l&ngde af
de approksimerende linjestykker i den greense hvor antallet af approksimerende linjestykker gar mod uen-
delig. Figurerne er igen del af output fra kurveIntApprox - nu anvendt pa den nye parameterfremstilling.

Den totale masse af hele systemet af linjestykker er derfor fglgende, som er en god approksima-
tion til massen af hele kurven, nar kurven tildeles massetetheden f(r(u)) pa stedet r(u) :

Ma(n) = Y AM, = Y £(r(u)) ()| -3 2.16)

Dette er igen en integralsum, men nu for den kontinuerte funktion f(r(u))||r'(«)|| over inter-
vallet [a,b]. Vi far altsa i greensen, hvor n gar mod uendelig:

b
Map(n) = M = [ (@) [F ()]l du for n—oo . (2.17)

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af en kurve med massetetheden f(r(u)) (for
sé vidt denne funktion er positiv i [a,b]) og dermed den generelle definition af kurveintegralet,
Definition 2.7.

2.3 Det tangentielle kurveintegral af et vektorfelt

Lad V(x,y,z) vere et vektorfelt i rummet (se eventuelt afsnit 8.1). Det rangentielle kurveinte-
gral af V(x,y,z) langs en given parametriseret kurve K; er kurveintegralet af projektionen (med
fortegn) af V(r(u)) pa kurvens tangent representeret ved r’'(u). Integranden f i kurveintegralet
er altsa i dette tilfeelde givet ved skalarproduktet (prikproduktet)

f(r(w) = V(r())-e(w)

hvor e(u) er defineret ved

d@:{ Y@/ @] hvis P £0
0 hvis r'(u) = _
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Bemeark, at sa har vi for alle u:
e(u) X' (w)|| = r'(u)
Det tangentielle kurveintegral Tan(V, K;) af V langs K, er derfor relativt simpelt at udregne
- vi behgver faktisk ikke forst at finde Jacobiy(u), altsd leengden af r/(u) :

Tan(V,K;) :/ V-edu
Ky

= ’ (V(r(u))-e(u)) Jacobiy(u)du
“b (2.18)
=/ V@) (e() X' (w)]]) du
b

= (r(u)) - x'(u) du
a
Bemzerkning 2.19. Tilsvarende kan man definere det ortogonale kurveintegral Ort(V,K;) af V
langs K; ved at projicere V(r(u)) vinkelret ind pa den plan i rummet, som selv star vinkelret pa
r’(u) og dernaest finde kurveintegralet af l&ngden af den projektion (som funktion af u).

Bemarkning 2.20. Bemerk, at den sidste integrand i (2.18) er kontinuert nar V(x,y,z) og r’(u)
er kontinuerte selv om det ikke umiddelbart fremgar af definitionen (vektorfeltet e(u) er jo ikke
ngdvendigvis kontinuert - medmindre r(u) er en reguler parameterfremstilling).

Eksempel 2.21. Lad V(x,y,z) = (0,z,y). Vi gnsker at bestemme det tangentielle kurveintegral
af V langs fglgende parametriserede stykke af en skruelinje

Ke: v(u) = (cos(u), sin(u), u), u € [0, 2]

[\

Ved at indsette i (2.18) fas

/2
Tan(V, K;) — /0 V(r(u)) - () du

/2
_ /0 (0,u,sin(w)) - (= sin(u), cos(u), 1) du

/2
= / (ucos(u)+sin(u))du
0

. 2 T
= [u sm(u)]g/ =3
Opgave 2.22. Lad V(x,y,z) = (0,x,z). Bestem bade det tangentielle og det ortogonale kurvein-

tegral af V langs fglgende parametriserede stykke af en cirkel
I
y 5]
Brug Maple til beregningerne: Hent og brug kurveInt-kommandoen fra Integrator6-pakken.
Se i afsnit 11 hvordan pakken kan downloades og anvendes til formalet.

Ky : r(u) = (cos(u), sin(u),0), ue€ 0
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Figur 2.8: Skruelinjen r(u) = (cos(u), sin(u), 11_0”) ,u € [-2m,2m og vektorfeltet V(x,y,z) =
(x,—(x+y),2z) antydet langs skruelinjen. Figuren er en del af output fra Integrator6-kommandoen
tangKurvelnt.



Kapitel 3

Fladeintegraler

3.1 Hvad er en flade?

En parametriseret flade i rummet er givet ved en parameterfremstilling
Feooor(uy) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) €R®  uelab],veled 3.1)
hvor x(u,v), y(u,v), og z(u,v) er givne differentiable funktioner af de to variable u og v.

Definition 3.1. Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion pd R>. Fladeintegralet af funktionen
f over den parametriserede flade F; defineres ved

d b
/ Fdu = / / F(x(u,v)) Jacobie(u,v) dudy (3.2)
F c a
hvor
Jacobir(u,v) = ||r},(u,v) x ¥}, (u,v)|| (3.3)

er arealet af det parallelogram, der pa stedet r(u,v) udspendes af de to tangentvektorer v, (u,v)
og r),(u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punktet r(u,v) pd fladen.

Definition 3.2. Parameterfremstillingen (3.1) siges at veere en regul®r parameterfremstilling avis
der geelder fplgende:

Jacobir(u,v) >0 foralle ué€a,b],ve]cd] . (3.4)

Definition 3.3. Som for parametriserede kurver siges parameterfremstillingen i (3.1) at veere
en-entydig hvis forskellige punkter i definitionsmengden afbildes i forskellige punkter i billed-
meengden.

Definition 3.4. Arealet af den parametriserede flade
Fr: r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) , u€la,b],veled|

defineres som fladeintegralet af den konstante funktion 1:

d rb
AR) = [ 1du= / / Jacobi (1, v)dudv | (3.5)
T c Ja

23
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3.2 Motivering af fladeintegralet

Hvis vi ligesom for kurveintegralet deler begge intervallerne [a,b] og [c,d] i henholdsvis n og m
lige store dele, sa har hvert u-delinterval lengden 6, = (b —a)/n og hvert v-delinterval har laeng-
den 3, = (d — ¢)/m. Tilsvarende bliver delepunkternes koordinater i (u,v)-parameteromradet
(som jo er rektanglet [a,b] x [c,d] i R?) - jvf. afsnit 1.3:

(Ml,V1) = (a7c)7

(u1,vj) = (a,c+(j—1)dy),

(ui,v1) = (a+ (i—1)dy,¢),

(11,v) = (a+ (i = )dusc+(j—1)3,). G0

(b,d) = (a+nd,,c+md,)

Med hvert af disse faste punkter (u;,v;) som udviklingspunkt kan vi nu som fgr Taylorud-
vikle hver af de 3 koordinat-funktioner for r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) til fgrste orden med
tilhgrende epsilon-funktioner:

r(u,v) = r(ui,vj)
(ulvv]> (u_ui)
(”ta"/) (v—vj)
+mJ&K U—up,v—=vi)

(3.7

hvor u € [ui, ui+8,],v € [vj,v;+38,]. Herbetegner p;; = \/(u—u;)>+ (v—v;)?* afstanden
mellem det variable punkt (u,v) og det faste udviklingspunkt (u;,v;) i parameteromradet. Der
gelder her, at €;;(u—u;,v—v;) — (0,0,0) = 0 for (u—u;,;v—vj)— (0,0) .

Hvert delrektangel [u;,u; + 6,] x [v;,v; + ,] afbildes pa flade-stykket r(u,v), u € [u;,u; +
du),v € [vj,vj+9,] og dette fladestykke kan vi approksimere med den linezre del af udtrykket i
(3.7), som fas ved at fjerne €;;-bidraget fra hgjre side i (3.7):

rappij(uav) = r(”ivvj) + r&(”iavj) (u—u;) + r:»(”ivvj) (v— Vj) ; (3.8)

hvor u og v stadig gennemlgber del-intervallerne u € [u;, u;+8,], v € [v;,v;+38,].

Disse line@re approksimationer er parallelogrammer, som udspandes af de to tangentvektor-
er r;,(u;j,vj) - 8y og r},(ui,v;) - 8,. Se Figur 3.1 hvor de approksimerende parallelogrammer er vist
for en parametrisering af en kegleflade.

Areal

Hvert enkelt af de ialt nm approksimerende parallelogrammer har et areal. Arealet af det (i, j) te
parallelogram er l&engden af krydsproduktet af de to vektorer, der udspeender det pageldende
parallelogram:

AA;; = Il (x! Wiy vj) - 8,) x (rf,(u,',vj) -8,)|| = Jacobir(u;,v;) 8,8, . (3.9
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Opgave 3.5. Bevis denne pastand: Arealet af et parallelogram er lengden af krydsproduktet af
de to vektorer, der udsp@nder parallelogrammet.

Summen af disse 1alt nm arealer er klart en god approksimation til arealet af hele fladestykket,
saledes at vi har

m n
Aapp(n,m) = Z ZAAij =
j=1li=1 j

m
=1

Y Jacobir(ui,v;) - 8,8, (3.10)
i=1

Da ovenstaende sum er en dobbelt integralsum for den kontinuerte funktion Jacobi,(u,v) over
parameter-rektanglet [a,b] X [c,d] far vi i greensen, hvor n og m begge gar mod uendelig (se
afsnit 1.3):

d b
Agpp(n,m) — A = / / Jacobiy(u,v)dudv for n,m-—o . (3.11)
c a

Dette er begrundelsen for definitionen af arealet af en parametriseret flade som angivet oven-
for, nemlig som fladeintegralet af den konstante funktion 1.

Figur 3.1: Kegle-fladen er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) = (ucos(v),usin(v),u), u €
[—1,1], v € [-m,7]. Et system af koordinatkurver pa fladen er vist til venstre og de tilsvarende areal-
approksimerende parallelogrammer er vist til hgjre. Figurerne er del af output fra Integrator6-
kommandoen fladeInt.

Opgave 3.6. Vis, at den givne parameterfremstilling i Figur 3.1 hverken er reguler eller en-
entydig. Overvej, om der findes en reguler parameterfremstilling for keglefladen.

Opgave 3.7. Hvorfor er de approksimerende parallelogrammer pa den gvre halvdel af kegle-
fladen 1 Figur 3.1 mindre end de tilsvarende parallelogrammer (med samme afstand til toppunk-
tet) pa den nedre halvdel?

Opgave 3.8. Vis, at de approksimerende parallelogrammer i Figur 3.2 alle er kvadrater.
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Figur  3.2: Denne vindelflade er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(sinh(u) cos(v),sinh(u)sin(v),v). Figuren er del af output fra Integrator6-kommandoen fladeInt
og viser en approksimation af fladen med parallelogrammer, som faktisk alle er kvadrater af forskellig
stgrrelse. Se opgave 3.8.

Masse

Hvis vinu antager, at hvert enkelt parallelogram i (3.8) tildeles en konstant massetathed givet ved
verdien af funktionen f(x,y,z) i parallelogrammets kontaktpunkt med fladen, sa far vi massen
af det (i, j)’te parallelogram :

AM;; = f(x(ui,v;),y(ui,vj),z(ui,v;j)) Jacobiy(u;,v;) - 6,0, = f(r(u;,v;)) Jacobir(u;,v;)- 8,0,

Den totale masse af hele systemet af parallelogrammer er derfor fglgende, som er en god ap-
proksimation til massen af hele fladen nar denne gives massetetheden f(r(u,v)) i punktet r(u,v).

Mapp(n,m) = ii i

Dette er en dobbelt integralsum for den kontinuerte funktion f(r(u,v)) Jacobiy(u,v) over
parameter-rektanglet [a,b] X [c,d]. Vi far altsa i greensen, hvor n og m gar mod uendelig:

||M=

r(u;,v;)) Jacobir(u;,v;) - 8,0, . (3.12)

Mapp(n,m) — M = / / v))Jacobiy(u,v)dudv for n,m-—oo . (3.13)

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af en parametriseret flade med massetathe-
den f(r(u,v)) og dermed ogsa den generelle definition af fladeintegralet, Definition 3.1.
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3.3 Omdrejningsflader

Omdrejningsflader er de specielle flader, der fremkommer ved at dreje en plan kurve omkring en
ret linje (omdrejningsaksen) som ogsa ligger i samme plan. Kurven kaldes en profil-kurve eller
en frembringer-kurve. Det antages, at profilkurven ikke sk@rer omdrejningsaksen. Profilkurven
veelges typisk i (x,z)-planen og drejes om z-aksen i et (x,y,z)-koordinatsystem. Profil-kurven
kan sa reprasenteres ved en parameterfremstilling saledes:

Gr: r(u) = (gu),0,h(u) eR® | uelab] |, (3.14)

hvor g(u) > 0og h(u) er givne funktioner af parameteren u. Den omdrejningsflade, der fremkom-
mer ved at dreje Gy en hel gang omkring z-aksen har derfor parameterfremstillingen:

FGr: r(u,v) = (g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(u)) eR® , uelab],vel[-nn] . (3.15)

Figur 3.3: Omdrejnings-fladen her er givet ved parameterfremstillingen r(u,

(g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(u)) , u € [-m,7w], v € [-m,7], hvor g(u) = I + Lsin(u) og h(u) = u .

Figurerne er del af output fra fladeInt.

~—

Opgave 3.9. Vis, at Jacobifunktionen Jacobiy(u,v) for parameterfremstillingen r(u,v) for den
generelle omdrejningsflade F Gy 1 (3.15) er givet ved

Yacobiy(u,v) = () \/ (' (1)) + (g'(w))? . (3.16)

3.4 Det ortogonale fladeintegral, fluxen

Lad V(x,y,z) vere et vektorfelt i rummet, se evt. Kapitel 8 afsnit 8.1. Det orfogonale fladeinte-
gral - ogsa kaldet fluxen af V(x,y,z) gennem en given parametriseret flade F; er fladeintegralet
af projektionen (med fortegn) af V(r(u,v)) pa fladens normal reprasenteret ved den enhedsvek-
tor, der er proportional med krydsproduktet r/,(u,v) x r,,(u,v) (hvor dette er forskelligt fra 0).
Integranden f i fladeintegralet er da givet ved skalarproduktet (prikproduktet)

f(e(u,v)) = V(r(u,v))-np(u,v)
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Figur 3.4: Denne torus er omdrejningsfladen givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(u)) , u € [-n,x| , v € [-w,n|, hvor nu g(u) = 2+ cos(u) og h(u) = sin(u) .
Figurerne er del af output fra fladeInt.

hvor ng (u,v) er defineret ved

aruy | F) X)) X )] hisE ) ) # O
0 hvis r)(u,v)xr,(u,v) =0

Fluxen af V gennem F; i retningen ng er derfor relativt simpel at udregne - vi behgver ikke fgrst
at finde leengden af r},(u,v) x r/,(u,v) (jevnfer omformningen af det tangentielle kurveintegral):

Flux(V, ) = /F Vongdy
_ / ‘ / ” (V(t(tv)) - (1)) Tacobie (u,v) duudv
_ /Cd/ab (V(r(u,v)) - np(,v) [[F(,v) % ¥, (1,9) | duedv
_ LdLbV(r(u,v))-(r;(u,v) % ¥, (u,v)) dudv

Bemeerkning 3.10. Tilsvarende kan man definere det tangentielle fladeintegral Tan(V,F;) af
V over fladen F; ved at projicere V(r(u,v)) vinkelret ind pa tangentplanen til F; (udspandt
af r),(u,v) og r}(u,v) i punktet r(u,v)) og dernest finde fladeintegralet af leengden af denne
projektion (som funktion af (u,v)).

(3.17)

Bemarkning 3.11. Bemark igen, at den sidste integrand i (3.17) er kontinuert og dermed in-
tegrabel, selv om det ikke umiddelbart fremgar af definitionen, idet vektorfeltet ng(u,v) ikke
ngdvendigvis er kontinuert - medmindre r(u,v) er en regulaer parameterfremstilling.

Opgave 3.12. Vis, at parameterfremstillingen i Figur 3.5 hverken er reguler eller en-entydig.
Find en reguler og en-entydig parameterfremstilling for kalotten. Vis, at arealet af kalotten er
uath@ngigt af de valgte parameterfremstillinger. Bestem det tangentielle fladeintegral for vektor-
feltet V(x,y,z) = (0,0, z) langs kuglekalotten.
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Figur 3.5: Denne kalot af en kugleflade er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(sin(u)cos(v),sin(u)sin(v),cos(u)) , u € [0,5] , v € [-m, 7. Vektorfeltet er givet ved V(x,y,z) = (0,0,2).
Et system af koordinatkurver pa fladen er vist til hgjre sammen med vektorfeltet evalueret i koordi-
natkurvernes skaeringspunkter. Figurerne er en del af output fra fluxInt-kommandoen anvendt pa den
givne parameterfremstilling og det givne vektorfelt.

Opgave 3.13. Et solfangertag har form som en enheds-halvkugleflade, dvs. den del af enhedsku-
glefladen med ligningen x? +y? +z> = 1 som ligger over (x,y)—planen, se Figur 3.6 i midten.

Lad os — lidt simplificerende — antage, at Solen straler fra en skyfri himmel ind pa sol-
fangertaget til et givet "tidspunkt’ ¢ langs det enhedsvektorfelt i rummet, som til tiden ¢ er
parallelt med vektoren V = V(¢) = (0, —cos(t), —sin(¢)) hvor ¢ € [0, 7.

Solen star altsa op til tiden r = 0 og sender lige pa det tidspunkt vandrette straler parallelt
med y-aksen i retningen (0,—1,0). Midt pa dagen, til tiden 7 = % er strilerne lodrette og
parallelle med z-aksen i retningen (0,0,—1). Til tiden # =  gar solen ned, men lige fgr

det sker, sender den (nzsten) vandrette straler parallelt med y-aksen i retningen (0, 1,0).

Den energi solfangeren optager pr. arealenhed og pr. tidsenhed pa et givet sted antages at
vere lig med prikproduktet V - n mellem Solstrale-vektorfeltet V og tagfladens indadret-
tede enhedsnormalvektor n pa stedet. Bemark, at det indadrettede normalfelt n ikke ngd-
vendigvis er lig med ng, som jo afthanger af den valgte parametrisering af taget.

Spgrgsmal A:
1. Begrund antagelsen om, at energioptaget er lig med prikproduktet V - n, og bemerk,
at energioptag selvsagt kun kan finde sted hvor omtalte prikprodukt er positiv.
2. Hvad er solfangerens energioptag pr. tidsenhed pa et givet tidspunkt, #, pa dagen?
3. Hvad er solfangerens totale energioptag pa ’en dag’?
Spgrgsmal B: Antag at vi ’skrumper’ kalotten fra spgrgsmal A til det solfangertag, der

vises til venstre 1 Figur 3.6, dvs den del af enhedskuglefladen X2+ y2 +(z+ %)2 =1, som
ligger over (x,y)—planen.
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1. Hvad er denne solfangers energioptag pr. tidsenhed pa et givet tidspunkt, 7, pa dagen?

2. Hvad er solfangerens totale energioptag pa "en dag’?
e Spgrgsmal C:

1. Hyvilket af de to solfangertage, der blev undersggt i spgrgsmal A og B, giver det stgrste
totale energioptag pr. dag pr. areal (dvs. i forhold til tagenes areal)?

2. Hvilket af de to solfangertage, der blev undersggt i spgrgsmal A og B, afgrenser
(sammen med (x,y)—planen) det stgrste rumfang i forhold til det totale energioptag
pr. dag?

Figur 3.6: Solfangertagene i Opgaverne 3.13 og 3.17.

Opgave 3.14. Samme spgrgsmal (spgrgsmal A) som i opgave 3.13 men nu for det tag, der har
form som grafen for f(x,y) = 1 — |x| over det kvadratiske omrade (x,y) € [—1,1] x[—1,1] i
(x,y)-planen. Se Figur 3.7 til venstre. Derudover:

e Spgrgsmal D:
Antag, at solfangertaget roteres /2 omkring z-aksen, saledes at tagryggen bliver parallel
med x-aksen. Hvad er sa den roterede solfangers totale energioptag pa "en dag’?

e Spgrgsmal E:
Antag, at solfangertaget kun roteres henholdsvis /6, /4, og /3 omkring z-aksen, sdledes
at tagryggens vinkel i forhold til y-aksen bliver skiftevis netop disse vinkler. Hvad er de
roterede solfangeres totale energioptag pa "en dag’?

Opgave 3.15. Samme spgrgsmal (spgrgsmal A, D, og E) som i opgaverne 3.13 og 3.14 men nu
for det tag, der har form som grafen for f(x,y) = 1 —x? over det kvadratiske omride (x,y) €
[—1,1] x [=1,1] i (x,y)-planen, se Figur 3.7 i midten.
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Figur 3.7: Solfangertagene i opgaverne 3.14, 3.15, og 3.16 henholdsvis.

Opgave 3.16. Samme spgrgsmal (spgrgsmal A) som i opgave 3.13 men for det tag, der har form
som grafen for funktionen f(x,y) = 2 —+/x2+y? over cirkelskiven med radius 1 og centrum i
(0,0) i (x,y)-planen, se Figur 3.7 til hgjre.

Opgave 3.17. Solfangertaget til hgjre i Figur 3.6 bestér af den del af enhedskuglefladen x* +y? +

(z—3)* = 1, som ligger over (x,y)—planen. Sammenlign dette soltag med de to andre soltage
som er vist 1 den figur (og undersggt i Opgave 3.13), dvs.:

1. Hvilket af de tre solfangertage giver det stgrste totale energioptag pr. dag pr. areal?

2. Hvilket af de tre solfangertage afgrenser (sammen med (x,y)—planen) det stgrste rumfang
i forhold til det totale energioptag pr. dag?
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Kapitel 4

Planintegraler

Figur 4.1: Dette omrade i planen er givet ved fglgende parameterfremstilling, der reprasenterer polcere
koordinater i planen: r(u,v) = (ucos(v), usin(v)), u € [0,1], v € [—n, n|. Figurerne er del af output fra
planIntApprox-kommandoen. Parameterrektanglet ses til venstre. Den deformeres og afbildes (ved brug
af r) pa det plane omrade i midten. Til hgjre er antydet placeringen og stgrrelsen (panzar en faktor 4) af de
til det givne net hgrende approksimerende parallelogrammer (her: rektangler).

4.1 Hvad er et omrade i planen?

Et plant omrade kan betragtes som en flade, der ligger helt i en plan, f.eks. i (x,y)-planen. Plan-
integraler er derfor fladeintegraler. Specifikt har vi derfor ogsa direkte fglgende motiverede defi-
nitioner:

Et parametriseret omrade i planen er givet ved en parameterfremstilling

Pe: r(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) €R* | ucla,b],velcd . 4.1)

Definition 4.1. Lad f(x,y) betegne en kontinuert funktion pi R?. Planintegralet af funktionen f
over det parametriserede omrdde Py defineres ved

/Prfdu = /cd /abf(r(u,v)) Jacobiy(u,v)dudv 4.2)

33
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hvor
Jacobir(u,v) = ||r},(u,v)]| ||r},(u,v)]| sin(8(u,v)) 4.3)

er arealet af det parallelogram i planen, der pa stedet ¥(u,v) udspeendes af de to tangentvektorer
r),(u,v) og v\ (u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punktet r(u,v) i planen (funktionen
O(u,v) € [0, | betegner vinklen mellem disse tangentvektorer).

Figur 4.2: Parabelkoordinater. Dette omrade i planen er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =

(uv,5(u*—1?)) , u€[—1,1], v € [0,1]. Figuren til hgjre antyder igen et system af areal-approksimerende

parallelogrammer. Figurerne er del af output fra planIntApprox-kommandoen.

Figur 4.3: Elliptiske koordinater. Dette omrade er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(cosh(u)cos(v),sinh(u)sin(v)) , u € [0,1] , v € [—=, 7] . Figurerne er del af output fra planIntApprox-
kommandoen.

Definition 4.2. Parameterfremstillingen (4.1) siges at veere en reguler parameterfremstilling for
det plane omrade hvis der geelder fplgende:

Jacobiy(u,v) >0 foralle wu€la,b],velc,d . 4.4

Definition 4.3. Som for parametriserede flader siges parameterfremstillingen i (4.1) at veere
en-entydig hvis forskellige punkter i definitionsmengden afbildes i forskellige punkter i billed-
meengden i planen.
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Opgave 4.4. Vis, at Jacobi(u,v) (i (4.4)) ogsa kan findes som den numeriske verdi af determi-
nanten af den matrix, der som sgjler har koordinaterne for de to vektorer r),(u,v) og r),(u,v).
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Kapitel 5

Rumintegraler

5.1 Hvad er et rumligt omrade?

Et parametriseret rumligt omrade er pa samme made som kurver og flader givet ved en parame-
terfremstilling, nu med fglgende form
Qr: r(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) € R®

u€la,bl,veled], welh,l| (5.1)

Definition 5.1. Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion pd R3. Rumintegralet af funktionen
f over det parametriserede rumlige omrade Q. defineres ved

[ pd b
/Qrfd,u:/h/c/af(r(u,v,w))Jacobir(u,v,w)dudvdw ,  hvor (5.2)

Jacobir(u,v,w) =| [}, (u,v,w), ¥l (u,v,w), ¥, (u,v,w)]|

, ) ) (5.3)
=| (r,(u,v,w) x ¥}, (u,v,w)) -1, (e, v, w) |

er volumenet (her beregnet som et rumprodukt) af det parallelepipedum, der pa stedet r(u,v,w)

udspeendes af de tre koordinatkurve-tangentvektorer r, (u,v,w) , ¥, (u,v,w) og r.,(u,v,w).

Opgave 5.2. Vis, at Jacobi,(u,v,w) ogsa kan findes som den numeriske verdi af determinan-
ten af den matrix, der som sgjler har koordinaterne for de tre vektorer r/,(u,v,w), ¥, (u,v,w) og
rl,(u,v,w).

Bemearkning 5.3. Parameterfremstillingen i (5.1) kaldes en reguler parameterfremstilling hvis
Jacobiy(u,v,w) > 0 foralle u € [a,b] , v € [¢,d], w € [h,]].

Definition 5.4. Som for kurver og flader vil vi kalde parameterfremstillingen i (5.1) en-entydig
hvis forskellige punkter i definitionsmengden afbildes i forskellige punkter i billedmeengden.

Definition 5.5. Volumenet af det rumlige omrdde

Qr: r(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) , u€la,b],veled], we |hl]
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defineres som rumintegralet af den konstante funktion 1:

I prd rb
Vol @) = [ 1du= /h / / Jacobiy (i, v,w) dudvdw | (5.4)
r C a

y

Figur 5.1: Billeder af det rumlige omrade givet ved parameterfremstillingen r(u,v,w) =
(uvcos(w),uvsin(w), 3(u?> —v*)), u € [3,1], v € [5,1], w € [n,2n]. Figurerne viser to systemer af

volumen-approksimerende parallellepipida. Figurerne er del af output fra rumInt-kommandoen.

Opgave 5.6. Vis, at parameterfremstillingen i Figur 5.1 er reguler og en-entydig.

\\/\\\/\\’7\
A WATIATA A
IZANVANYANvANYS
V77

A OA A ATATA
v e I

174

Av4 SR

A A A7
17 A

A A
7

)
Ve
N

Figur 5.2: Det rumlige omrade i Figur 5.1 opnas ved at vektorafbildningen r deformerer (u,v,w)-
parameterkassen (til venstre) ind i (x,y,z)-rummet (som vist til hgjre). Forskriften for deformationen er
netop givet ved parameterfremstillingen r(u,v,w) = (uvcos(w),uvsin(w), 2(u> —v?)) ,u € [§,1], v €

12
(3.1], w € [, 2]
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5.2 Motivering af rumintegralet

Intervallerne [a,b], [c,d] og [h,l] inddeles i henholdsvis n, m og g lige store dele. Sa har hvert
u-delinterval l&ngden 8, = (b — a)/n, hvert v-delinterval har leengden 8, = (d — ¢)/m og hvert
w-interval har lengden d,, = (I — h)/q. Tilsvarende bliver delepunkternes koordinater i (u, v, w)-
parameteromridet (som her er det retvinklede kasse-omréde [a,b] x [c,d] x [h,k] i R?, se Figur
5.2):

(ulavlawl) = (a,c,h),
(ui,vj,wi) = (a+(i—1)8,,c¢+ (j—1)8y,h+ (k—1)3,), (5.5)

(b,d,l) = (a+ndy,,c+md,,h+qd,)

Med hvert af disse faste punkter (u;,v;,wy) som udviklingspunkt kan vi igen Taylor-udvikle
hver af de 3 koordinat-funktioner for r(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) til fgrste orden
og med tilhgrende epsilon-funktioner:

r(u,v,w) = r(u;,vj,wg)
—|—r;(ui,vj,wk) (u—u)
+r'v(u,~,vj,wk) . (V—Vj) (5.6)
—l—r:v(ui,vj,wk) (w—wy)
+ Piji - €ij (U —ui, v —vi,w—wi)

hvor u € [uj, ui+8,],v € [vj,vj+8,],w € [wj,w;+3,]. Afstanden mellem det variable
punkt (u,v,w) og det faste punkt (u;,v;,wy) i parameteromradet betegnes med p;jx og vi har
som far € jx(u—u;,v—v;,w—wy) — 0 for (u—u;,v—v;,w—wi) — (0,0,0) .

Hvert parameter-delomrade eller delkasse [u;,u; +8,] X [v;,v;+ 8,] X [wi, wi + ] afbildes
pa det rumlige billed-omrade r(u,v,w), u € [u;,u; +93,],v € [v;,v;+0,],w € [wi, wr +d,] i bille-
drummet og dette omrade kan vi approksimere med den lineere del af udtrykket i (5.6), som fas
ved at fjerne €; j;-bidraget fra hgjre side i (5.6):

rappijk (u7v7 W) = l'(bl,',Vj,Wk)
—|—r;(u,~,vj,wk) (u—u;)
+r<}(uiavj7wk) ' (V— V])

), (ui,vj,we) - (w—wg)

5.7

hvor vi stadig har at u € [u;, u;+8,],v € [vj,v;+8,] ,w € [w;, wj+38,].
Disse line®re rumlige approksimationer er parallelepipeda, som udspandes af de tre tan-
gentvektorer ¥, (u;,vj,wi) -8y, T, (ui,vj,wi) -8, og 1, (ui,vj,wi)-dy .
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Volumen

Hvert enkelt af de ialt nmq approksimerende parallelepipeda har et volumen. Volumenet af det
(i, j,k)’te parallelepipedum er den numeriske verdi af rumproduktet af de tre vektorer, der ud-
spender det pageldende parallelepipedum:

Aol = [y, (i, vj, wi) - 8u), () (i, v, wi) - 8,), (1, (ui, v, wi) - 8] |

5.8
= Jacobir(ui, Vi, Wk) . SMSVSW ( )

Opgave 5.7. Bevis denne pastand: Volumenet af et parallelepipedum er den numeriske verdi af
rumproduktet af de tre udspandende vektorer.

Summen af de ialt nm g volumener er en god approksimation til volumenet af hele det rumlige
omrade, saledes at vi har

I
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Da ovenstiaende sum er en tredobbelt integralsum for den kontinuerte funktion Jacobiy(u,v,w)
over parameter-kassen [a, b] X [c,d] X [h, 1] far vii greensen, hvor n, m og q alle gar mod uendelig:

I rd b
Volapp (n,m,q) — Vol = / / / Jacobir(u,v,w)dudvdw for n,m,q —o . (5.10)
h Jc Ja

Dette er begrundelsen for definitionen af volumenet af et parametriseret omrade i rummet
som angivet ovenfor, nemlig som rumintegralet af den konstante funktion 1.

z

&

ne
ne

Figur 5.3: Dette rumlige omrade er defineret ved hjelp af sikaldte Maxwell-Cylinderkoordinater. Param-
eterfremstillingen for omradet er fglgende: r(u,v,w) = (14 u+exp(u)cos(v),v+exp(u)sin(v),w) , u €
[—i, }‘] , v € [—m,m|, we [—1,1]. Til hgjre er vist et system af approksimerende parallelepipeda (panar
en faktor 8). Figurerne er konstruerede med rumIntApprox-kommandoen.
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Masse

Hvis vi nu antager, at hvert enkelt parallelepipedum givet ved (5.7) tildeles en konstant mas-
setzethed som er givet ved veerdien af funktionen f(x,y,z) pa stedet r(u;,v;, wi), sa bliver massen
af det (i, j, k) te parallelepipedum:

AM;ji = f(x(ui,vj,wie), y(ui, v, wi),z(ui, v, wi)) Jacobiy(u;, v, wi) - 6,8,8,,

= f(r(ui,vj,wi)) Jacobir (ui, v, wi) - 88,8, (5.11)

Den totale masse af hele systemet af appproksimerende parallelepipeda er derfor fglgende,
som ngdvendigvis er en god approksimation til massen af hele det rumlige omrade:

|
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Mapp(namaq)
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(5.12)
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f(r(ui,vj,wi)) Jacobir (u;,vj, wi) - 8,8,
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Dette er en tredobbelt integralsum for den kontinuerte funktion f(r(u,v,w)) Jacobiy(u,v,w)
over parameter-kassen [a,b] X [c,d] x [h,l]. Vi far i gr@nsen, hvor n, m og ¢ gar mod uendelig:

I pd rb
Mapp (n,m,q) — M = / / / f(r(u,v,w))Jacobiy(u,v,w)dudvdw
h Jc Ja

for n,m,q — o

(5.13)

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af et parametriseret omrade med massetethe-
den f(r(u,v,w)) og dermed ogsa den generelle Definition 5.1 af rumintegralet.
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Figur 5.4: Dette rumlige omrdde er givet ved parameterfremstillingen r(u,v,w) =
(u sin(v) cos(w),u sin(v)sin(w),ucos(v)) ,u € [1,2],v € [0,n],w € [—m,7n]. Koordinatkurverne
pa en af de afgrensende sideflader er vist til venstre og et system af volumen-approksimerende
parallellepipida er vist til hgjre. Figurerne er konstruerede med rumInt-kommandoen.
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Opgave 5.8. 1 Figur 5.4 betragtes fglgende parametrisering af et rumligt omrade:
r(u,v,w) = (usin(v)cos(w),u sin(v)sin(w),u cos(v)) , u € [1,2] , ve€ [0,n] , w € [T, 7]

Ved afbildning af det kasseformede parameteromrade forventes ialt 6 sideflader for billed-mang-
den. Vi ser pa figuren til venstre kun een af de 6 sideflader. Hvor er de andre og hvordan ser de
ud?

5.3 Omdrejningslegemer

Omdrejningslegemer er de specielle rumlige omrader, der fremkommer ved at dreje et plant

omrade (f.eks. defineret i (x,z)-planen) omkring en omdrejningsakse i samme plan (z-aksen),

som antages at ligge udenfor omradet. Jeevnfgr definitionen af omdrejningsflader i afsnit 3.3.
Det plane omrade - profilomradet - repraesenteres ved en parameterfremstilling saledes:

P r(uv) = (g(u,v),0,h(u,v)) €R® | ucla,b],velcd , (5.14)

hvor g(u,v) > 0 og h(u,v) er givne funktioner af parametrene u og v. Det rumlige omrade, det
legeme, der fremkommer ved at dreje profilomradet en hel gang omkring z-aksen har derfor
parameterfremstillingen:

QP : r(u,v,w) = (g(u,v)cos(w), g(u,v)sin(w), h(u,v)) €R> |

u€labl,veled|,we|[-n,m| (5.15)

Figur 5.1 viser halvdelen af et omdrejningslegeme. Figur 5.4 viser overfladen af et om-
drejningslegeme defineret ved brug af kuglekoordinater. Cylinder-koordinater i rummet giver
tilsvarende velkendte omdrejningslegemer som f.eks. det, der er vist i Figur 5.5.

Opgave 5.9. Vis, at Jacobifunktionen Jacobiy(u,v,w) for parameterfremstillingen r(u,v,w) for
det generelle omdrejningslegeme QP; i (5.15) er givet ved

Jacobir(u,v,w) = g(u,v)|g,(u,v) 1, (u,v) — I, (u,v) g, (u,v)| . (5.16)

Opgave 5.10. En omdrejnings-flaske (eller -fad?) er (paner bunden) givet ved sin profilkurves
parameterfremstilling i (x,z)—planen saledes:

Gr: r(u) = (gu),0,h(w)) cR® |, ucio,1] (5.17)

hvor
g(u) = 2(Ry —Ro)u® +3(Ry — Ry u* + R,
h(u) =Hu

for passende valg af positive konstanter R, R, og H.

(5.18)

1. Tegn (plot med Maple) forskellige versioner af disse omdrejningsflader, se f.eks. Figur 5.6.
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Figur 5.5: Cylinderkoordinater. Dette rumlige omrade er givet ved parameterfremstillingen r(u,v,w) =
(8(u,v)cos(w), g(u,v)sin(w), h(u,v)) , u€ [0,1], ve [~} 1], we [~ ], hvor g(u,v) = u og h(u,v) =

v. Figurerne er konstruerede med rumIntApprox-kommandoen.

2. Vis, at omdrejningsfladen star vinkelret pa (x,y)—planen for ethvert valg af positive kon-
stanter Ry, Ry, og H.

3. Hvor meget rumfang (vand, f.eks.) kan omdrejningsfladen ’indeholde’ for givne vardier
af positive konstanter Ry, Ry, og H?

4. Hvad er arealet af overfladen af omdrejningsfladen + bund for givne verdier af positive
konstanter R, Ry, og H?

5. Hvilke(t) valg af konstanter giver mest rumfang pr. overfladeareal?

5.4 ’Arkitektonisk’ motiverede rumfang og overflader

Opgave 5.11. Inspireret af Malmg’s Turning Torso er det en interessant opgave at finde rumfang
og overfladeareal af forskellige "snoede’ bygningsvarker:

1. Find en parameterfremstilling for det rumlige omrade, der er vist i Figur 5.7 til venstre
og i midten. Valg selv dimensionerne pa din bygning. Vink: De opadgéende sidelinjer er
skruelinjer, se eksempel 2.5.
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Figur 5.6: Dele af henholdsvis omdrejnings-flaske og -fad, se Opgave 5.10.

2. Hvad er rumfanget af din bygning?
3. Hvad er overfladearealet af bygningens sidevaegge?

4. Med fastholdt hgjde og tvarsnitsfigur: Vis, at rumfanget er uathengig af drejningstallet
(det antal gange tvarsnitsfiguren drejes fra bund til top - for Torsoen er drejningstallet
411)- Hvordan afhanger overfladearealet af drejningstallet? Med hvilket drejningstal fas det
stgrste volumen pr. rumfang?

Figur 5.7: Fem-kantet Turning Torso model og ’the real thing in Malmg’.
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Opgave 5.12. Find parameterfremstillinger af de to (hgjeste) tarne der vises i Figur 5.8. Valg
selv dimensionerne. Vink: Tarnet i venstre billede har elliptiske tveersnit. Find rumfang og over-
fladeareal for hver af bygningerne.

Figur 5.8: China - Canadian projekt.
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Kapitel 6

Massemidtpunkter

6.1 Hvad er et massemidtpunkt?

Lad L, betegne enten en parametriseret kurve K; eller flade F; eller et parametriseret omrade Q,
i rummet med en given vagtfunktion (massetethed) f = f(x,y,z).

Definition 6.1. Massemidtpunktet Cm af L, med masseteethedsfunktion f = f(x,y,z) defineres
som det punkt i rummet, der har fplgende koordinater med hensyn til et seedvanligt retvinket
(x,y,z) —koordinatsystem:

1
C(Le ) = ([ x-fau, [y fau, [ 2 faw) ©.1)
Ly Ly Ly
hvor M betegner den totale masse af Ly:
M = / fdu . (6.2)
Ly

Specielt for et rumligt omrade Q,, som er givet ved en parameterfremstilling af formen (5.1),
far vi derfor fglgende udtryk for beregning af massemidtpunktets koordinater. Hvis vi betegner
koordinaterne med Cm(Qy, f) = (Cy,C2,C3) har vi:

1 ¢l pd b
C1:—// /x(u,v,w)f(r(u,v,w))Jacobir(u,v,w)dudvdw ,
MJn Je Ja
1 ¢l opd b
CZZM// /y(u,v,w)f(r(u,v,w))Jacobir(u,v,w)dudvdw , (6.3)
h
1 Cd ab
C3:_///Z(u,v,w)f(r(u,v,w))Jacobir(u,v,w)dudvdw ,
MJn Je Ja
hvor

I pd b
M:/h/c/af(r(u,v,w))Jacobir(u,v,w)dudvdw . (6.4)

Kommandoen rumCm fra Integrator6-pakken (eller tilsvarende kurveCm, planCm, fladeCm,
henholdsvis) beregner massemidtpunkter og viser deres placeringer 1 forhold til det aktuelt givne
vagtede objekt; se eksempelvis Figurerne 6.1 og 6.2.
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Figur 6.1: Det her viste rumlige omrade er givet ved fglgende parameterfremstilling r(u,v,w) =
(usin(v) cos(w), usin(v)sin(w), ucos(v)), u € [4,2], v € 22, %] ,w € [, §]. Figurerne viser massemidt-
punktet for en afskaret del af en kuglekalot-skal. Vagtfunktionen er konstant f(x,y,z) = 1. Til hgjre ses
en antydning af et system af approksimerende parallelepipeda. De er ensfarvede fordi vaegtfunktionen her

er konstant. Figurerne er output fra rumCm-kommandoen.

6.2 Hvad er et kraftmoment?

Definition 6.2. Lad Q. betegne et parametriseret rumligt omrade med en given vegtfunktion
(masseteethed) f = f(x,y,z). Lad V = V(x,y,z) betegne et vektorfelt i rummet. Det totale Kraft-
moment af V pa Q, omkring et punkt p (med stedvektoren r, ) defineres ved :

K(Qr7f7v7p) :/Q f'(r—rp)XVd‘u
' (6.5)
— /hl /d /bf(l'(u,V, w)) (r(u,v,w) —rp) x V(r(u,v,w)) Jacobir(u,v,w) dudvdw .

Bemearkning 6.3. Kraftmomentet K (engelsk: torque) er en vektor fordi integranden i (6.5) er
et vektorielt krydsprodukt. Integralet skal altsa forstas saledes, at hver enkelt af de tre koordinat-
funktioner for integranden skal integreres over det rumlige omrade.

Opgave 6.4. En massiv bjelke i rummet er givet ved l&ngde, bredde, og hgjde henholdsvis: 2,
2/5,0g 1/5.Bjelken ligger vandret, har konstant massetethed 1 og er pavirket af "tyngdekraft’-
vektorfeltet V = (0,0,—10). Bestem kraftmomentet af V pa bjalken omkring et af bjelkens
endepunkter. Se Figurerne 6.3 og 6.4.

Opgave 6.5. Antag, at f = 1 i ligning (6.5) og lad V betegne en vilkarlig konstant vektor,
V(x,y,z) = (o,B,7y). Antag yderligere, at punktet p velges i massemidtpunktet for et givet
rumligt omrade Q. Vis, at under disse forudsatninger gelder: K = 0. Gealder dette ogsa
(uathengigt af o, B,y) hvis f ikke er en konstant funktion? Gelder det for andre punkter p
end massemidtpunktet?
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Figur 6.2: Det rumlige omrade givet ved parameterfremstillingen (vf. figur 6.1): r(u,v,w) =
(usin(v) cos(w), usin(v)sin(w), ucos(v)),u € [5,2],v € [22,2] ,w € [-=,3]. Figurerne viser igen
massemidtpunktet for den massive kuglekalot-afskering. Men vagtningen er her givet ved massetetheds-
funktionen f(x,y,z) = 1 — %y, saledes at massemidtpunktet er tydeligt forskudt i forhold til den ho-
mogene, konstante vaegtning i forrige figur 6.1. Til hgjre ses igen en antydning af et system af ap-
proksimerende parallelepipeda. De er her graskala-farvede for at antyde den tilsvarende vegtfordeling.
Figurerne er output fra rumCm.

Opgave 6.6. Benyt resultatet i ovenstaende opgave til at forklare vagtstangs-princippet: Betragt
en igvrigt vaegtlgs og retlinet vippe med total lengde L 1 det sedvanlige konstante tyngdefelt.
Antag at vippen er understgttet i et omdrejningspunkt pa midten. Vi placerer sa en masse m; pa
vippen i afstanden 7 til hgjre for omdrejningspunktet og en masse m; i afstanden r; til venstre for
omdrejningspunktet. Sa er systemet i ligevagt - uanset hvilken vinkel vippen danner med vandret
- hvis der gaelder fglgende: m| r; = my rp. Hvor skal masserne placeres for at opna ligevegt (hvis
muligt?) nar vippen ikke er vagtlgs men har en masse-tethed givet ved en funktion f = f(u),
hvor u € [0, L] betegner afstanden fra vippens venstre endepunkt? Hvad sker der hvis vippen er
meget lang, f.eks. L = 14387 km, saledes at tyngdekraft-vektorfeltet ikke l@ngere kan regnes
konstant?
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Figur 6.3: Bjelken i opgave 6.4.

X y

Figur 6.4: Lgsningen til opgave 6.4 illustreret med kommandoen rumKm fra Integrators.



Kapitel 7

Inertimomenter

7.1 Hvad er et inertimoment?

Forestil dig, at vi i rummet roterer en lille partikel med masse AM omkring en akse ¢ med konstant
vinkelhastighed ® séledes at partiklen udfgrer en cirkelbevagelse i den plan, som star vinkelret
pa ¢ og saledes at centrum for cirkelbevagelsen ligger pa ¢ - se Figur 7.1. Sa er den kinetiske
energi i bevaegelsen givet ved Ey;, = %AM v2, hvor v er den konstante fart i cirkelbevaegelsen.
Men denne fart er netop vinkelhastigheden gange cirklens radius, dvs. v = ® dist,, hvor disty
betegner afstanden fra partiklen til aksen. Heraf fglger: Ey;, = %szM distl2 = %0)2 Im(AM,?),
hvor vi dermed har indfgrt betegnelsen Im(AM, ¢) for produktet AM dist%. Stgrrelsen kaldes in-
ertimomentet af partiklen i forhold til den givne akse og er altsa (panar faktoren %) et udtryk
for energien af partiklen nar denne roteres med enheds-vinkelhastighed omkring aksen. For
hvert enkelt parallelepipedum i en given (n,m,q)-approksimation til et givet rumligt omrade
med vagtfunktion f(x,y,z) fis massen AM; i fra (5.11) og dermed bidraget Im(AM; jx, ) til det
approksimerede inertimoment for hele det rumlige omrade. Det totale inertimoment af det rum-
lige omrade i forhold til en fast akse fas dernast pa den nu velkendte made ved at summere alle
bidragene i approksimationen og til sidst betragte grensen n,m,q — oo :

Definition 7.1. Lad Q. betegne et parametriseret rumligt omrade og lad f = f(x,y,z) veere en
(positiv) masse-tethedsfunktion. Lad endvidere { betegne en ret linje i rummet. Inertimomentet
af det f-vaegtede omrade Qi forhold til aksen { er sa givet ved:

Im(Qy, £, 1) = /Q 7 dis du
; (7.1)

I pd rb
= / / / F(r(u,v,w)) dist? (r(u,v,w)) Jacobir(u, v,w) dudvdw
h Jec Ja

Den totale kinetiske energi af Q (med massetetheden f) ved rotation med vinkelhastigheden
o omkring aksen ¢ er derfor:

Epin = %cozlm(Qr, .0 . (7.2)

Der galder fglgende bemerkelsesvardige s@tning om inertimomenter.
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Figur 7.1: En enkelt masse-del roteres med konstant vinkelhastighed om en akse. Energien i bevaegelsen
(og dermed inertimomentet af massedelen i forhold til aksen) er proportional med kvadratet pa afstanden
til aksen. Output fra rumIm-kommandoen.

Seaetning 7.2 (Steiner’s parallelakse-s@tning). Lad Q. betegne et f-veegtet rumligt omrdade med
den totale veegt M (jvf. (6.3)), og lad 0, veere en fast valgt akse gennem punktet p. Lad derncest
Ucm betegne den akse, som er parallel med {,, men som gar gennem massemidtpunktet Cm(Qy., f)
0g lad D betegne afstanden mellem de to akser. Sd geelder fplgende identitet:

Im(Qy, f,£,) = Im(Qy, f,lem) +D*M . (7.3)

Opgave 7.3. Bevis (eller find, lees og forsta i litteraturen et argument for) Steiner’s parallelakse-
setning. Se 1 [Int6] under Int6F_Steiner.mw hvordan Integrator6-kommandoerne kan be-
nyttes til at verificere Steiner’s s@tning i konkrete tilfelde.

Opgave 7.4. Benyt Steiner’s s@tning til at vise fglgende: For et givet f-vagtet rumligt omrade
Q, antager Im(Q;, f,¢) sin mindste veerdi for en akse ¢, der gar igennem massemidtpunktet
Cm<Qr7f)

Opgave 7.5. Benyt Integrator6-pakkens kommandoer kurveIm, fladeIm, rumIm til bereg-
ning af inertimomenterne af en tynd stang, et rektangel, en cirkelskive, en cylinder, en massiv
kasse og en massiv kugleflade, henholdsvis (valg selv dimensionerne). Vagtfunktionen f an-
tages evt. konstant; omdrejningsaksen kan velges som en symmetriakse. Find de tilsvarende
beregninger i litteraturen og sammenlign resultaterne.

Opgave 7.6. Lad Q, betegne en homogen massiv retvinklet kasse med vegtfunktion f(x,y,z) =
1 og sidelengderne henholdsvis 1, 2 og 2. Vis, at der findes et punkt p i rummet, saledes at
inertimomentet Im(y, f,¢,) antager den samme vzrdi for alle valg af akser £, gennem p. Se og
brug eksempelvis Int6E_Inertimomenter.mw.
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Figur 7.2: En del af en massiv kugle-skal roteres om en akse. Figuren viser placeringer af de ap-
proksimerende parallelepipeda i forhold til aksen. Inertimomentet approksimeres af summen af de enkelte
deles inertimomenter. Figuren og det eksakte inertimoment af kugleskallen kan beregnes med rumIm-
kommandoen.

Figur 7.3: Jakob Steiner (1796-1863). Se [Mac].
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Kapitel 8

Vektorfelter og deres flowkurver

8.1 Hyvad er et vektorfelt?

Et vektorfelt V i rummet er givet ved 3 funktioner Vi (x,y,z), Va(x,y,z) og V3(x,y,z) saledes:
V(x,y,z)=(Vl(x,y,z),Vg(x,y,z),\@(x,y,z)) for (X,y,Z) €R3

Nogle vektorfelter er serlig simple; for eksempel de vektorfelter hvor alle 3 koordinatfunk-
tioner er polynomier af hgjest fgrste grad i de rumlige variable (x,y,z), dvs.

V(x,y,2) = (an1x+ a2y + a3z + by ,an1x+axny+ a3z + by ,azix + azy+azzz+b3)

I s fald kan vektorfeltet skrives kort ved hjelp af den matrix, A, der har elementerne a;; og den
vektor, b, der har koordinaterne b;:

Definition 8.1. Et vektorfelt af hgjest fgrste grad er et vektorfelt V(x,y,z), der kan skrives pd
folgende form ved hjcelp af en konstant matrix A og en konstant vektor b:

VI =V (x,y,2) =Axyz" +b" | (8.1)
hvor T betyder transponering af de respektive koordinatmatricer.

Eksempel 8.2. Et konstant vektorfelt, som for eksempel en konstant vind lokalt tet ved jord-
overfladen, er givet ved
V()C,y,Z) =b , (3.2)

hvor b er en konstant vektor, f.eks. b = (0,7,0).

Eksempel 8.3. Et eksempel pa et sakaldt roterende vektorfelt er givet ved
V(X,y,Z) = (_y7x7 1) . (83)

Prgv at plotte vektorfeltet med Maple. Kommandoen er: fieldplot3d.
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Opgave 8.4. Find A og b for vektorfeltet i ovenstaende eksempel. Hvad er sporet af A ? Kan
A diagonaliseres?

Eksempel 8.5. Et eksempel pa hvad vi kunne kalde et eksplosionsvektorfelt er givet ved
V(x,y,2) = (x,32) . (8.4)
Prgv at plotte vektorfeltet med Maple.

Opgave 8.6. Find A og b for vektorfeltet i ovenstaende eksempel 8.5. Hvad er sporet af A?
Kan A diagonaliseres?

Vi vil nu kort begrunde de (dynamiske) navne, som vi har givet vektorfelterne i ovenstaende
eksempler.

8.2 Flowkurver for et vektorfelt

Lad os fgrst repetere fra afsnit 2, at hvis vi har givet en kurve med en parameterfremstilling
saledes

Ke: r(t) = (x(r),y(0),2(t)) €R® | t€a,b]

sa giver denne kurve anledning til et ganske bestemt vektorfelt langs med kurven, nemlig hastig-
hedsvektorfeltet (tangentvektorfeltet) r'(¢) = (xX'(¢), y'(r), Z'(¢)).

Det oplagte omvendte spgrgsmal er nu: Givet et startpunkt p = (xg,y0,z0) 0g givet et vek-
torfelt V(x,y,z) i rummet, findes der da en parametriseret kurve r(¢) igennem p (med r(0) =
(x0,Y0,20) ), saledes at kurvens tangentvektorfelt hele vejen langs med kurven netop er det givne
vektorfelt V(x,y,z) langs med kurven? Hvis det er tilfeeldet vil vi kalde kurven r(z) en inte-
gralkurve eller en flowkurve for vektorfeltet. Disse navne skyldes dels at kurven findes ved in-
tegration (Igsning af et differentialligningssystem) og dels at bevegelsen langs kurven er som
at flyve med det givne vektorfelt, altsa med en fart og en retning, som vektorfeltet angiver pa
ethvert sted for bevaegelsen.

Der gelder nu fglgende fundamentale s&tning.

Seetning 8.7. Givet et vektorfelt V(x,y,z) i rummet som er af hgjest fprste grad. Lad (xo,y0,z0)
betegne et vilkarligt punkt i rummet. Sa findes der netop én kurve r(t), der opfylder de to
betingelser:

£(0) = (x0.y0.20) 08 F'(t) = V(x(1),¥(¢),2(1)) for alle t € [~oo,e0].

Hvis vi har givet et vektorfelt af hgjest fgrste grad, sa kan vi altsa fylde hele rummet med
flowkurver, som hver for sig er definerede for alle vaerdier af de respektive parametre ¢, og som
ikke skerer hinanden.

Bemarkning 8.8. Sxtningen kan udvides til vektorfelter der ikke ngdvendigvis er af hgjest
fgrste grad, men sa er det ikke leengere sikkert, at alle tids-parameterintervallerne for flowkurverne
er hele det dobbeltuendelige interval [—oo,o0|. Integralkurverne for et vektorfelt af hgjest fgrste
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grad kan findes og vises med kommandoerne kurveFlow, fladeFlow, og rumFlow. Output fra
rumFlow er eksemplificeret i figurerne 8.1, 8.2, og 8.3. Hvis vektorfeltet ikke er af hgjest farste
grad er der som sagt ingen garanti for, at flowkurverne kan bestemmes (heller ikke med Maple),
men i visse tilfelde kan kommandoerne alligevel benyttes med succes.

Begrundelsen, beviset, for s@tning 8.7 er kendt fra systemer af linezre koblede differential-
ligninger. Lad os kort repetere ved at finde flowkurverne for de 3 eksempler ovenfor.

Eksempel 8.9. Det konstante vektorfelt V(x,y,z) = (0,7,0) har flowkurver (x(z),y(¢),z(¢)) som
skal opfylde de to betingelser: Begyndelsebetingelsen (x(0),y(0),z(0)) = (x0,Y0,20) og de 3
differentialligninger for x(z), y(¢), og z(¢), som fglger af hastighedsvektor-betingelsen r'(r) =
(X' (1),y'(2),7(t)) = V(x(r),y(t),z(t)) = (0,7,0). De 3 differentialligninger er ikke koblede i dette
tilfeelde og de lgses direkte med de angivne begyndelsebetingelser med fglgende resultat: x(r) =
x0, ¥(t) = yo+ 7t, og z(t) = z9. Dvs. flowkurverne er (ikke overraskende) alle de rette linjer
parallelle med y-aksen, parametriseret sadan at alle har farten 7.

Eksempel 8.10. Eksemplet med roterende vektorfelt V(x,y,z) = (—y,x, 1) har tilsvarende flow-
kurver, der nu tilfredsstiller betingelserne: (x(0),y(0),z(0)) = (xo0,y0,z0) samt differentiallig-
ningerne r'(t) = (X'(¢),y'(¢),7(¢)) = (—y(¢),x(¢),1). Differentialligningerne for x(¢) og y(z) er
koblede line®re differentialligninger med konstante koefficienter og lgses pracis som 1 [LA]
afsnit 7.4. Bemerk, at systemmatricen allerede er fundet i opgave 8.4. Resultatet er x(¢) =
xocos(t) — yosin(z), y(t) = xosin(t) 4+ ypcos(t), og z(t) = zo + t. Disse flowkurver kan findes
og inspiceres med Integrator6-kommandoen rumFlow som vist i filen Int6C_Rum.mw. Det
fremgar ogsa deraf at det er ganske rimeligt at kalde vektorfeltet et roterende vektorfelt. Se Figur
8.1.

Opgave 8.11. Lad V(x,y,z) = (—y,x,0) og benyt rumF1low til at finde flowkurver og bevegelsen
af samme terning som i Figur 8.1 nar tidsintervallet for flowet settes til T = [0,27]. Sammenlign
dernast med virkningen’ af vektorfeltet W(x,y,z) = (—y,2x,0) pa terningen i samme tidsinter-
val. Forklar forskellene pa de to ’virkninger’ af de to forskellige vektorfelter.

Eksempel 8.12. Eksplosionsvektorfeltet
V(xy,2) = (x,3:2)
har flowkurver, der tilfredsstiller:
(x(0),(0),2(0)) = (x0,0,20)
og differentialligningerne
r'(t) = ((1),Y (1), () = (x(2), (1), 2(1))

Differentialligningerne for x(¢), y(¢), og z(¢) er her u-koblede lineere differentialligninger, som
let Igses en af gangen. Resultatet er

x(r) =xoexp(t) ,  y(r)=yoexp(t) , og z(t)=zoexp(r)
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Figur 8.1: Det roterende vektorfelt fra eksempel 8.10 sammen med de integralkurver, som géar igennem en
terning. I Int6C_Rum.mw findes en animation med kommandoen rumF1low, der blandt andet viser, hvordan
terningen roteres, nar hvert enkelt punkt fglger sin flowkurve.

Bemerk, at hvis (x(0),y(0),z(0)) = (0,0,0) sa er (x(r),y(¢),z(t)) = (0,0,0) for alle ¢ € [—oo,00].
Flowkurven ’igennem’ punktet (0,0,0) er derfor ikke nogen egentlig *kurve’ men bestar kun’
af punktet selv. Bemeerk ogsa, at alle andre flowkurver kommer vilkarligt tet pa punktet (0,0,0)
for t — —oo, idet exp(t) — O for r — —oo, men de gér ikke igennem punktet. Hvis vi fglger
flowkurverne 1 Figur 8.2 tilbage i tid fra + = 0 igennem negative verdier vil vi derfor se en
eksponentielt aftagende implosion af terningen. Hvis vi derimod fglger flowkurverne frem i tid
frat = 0igennem stgrre og stgrre positive verdier for ¢ vil vi se en eksponentielt voksende eksplo-
sion af terningen. Flowkurverne kan igen findes og inspiceres med Integrator6-kommandoen
rumFlow som visti Int6C_Rum.mw. Se Figur 8.2.

Opgave 8.13. Lad V betegne vektorfeltet V(x,y,z) = (—x, —2y, —3z) . Find og vis med rumFlow

et passende antal af flowkurverne for vektorfeltet igennem den kugle der har centrum i (1,0,0)

og radius le'
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Figur 8.2: Eksplosionsvektorfeltet fra eksempel 8.12 sammen med de integralkurver, som géar igennem
en terning.

Figur 8.3: Integralkurverne for vektorfeltet fra figur 8.2 igennem en terning samt den tilsvarende defor-
mation af terningen.
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Kapitel 9

Divergens og Gauss’ setning

9.1 Hvad er divergensen af et vektorfelt?

Definition 9.1. Lad V(x,y,z) = (Vi(x,y,2), Va(x,¥,2), V3(x,¥,2) ) veere et vektorfelt i rummet.
Divergensen af V i punktet (xo,y0,z0) defineres saledes:

) 1% V- V-
div(V)(x0,y0,20) = a—l(xo,yo,zo) + a—z(xo,yo,zo) + 8—3(360,)’0720) : ©.1)
X y Z

Eksempel 9.2. Eksplosionsvektorfeltet V(x,y,z) = (x,y,z) har konstant divergens div(V) = 3.
Det roterende vektorfelt V(x,y,z) = (—y,x,0) har ogsa konstant divergens: div(V) =0.

Opgave 9.3. Lad V(x,y,z) = (x+sin(y), z+cos(y), x+y —z). Bestem div(V) i ethvert punkt i
rummet.

Opgave 9.4. Lad V(x,y,z) vare et vektorfelt af hgjest fgrste grad med matrix-fremstilling som i
ligning (8.1). Vis, at divergensen af V(x,y,z) er konstant lig med sporet af A.

Opgave 9.5. Lad V(x,y,z) = grad(h)(x,y,z) vere gradientvektorfeltet for en given funktion
h(x,y,z). Vis, at divergensen af V(x,y,z) er

*h 9*h 9*h

dlv(grad(h)(x,y,z)) = 0x2 + ayz + 022

9.2 Motivering af divergensen: Volumen-ekspansion

Lad os betragte en massiv kugle K, i rummet med radius p og centrum i (0,0,0) og lad os udvide
denne kugle ved at lade alle punkterne i den flyde med flowkurverne for eksplosionsvektorfeltet
V(x,y,z) = (x,,z). Ifglge flow-lgsningerne (fra eksempel 8.12) vokser radius af kuglen med
faktoren €', hvor ¢ er tiden. Det vil sige, at volumenet af kuglen som funktion af flow-tiden
er givet ved: Vol(z) = (4w/3)p>e*. Volumenet af kuglen vokser derfor (til tiden # = 0) med
differentialkvotienten % Vol(z)_, =4n p3.
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Denne veakst i volumen kan vi ogsa finde pa en anden made, nemlig ved at holde gje med
udvidelsen af den massive kugles overflade 0K, nér alle kuglens punkter flyder langs med vektor-
feltets flowkurver. Intuitivt har vi, at hvis prikproduktet imellem vektorfeltet V og den udadret-
tede enhedsnormalvektor n et sted pa overfladen er stor, sa vil den lokale volumenforggelse
tilsvarende vere stor, fordi overfladen pa det sted skubbes hurtigt udad. Dette kan selvfglgelig
modsvares af at prikproduktet et andet sted pa fladen er negativt, saledes at fladen skubbes ind-
ad pa det sted. Kort sagt ma vi forvente, at den totale udadrettede flux af vektorfeltet igennem
overfladen har betydning for volumenforggelsen. Generelt har vi da ogsa fglgende setning:

Saetning 9.6. Lad Q. betegne et vilkarligt parametriseret omrdde i rummet med udadrettet en-
hedsnormalvektorfelt nyq langs overfladen 0Qy. Lad V(x,y,z) betegne et vilkarligt vektorfelt i
rummet. Vi lader alle punkterne i Qy flyde tiden t langs flowkurverne for vektorfeltet V(x,y,z).
Volumenet Vol(t) af omrddet efter denne deformation har da fplgende differentialkvotient til

tident =0: 4
—Vol(t)|lfo = / V -nyodu = Flux(V,0Q;) . 9.2)
dt = 00,

Eksempel 9.7. Vi checker s@tningen i det konkrete tilfeelde med den eksploderende kugle:
Fluxen af eksplosionsvektorfeltet ud igennem kuglens overflade er simpelthen overfladens areal
4mp? gange prikproduktet V - n, fordi dette prikprodukt i dette specielle tilfzlde er konstant:
V-n= V|| =+/x24+y2 472 = p . Derfor er den totale flux 47p>, altsd pracis differentialkvo-
tienten (til tiden ¢ = 0) af volumenet som funktion af deformationstiden ¢. Vi har saledes verifi-
ceret s@tningen i dette specielle eksempel.

Eksempel 9.8. De parametriserede rumlige omrader, vi betragter, har jo sedvanligvis en rand,
der bestar af 6 sideflader. Det betyder, at beregningen af volumenvaksten af omradet ved de-
formationen langs flowkurverne krever beregning af 6 udadrettede flux-bidrag — eet bidrag for
hver sideflade. Dette ggres direkte med Integrator6-kommandoen GaussFlux, der som ar-
gumenter har parametriseringen af det rumlige omrade, parameter-intervallerne, vektorfeltet, og
finhedsnettet, som s@dvanlig. Se eksempler pa beregninger i Int6D_FluxOgDivergens .mw.

For et vilkarligt vektorfelt i rummet kan vi undersgge volumenforggelsen (ved flow langs
vektorfeltets flowkurver) for en lille massiv kugle Kp, der har centrum i et givet punkt, f.eks.
p = (x0,Y0,20) og radius p. Vi Taylor-udvikler vektorfeltets koordinatfunktioner Vi, V, og V3, til
1. orden med udviklingspunkt (xq,yo,z0) og finder den udadrettede flux af vektorfeltet igennem
den lille kugles overflade dK,,. Denne flux divideret med volumenet (47/3) p> af den massive
kugle K, har en grenseverdi nér radius p gir imod 0. Se skitsen til den beregning nedenfor.

Det viser sig (se nedenfor) at denne graensevardi netop er divergensen af vektorfeltet i det be-
tragtede punkt! I lyset af s@tning 9.6 og ligning (9.2) har vi derfor motivereret fglgende tolkning
af divergensen:

Seaetning 9.9. Divergensen af et vektorfelt udtrykker den volumen-relative lokale flux ud gennem
overfladen for vektorfeltet og dermed ogsa den relative lokale volumen-vakst ved deformation
langs flowkurverne for vektorfeltet:

. 1 L 1 d L
glir(l) (Vol(Kp) Flux(V,aKp)> = lim (VOI(KP)EVOW)’—O) = div(V)(x0,y0,20) - (9.3)

p—0
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Skitsering af bevis for Seetning 9.9. Lad os se, hvordan divergensen fremkommer ved den an-
tydede fremgangsmade. Vi simplificerer fremstillingen pa to mader: Dels vil vi vaelge et ko-
ordinatsystem sa p = (0,0,0), og dels vil vi kun medtage lineariseringen af V(x,y,z) omkring
(0,0,0) (e-leddene fra Taylor-udviklingerne af de 3 koordinatfunktioner tages altsa ikke med).
(Til gengeld er beregningerne helt eksakte for vektorfelter af hgjest fgrste grad.)

Opgaven er altsa at genfinde div(V) i punktet (0,0,0) ved hjelp af en fluxberegning. Vi
begynder med at Taylorudvikle V(x,y,z). Det underforstas, at V; og de partielle afledede af V;
evalueres i udviklingspunktet (0,0,0) medmindre andet antydes.

aV, aV, aV
V(X,y, ) (V1+x_l+y al 1

ox 9z’
Vo  dV, I,
Vatx= 4y == PR tags 9.4)

V3 V3 Vs
Vstx==4y== % +Za—z)

Idet enhedsnormalvektorfeltet pa overfladen af den lille massive p-kugle K, med centrum
(0,0,0) er givet ved n= (x/p, y/p, z/p) folger det, at integranden i fluxberegningen er fglgende:

1 aV 1% aV
V()C,y,z) n= (B) (XVl +X2—1—|—xya_l_|_xz_1_|_

ox 0z
oV, V. V.
yV2+yX—+y2 2+yz—2+ 9.5)
o0x dy 0z
Vs Vi 2 V3
3+ — o +zy— % F )

Tilbage er nu kun at integrere dette udtryk over kuglens overflade 0K, og dernast dividere
med kuglens volumen Vol(K}). Selv om det nok kan se kompliceret ud, sa er det faktisk rimelig
simpelt 1 betragtning af fglgende identiteter:

xd:/ d:/ 2du=0 |
/BKp'u apr,u aKp'u

2d:/ 2d:/ 2 du = (4m/3)p* = p Vol(Kp)
/apru Y du= [ 2 du=(4m/3)p" = p Vol(Ky) 9.6)

/ xyd,u:/ xzdy:/ zydu =20
3K, 9K, 3K,

Opgave 9.10. Vis de ovenstaende identiteter i ligning (9.6). I de tilfelde hvor integralet er 0
kan dette vises ved en fortegns- og symmetribetragtning. Med hensyn til de gvrige: Brug f.eks.
kommandoen fladeInt fra Integrator6-pakken.

Fraligning (9.6) fglger nu f.eks. fglgende bidrag til integralet over kuglefladen dK|, af hgjresi-
deniligning (9.5). (Bemerk, at aﬂ (0,0,0) er en konstant, der kan szttes udenfor integraltegnet.):

e aVl W
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Talt fas naturligvis 3 sddanne bidrag til integralet over kuglefladen dK,, af hgjresiden i ligning
(9.5), og da integralet over 0K, af venstresiden i ligning (9.5) netop er fluxen Flux(V,0K}) har
vi derfor fglgende identitet i dette simplificerede tilfelde:

1 1
Flux(V,Sy) = —— | V-nd
Voi(sy) TexV-5e) = Saiiss) /Sp fau

= 210,00+ 2210,0,0)+ 22(0,0,0)

dy 07
= div(V)(0,0,0)

For generelle vektorfelter gaelder den tilsvarende identitet kun i den graense, hvor p er meget
lille (altsa for p — 0), saledes at ovenstaende Taylor-udvikling af V til fgrste orden netop bliver
den dominerende reprasentant for vektorfeltet indenfor kuglen K. For vektorfelter af hgjest
forste grad gelder identiteten (9.8) dog som navnt for alle vaerdier af p. Det skyldes naturligvis,
at uanset radius p er vektorfeltet jo i det specielle tilfzlde eksakt repraesenteret i hele K, ved sin
Taylor-udvikling til fgrste orden med udviklingspunkt i centrum.

Hermed har vi afsluttet skitseringen af beviset for den lokale bestemmelse af divergensen af
et vektorfelt og vist den geometriske tolkning i s@tning 9.9.

(9.8)

]

Denne fremstilling af divergensen abner nu op for en naturlig ide, som gar i den modsatte
retning: Da den lokale punktvise volumen-vekst ved deformation af et rumligt omrade langs
flowkurverne for et givet vektorfelt er bestemt af divergensen af vektorfeltet, sa er fglgende en
rimelig formodning: Hvis vi integrerer divergensen over et omrade i rummet, sa skulle resul-
tatet gerne vaere sammenlignelig med den totale volumenvekst af hele omradet. Altsa groft sagt
skulle summen af de lokale volumentilvaekster gerne vere den totale volumentilvakst. Dette er
pracis indholdet af Gauss’ s@tning, som vi nu formulerer i kombination med S@tning 9.6. Et
fuldstendigt bevis for setningen kan f.eks. findes i [Mar2]:

9.3 Gauss’ divergens-satning

Saetning 9.11 (Gauss’ s@tning). Lad Q, betegne et rumligt omrdde med randoverflade 0Qy og
udadrettet enhedsnormalvektorfelt nyg pa randoverfladen. For ethvert vektorfelt V i rummet
geelder sa fplgende:

d
£ \ol(r),_, = / div(V) du = / V-ny0 du = Flux(V,9Q) 9.9)
dt - Qr 0Q,

hvor fluxen altsa skal beregnes med hensyn til det udadrettede enhedsnormalvektorfelt pd rand-
overfladen af det givne rumlige omrdde.

Med Integrator6-kommandoerne GaussFlux og divInt kan begge sider af fglgende lig-
ning, der er essensen af Gauss’ s@tning, beregnes i konkrete tilfelde og dermed verificere Gauss’
setning:

/ div(V) du = Flux(V,9Q;) . (9.10)
Qr



9.3. GAUSS’ DIVERGENS-SATNING 65

Figur 9.1: Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Se [Mac].

Eksempel 9.12. Hvis vektorfeltet V har divergensen O i alle punkter i rummet, sa vil ethvert
rumligt omrade, der flyder med vektorfeltet, bevare sit volumen. Formen kan naturligvis @ndres
meget som tiden gar, men volumenet er konstant. Desuden er fluxen ud igennem overfladen af
ethvert fastholdt rumligt omrade tilsvarende 0. Se opgave 8.11.

Eksempel 9.13. For eksplosionsvektorfeltet, V(x,y,z) = (x,y,z), der har den konstante divergens
div(V) = 3, galder altsa fglgende for et vilkarligt rumligt omrade: 3 Vol(Q) = Flux(V, 0Q).

Opgave 9.14. Benyt GaussFlux til at verificere pastanden om V(x,y,z) = (x,y,z) i ovenstaende
eksempel 9.13 for det rumlige omrade, der bestar af den massive cylinder i Figur 5.5.
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Kapitel 10

Rotation og Stokes’ setning

10.1 Hvad er rotationen af et vektorfelt?

Definition 10.1. Lad V(x,y,z) = (Vi(x,,2), Va(x,,2), V3(x,y,2) ) veere et vektorfelt i rummet.
Rotationen af V i punktet (xo,y0,20) defineres som fplgende vektor:

V- V-
rot(V)(xo,y0,20) = ( a—;(xo,yo,zo) = a—zz(xo,yo,zo),
aV 1%
a—;(xmyo,zo) - a—;(xodovzo), (10.1)
51%) WV

g(xo,yo,m) - a—y(xmyo,Zo) )

Eksempel 10.2. Eksplosionsvektorfeltet V(x,y,z) = (x,y,z) har konstant rotation rot(V) = 0.
Det roterende vektorfeltet V(x,y,z) = (—y,x,0) har ogsa konstant rotation (forskellig fra 0):
rot(V) = (0,0,2).

Opgave 10.3. Lad V(x,y,z) = (x+sin(y), z+ cos(y), x+y —z). Bestem rot(V) i ethvert punkt
1 rummet.

Opgave 10.4. Lad V(x,y,z) vare et vektorfelt af hgjest fgrste grad med matrix-fremstilling som
i ligning (8.1). Vis, at rotationen af V(x,y,z) er en konstant vektor og udtryk vektoren ved ele-
menterne i A.

10.2 Stokes’ satning

Stokes’ s@tning er en af de mest elegante og mest benyttede resultater fra analysen af vektorfel-
ter i rummet. Setningen har ligesom Gauss’ divergenss@tning mangfoldige anvendelser - f.eks. i
fluid mekanik og i elektromagnetisme. Her er et citat fra [Cr] som forteller lidt om historien bag
resultatet (se ogsa [K] s. 790):
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Figur 10.1: George Gabriel Stokes (1819-1903). Se [Mac].

The history of Stokes’ Theorem is clear but very complicated. It was first given by
Stokes without proof - as was necessary - since it was given as an examination ques-
tion for the Smith’s Prize Examination of that year [at Cambridge in 1854]! Among
the candidates for the prize was Maxwell, who later traced to Stokes the origin of
the theorem, which by 1870 was frequently used. On this see George Gabriel Stokes,
Mathematical and Physical Papers, vol. V (Cambridge, England, 1905), 320-321.
See also the important historical footnote which indicates that Kelvin in a letter of
1850 was the first who actually stated the theorem, although others as Ampére had
employed "the same kind of analysis ... in particular cases."

M. J. Crowe, [Cr] s. 147.

Figur 10.2: James Clerk Maxwell (1831-1879), William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907), og Andre-
Marie Ampére (1775-1836) . Se [Mac].
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Som antydet er Stokes’ resultat af samme kaliber som Gauss’ divergens-s&tning. De er begge
to medlemmer af en *familie’ af resultater, hvor hovedideen er at omskrive et integral over et
omrade til en andet integral over omradets rand - altsa sa at sige ’skubbe integrationen ud pa
randen’. Det &ldste medlem af den familie er fglgende velkendte fundamental-s@tning:

Saetning 10.5. Lad f(u) betegne en kontinuert funktion pa R. Sa er fplgende funktion differen-
tiabel

Alx) = /O Cfuydu med  Alx) = fx) . (102)
Hvis F (x) er en (anden) funktion, som opfylder F'(x) = f(x), sd er

b
/ F(u)du = F(b)—F(a) . (10.3)
a
Her er nu formuleringen af Stokes’ s@tning:

Seetning 10.6 (Stokes’ setning). Lad Fy betegne en parametriseret flade med randkurven oF; og
enheds-normalvektorfelt np og lad V vere et vektorfelt i R3. Sd geelder

/rot(V)-an,uzf V-eypdy . (10.4)
F oF

Ved beregning af hgjresiden skal orienteringen eyr af randen veelges saledes at krydsproduktet
eyr X nf peger veek fra fladen langs med randen.

10.3 En bro mellem divergens og rotation

Observation 10.7 (Faktisk en god opgave at indse dette). Lad V(x,y,z) og W(x,y,z) betegne
to vektorfelter i R3. S& gzlder fglgende identitet
div(Vx W) =rot(V)-W+V.-rot(W) . (10.5)

Specielt har vi derfor: Hvis W er et gradient-vektorfelt for en funktion y(x,y,z) i R?, dvs. W =
grad(vy), sa far vi fra rot(grad(y)) = 0:

div(V x grad(y)) =rot(V)-grad(y) . (10.6)

Ved at bruge Gauss’ divergens-s&tning i forbindelse med (10.6) far vi et interessant resultat
om integraler over rumlige omrader saledes:

Szetning 10.8. Lad (x,y,z) betegne en funktion og V(x,y,z) et vektorfelt i R3. Lad Q veere et
rumligt omrdde med randen 0Q og udadrettet enheds-normalvektorfelt nyg pd 0Q. Sa har vi
direkte fra Gauss’ Sceetning 9.11:

/ div(V x grad(y)) du — /a (V x grad(y)) -myq du . (10.7)
Q Q
Ved brug af (10.6) har vi derfor ogsa

[ rot(V)-grad(y)du = [ (ngq xV)-grad(y) du . (10.8)
Q Q0
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hvor vi pa hgjresiden af ligningerne har benyttet, at rumproduktet [abe] = (a x b) - ¢ af tre
vektorer a, b, og c tilfredsstiller fglgende identiteter (hvoraf vi har brugt den fgrste):

[abc] = [cab] = [bca] = —[bac] = —[cba] = —[acb] . (10.9)
Specielt far vi den totale rotationsvektor af vektorfeltet Vi Q saledes:

Korollar 10.9.
/ rot(V)du :/ nyo xVdu . (10.10)
Q 0

Bevis. Dette fglger direkte af (10.8) ved at velge, skiftevis, y(x,y,z) = x, Y(x,y,z) =y, og
y(x,y,z) = z, saledes at grad(y) er henholdsvis (1,0,0), (0,1,0), og (0,0,1). O

Definition 10.10. Hgjresiden af ligningen (10.10) vil vi tillade os at kalde den totale vridning
af fladen 0Q med vektorfeltet V med hensyn til normalvektorfeltet nyq og igvrigt betegne denne
vektor med W(V,0Q), sdledes at vi har (pr. denne definition):

/ rot(V) du =/a ngo x Vdu = W(V,9Q) . (10.11)
Q Q

Generelt er den totale rotationsvektor for et rumligt omrade (kaldet ’total vorticity’ i fluid
mekanik) altsa lig med vridningsintegralet langs overfladen af omradet. Dette minder meget om
den tilsvarende identitet for den totale divergens, se (9.10): Den totale divergens i et omrade er lig
med fluxintegralet langs overfladen af omradet. I lighed med Setning 9.9 har vi da ogsa felgende
tolkning og konstruktion af rotationsvektoren i et givet punkt:

Seetning 10.11. Rotationen af et vektorfelt udtrykker den volumen-relative lokale vridning af
overfladen for vektorfeltet i fplgende forstand: Lad Ky betegne en massiv kugle med radius p og
centrum i punktet (xo,y0,20)- Sd geelder:

) 1
F%li)l'(l) (Wlfp) W(V,aKp)) = rOt(V)(X(),y(),Z()) . (1012)

Dette indses pa samme made som for den tilsvarende identitet for divergensen. Vektorfeltet
udvikles til fgrste orden med udviklingspunkt p og indsattes i vridningsudtrykket, hvorefter
identiteterne (9.6) benyttes. De eneste partielle afledede af vektorfeltets koordinatfunktioner, der
ikke integreres vaek, er pracis dem, der optraeder i rotationsvektoren rot(V) nar denne evalueres
i p. Prgv det!

Eksempel 10.12. Et simpelt eksempel er det roterende vektorfelt V(x,y,z) = (—y,x, 1) i eksem-
pel 10.2. Dette felt har den konstante rotation rot(V) = (0,0,2). Vi vil vise, hvordan W(V,0K))
netop giver denne rotation i punktet (0,0,0). Lad altsd K, betegne den kugleflade, der har radius
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p, centrum i (0,0,0), og overflade dK,, med udadrettet normalvektorfelt n = %(x, ¥,2). Saer

W(V,0K,) = / nx Vdu
P

1

== xy7 yvxul) d:u
5 b

1
:E/ (y—xz, —x— yzx+y)d

(07 0,2 V01<KP) )
Vol(Kp) rot(V)(0,0,0) ,
i overensstemmelse med s@tning 10.11.

I mere komplicerede tilelde kan den totale vridning af en flade med et givet vektorfelt bereg-
nes med Maple kommandoen fladeTotalVrid fra Integrator6-pakken. Hvis den aktuelle
flade er randoverfladen af et givet rumligt omrade beregnes vridningen med rumRandTotalVrid.
Derved muligggres naturligvis ogsa konkrete eftervisninger af ligning (10.12).

10.4 Fladen, randen, og normal-vektorfeltet

De flader, der betragtes i Stokes’ s@tning er parametriseret pa sedvanlig vis:
Fr: r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € R, (u,v) € D = [a,b] x [c,d] CR* . (10.13)

Randen 0F; af F;. fremkommer ved at bruge vektorfunktionen r pa de 4 rette linjestykker, der
udggr randen dD af det rektangulare parameteromrade D = [a,b] X [c,d]. Vi parametriserer hele
0D pa én gang ved hjalp af en parameter 6 og en vektor-funktion d:

oD:  d(8) = (u(6),v(6)) coDCR*,8cICR

hvor u(0) og v(0) kun er stykkevis differentiable funktioner af 6. De kan f.eks. valges som
linezere funktioner af 0 for hvert enkelt af de 4 linjestykker der udggr oD.
Randen af F; er sa

oF; : b(0) = r(d(8)) = r(u(8),v(6)) eR?>, 0 cICR
Jacobi-funktionerne for r og b er henholdsvis:
Jacobip(u,v) = [[rl, x| , og (10.14)
Jacobip(0) = |[bp]| - (10.15)
Regulariteten af r giver
Jacobiy(u,v) > 0 forall (u,v)e€D
Enheds-normalvektorfeltet langs F;. er tilsvarende np = n(u,v):
r,Xr,

> forall (u,v)eD . (10.16)
||r!, xr!

n(u,v) = ||
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10.5 Tubulaere skaller og en afstandsfunktion
Vi definerer den tubulcere skal med tykkelse t ud fra F, som fglgende omrade i R3:
Q: R(u,v,w) =r(u,v)+wn(u,v), (u,v) €D, wel0,]. (10.17)

Specielt er fladen F; netop basis-fladen for skallen og fas ved at bruge afbildningen R pa D (hvor
w = 0):
Fy = Fr(0) = Fy: r(u,v) = R(«,v,0), (u,v) € D

Tilsvarende far vi, for w = ¢, top-fladen F; = FRr(t) af skallen. Den er parametriseret saledes:
R(u,v,t), for (u,v) € D.

Figur 10.3: To skaller med lille tykkelse defineret ud fra forskellige grundflader med rand. Til
venstre er grundfladen et stykke af en kugleflade, til hgjre er grundfladen et plant kvadrat.

Jacobi-funktionen for R er

Jacobig (u,v,w) = | (R, xR}) -Ry|

10.18
— (( + wil)) x (€, + wil) -ng 1019

Da nf er et enhedsvektorfelt som er parallelt med r), x v}, langs F, far vi specielt (for w = 0):

Jacobig (u,v,0) = | (r,, xr,) -ng|
= |Ir!, x ] (10.19)
= Jacobir(u,v) > 0

Afbildningen R er reguler og bijektiv pa D x [0,¢] - hvis blot 7 er tilstreekkelig lille. Det fglger
dels af Jacobigr (u,v,0) > 0 og dels af kontinuiteten af Jacobig (u,v,w).

Vardien af w betragtet som en funktion pa Q, C R3 er en differentiabel funktion af de tre
rum-variable (x,y,z). Selv om dette kan forekomme at vere helt tydeligt, rent intuitivt, sé er
det faktisk et resultat, der finder sin bedste formulering og begrundelse i den sdkaldte invers
funktions-scetning, se [H]:
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Seetning 10.13. Lad Q betegne en dben meengde i R" og lad £ : Q — R" betegne en differentiabel
bijektiv afbildning med Jacobig(x) > O for alle x € Q. Si er den omvendte afbildning £~ :
f(Q) — Q ogsa differentiabel med Jacobig-1(y) > 0 for alle'y € £(Q).

Intuitionen er altsa i dette tilfeelde preaecis og korrekt. Nar ¢ er tilstraekkelig lille, sa er w
en differentiabel funktion af de tre rum-variable, (x,y,z); lad os kalde den funktion A(x,y,z),
(x,v,z) € ©;. Den funktion har sd en egentlig gradient grad(h)(x,y,z), som er vinkelret pa niveau-
fladerne for h. Specielt er grad(h) vinkelret pa top-fladen F; = Fr(t) af skallen €, hvor h = ¢
og den er tilsvarende vinkelret pa basis-fladen Fy = Fr(0) = Fy, hvor h = 0.

Gradienten grad(h) er faktisk pracis lig med nr pa basis-fladen. For at indse dette behgver
vi kun at vise, at leengden af gradienten der er 1. Retningen er jo den samme. Lad derfor (ug, vo)
betegne et punkt i D og betragt restriktionen af 4 til den rette linje r(uo,vo) +wn(ug,vo), hvor
w € [0,¢]. Lad os benytte notationen ro = r(up,vo) og ng = n(ug,vp). Sé giver keedereglen

d
1 = |Eh(l‘0 +wn0)|

= ’no.grad(h)(r0+wno) | (1020)
= | grad(h)(ro+wno)|
saledes at vi pa fladen Fy, hvor w =0, har || grad(h)(ro)|| = 1.
Det var det, vi skulle vise. Vi har derfor:
grad(h), = nf (10.21)

Bemerkning 10.14. Funktionen %(x,y,z) er den Euklidiske afstand fra punktet (x,y,z) i € til
fladen F;.

10.6 Integration i skallen

For en funktion f(x,y,z) som er defineret i Q, fas integralet af f over omradet saledes:

fdu
Q

, (10.22)
_ / ( / f(R(u,v,w))JacobiR(u,v,w)dudv>dw
0 D

Den t-afledede af dette integral er, for t = 0, simpelthen fladeintegralet af f over Fy:

d

Lemma 10.15.
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Bevis. Det fglger direkte af fundamentalsatningen 10.5:

d
— d
(dt) li=o 7 S

_ (%) 3 /0 t ( /D f(R(u,v,w))JacobiR(u,v,w)dudv) dw

= / f(R(u,v,0))Jacobig (u,v,0)dudv (10.24)
D
= [ £(r(u)) Jacobie(u,v) dudv
D
= [ fdu
Fe
O

10.7 The Wall - Vaeggen

Skallen Q, har en rand d€), som bestér af top-fladen F;, basis-fladen Fy = F, = Fr(0) og en
'vaeg” W, med hgjden ¢. Se Figur 10.3. Vag-komponenten fas ved restriktion af afbildningen R
til D x [0,1] saledes:

W, B(6,w) =R(u(0),v(0),w)
— £(u(8),v(6)) + wn(u(8), »(8))
b(0) +wn(d(0)),06c1,we]0,]

Jacobi-funktionen for denne afbildning er derfor

Jacobig(0,w) = ||By x B ||

/ / (10.25)
= [|(bg +w(nod)g) x np||

Da np stér vinkelret pa fladen F;. og derfor ogsa pa randen oF; (parametriseret via b), far vi:

Jacobig(0,0) = ||by x np|| = ||bg|| = Jacobip(8) . (10.26)

10.8 Integration langs veeggen

For en given funktion g(x,y,z) defineret pa W, fas integralet af g over den flade:

/m gdp = /Ot (/8(3(97W)) JacobiB(e,w)de) dw . (10.27)

1

Den z-afledede af dette integral er, for t = 0, kurve-integralet af g over JF:
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d
(E) /ng,uzfang,u . (10.28)
=0 !

Bevis. Det fglger igen af fundamentals@tningen, S@tning 10.5:

Lemma 10.16.

0))Jacobig(0,0)d6 (10.29)

/
= / 0))Jacobip (0) d6
fe#

10.9 Bevis for Stokes’ saetning
Vi er nu parate til at bevise Setning 10.6.

Bevis. Funktionen h(x,y,z) fra det foregaende afsnit 10.5 indszttes i stedet for y(x,y,z) i Set-
ning 10.8, ligning (10.8). Med integrations-omradet Q = Q, far vi sa:

/ rot(V)-grad(h)du

1

— (nyq, x V) -grad(h) du
0Q;
_ /F (ng, x V)-grad(h) du (10.30)
—/ (ng, xV)-grad(h) du
F
+ / (nw, x V) -grad(h) du
w;

Men i ligning (10.30) har vi

(ng xV)-grad(h)du =0 og
(10.31)

;ﬁ\m\

(ng, xV)-grad(h) du =0
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idet grad(h) er vinkelret pa begge fladerne F; og Fy saledes at grad (/) er proportional med hen-
holdsvis ng, og ng, pa de respektive flader.

Langs 0F C W; har vi ny, = eyr X nr og derfor ez = np x ny, - i overensstemmelse med
orienterings-reglen i Setning 10.6. Hvis vi t-afleder begge sider af den reducerede ligning (10.30)

far vi: p
— / rot(V)-grad(h)du
dt li=0 Q’

— (%)h_o/m (nw, xV)-grad(h)du

saledes at vi endelig har - i kraft af ligningerne (10.23) og (10.28):
/ rot(V) -npdu
F

/ (nw, xV)-npdu

oF
/ V- (nf xnyw,) du
oF
= / V-eyr du

oF

Stokes’ s@tning er dermed bevist. ]

(10.32)

(10.33)

I lighed med Gauss’ divergens-s@tning kan Stokes’ s@tning verificeres ved i konkrete givne
tilfelde at beregne begge sider af identiteten (10.4) 1 Stokes’ s@tning. Det kan for eksempel ggres
ved hjelp af kommandoerne StokesFlux og StokesRandInt fra Integrator6-pakken. De
beregner og viser henholdsvis venstre og hgjre side af ligningen (10.4)— se eksemplet i figurerne
10.4 0og 10.5.

X

Figur 10.4: Et stykke af en kugleflade samt rotationen rot(V) ved fladestykket er her vist for
vektorfeltet V(x,y,z) = (z%x, x>y, y*z). Vektorfeltet V er ikke selv vist. Integrator6-kommandoen
StokesFlux viser og beregner fluxen af rotationen igennem fladen. Se eksemplerne i Maple filen
Int6D_FluxOgDivergens.
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Figur 10.5: Ifglge Stokes’ s@tning for flader i rummet er den flux, der vises i Figur 10.4 lig med det tan-
gentielle kurveintegral (passende orienteret) af vektorfeltet V langs med randkurven for fladestykket. For
en parametriseret flade er randkurven sedvanligvis sammensat af fire del-kurver. Det er hele randkurven
og vektorfeltet V langs med randkurven, der antydes i figurerne her. Sammen med selve beregningen af
det totale tangentielle kurveintegral er figurerne en del af output fra StokesRandInt.

Opgave 10.17. Lad F; betegne den flade, der har fglgende parameterfremstilling og parameter-
omrade:

T T T
_57 E] X [—TC, E]
Verificér at Stokes’ setning er opfyldt for vektorfeltet V = (yx, yz, xz) over fladen F. med den
givne rand 0F;..

Fror(u,v) = (14+u?)cos(v), (1+u?)sin(v), sin(x)) , hvor (u,v)€]

Opgave 10.18. Lad F; betegne den flade (et sakaldt Mgbius-band), der har fglgende parameter-
fremstilling og parameter-omrade:

F i r(u,v) = (2cos(u) +vcos(u/2)cos(u), 2sin(u) +vecos(u/2) sin(u), vsin(u/2))
hvor (u,v) € [—m, 7] x [—1,1]. Verificér at Stokes’ setning er opfyldt for vektorfeltet V.= (—y, x, 1)
over fladen F; med den givne rand 0F;, se Figur 10.6: Vis eksplicit, at der gelder:
/ rot(V) - np du — / Veeypdy — —32 . (10.34)
F oF

Opgave 10.19. Lad nu G, betegne det samme Mgbius-band som betragtet i opgave 10.18:

Gy : r(u,v) = (2cos(u) +vcos(u/2)cos(u), 2sin(u) +vcos(u/2)sin(u), vsin(u/2))
(10.35)
hvor (u,v) € [0,2x] x [—1,1]. Verificér at Stokes’ setning igen er opfyldt for vektorfeltet V =
(—y, x, 1) over fladen Gy med den givne rand dGy, se Figur 10.7: Vis eksplicit, at der geelder:

/rot(V)-ngd,u:/ V-eyodu=0 . (10.36)
G G

Opgave 10.20. Forklar forskellen mellem de to resultater, der opnas i henholdsvis (10.34) og
(10.36).
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Figur 10.6: For den viste flade, et Mgbiusband, beregnes det tangentielle kurveintegral af vektorfeltet V
langs med randkurven for fladestykket parametriseret ved Fy og med det givne parameteromrade i Opgave
10.18. Resultater er —32.

Figur 10.7: For Mgbiusbandet beregnes her det tangentielle kurveintegral af det samme vektorfelt V som
ovenfor langs med randkurven for fladestykket parametriseret ved G, og med det givne parameteromrade
i Opgave 10.19. Resultatet er 0.



Kapitel 11

Hvordan bruges Integrator6 ?

Integrator6.mla og et omfattende eksempelmateriale i form af Maple worksheets findes pa
adressen: http://www.mat.dtu.dk/education/01005/MWS/INTEGRATOR6G/

I den fgrste eksempel-fil Int6A_IntroduktionOgKurver .mw forklares dels hvordan du hen-
ter selve pakken Integrator6.mla fra ovenstaende adresse og dels - via eksempler - hvordan
du bruger og aktiverer de enkelte procedurer i pakken. Den n@vnte eksempel-fil er kun én ud af en
reekke worksheets med eksempler. I Int6A_IntroduktionOgKurver.mw handler alle eksem-
plerne om kurver (lengder, massemidtpunkter, inertimomenter, kraftmomenter, flowkurver, etc.).
Langt de fleste kommandoer i1 Integrator6.mla prasenteres i Int6Z_CommandScheme.mw.
Kommandoerne er ordnede efter de 4 objekt-klasser: Kurver i rummet, omrader i planen, flader i
rummet, omrader i rummet. De enkelte kommandoers syntaks, input, og output er beskrevet i de
respektive skemaer. Desuden henvises til kommandoen Talk () , som er en (n&sten) syntaks-fri
introduktion og indgangsportal til anvendelse af Integrator6 .

11.1 Eksempel: Beregning af et rumintegral over en massiv
kasse.

Givet: En retvinklet massiv kasse med siderne a, b og c. Kassens massefylde 1 et punkt er givet
ved kvadratet pa afstanden fra punktet til et givet hjgrnepunkt. Opgaven er at finde den totale
masse af kassen som funktion af a, b, og c.

e Kassen med siderne a, b, og ¢ kan parametriseres som vist nedenfor.
> r:= (u,v,w)-> [u, v, wl:

> B:= [0,a,0,b,0,c]:

> net:= [7,9,13]:

79
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e Veagtfunktionen er kvadratet pa afstanden til (0,0,0):
> f:= (x,y,z)-> x"2 + y°2 + z"2:

e Kommandoen 'rumlnt’ bruges pa dette input med fglgende resultat. (NB: ’net’ benyttes
faktisk ikke her, idet kassen jo ikke kan tegnes, nar siderne ikke er angivet eksplicit. Prgv
selv at bruge ‘rumInt” kommandoen med specificerede talvardier for kantlengderne.) :

> rumInt(r, B, f, net);
Parameterfremstilling: r(u,v,w) = [u, v, w]
Definitionsomrdde: [0, a, 0, b, 0, cl
Angivet funktion: f(x,y,z) = x"2+y~2+z"2

Jacobi(u,v,w):

Jacobi(u, v, w) =1
Rum-integralet af funktionen f:

| I |
/Qrfdy: J@betsabie+zabe

/ Fdu=0333a3be+0.333ab’c+0.333abc
Q,

Beregning af rum-integralet:

c rb pra
/fd,u:///(u2+v2—|—w2)JaC0bi(u,v,w)dudvdw
Q, 0J0 JO
c rb ra
fdy:///u2+v2+w2dudvdw
Q, 0 J0 JO

a 1
/ w+v:+wrdu = [§u3—|—v2u+w2u]u:0,,a
0

1
= §a3—l—v2a—|—w2a

b ra bl
//u2~|—v2+w2dudv:/ —a>+via+wrady
0 Jo 03
P15 2 1y 14 2
/ —a’+via+w adv:[—a v+ =via+w av]v:o,,b
03 3 3
1 4 | 2
[]:§a b—i—gab +w ab

c rb ra c1 1
///u2+v2~|—w2dudvdw:/ —&b+—-ab’+wrabdw
0o .Jo Jo 03 3
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c1 1 1 1 1
A §a3b—|— gab3—|—w2abdw= [§a3bw+gab3w+§w3ab]wzonc
1 1 1
= §a3bc—|— gab3c—|—§abc3
—————— KONKLUSION:::::::

1 1 1
/Qrfd,u: §a3bc+§ab3c+§abc3

e Med kommandoen ‘rumIntGo’ fas resultatet direkte uden mellemregninger. (Derved kan
resultatet lettere benyttes i eventuelle efterfglgende beregninger hvori massen indgar) :

> rumIntGo(r,B,f,net);

1 1 1
§a3bc+§ab3c+§abc3




82

KAPITEL 11. HVYORDAN BRUGES INTEGRATOR6 ?



Litteratur

[MAT1]

[MA2]

[LA]
[A]

[Ch]

[Cr]
[doC]

[CBS]

[EP]

[FGM]

[FLS]

[FC]

[H]

[HH]

[K]

H. Elbrgnd Jensen, Matematisk Analyse I, Institut for Matematik, DTU (2000).

P. W. Karlsson og V. Lundsgaard Hansen, Matematisk Analyse 2, Institut for Mate-
matik, DTU (1998).

J. Eising, Linecer Algebra, Institut for Matematik, DTU (1999).
P. Alsholm, Maple, Institut for Matematik, DTU (2007).

O. Christensen, Differentialligninger og uendelige reekker, Institut for Matematik,
DTU (2006).

M. J. Crowe, A History of Vector Analysis, University of Notre Dame Press (1967).
M. P. doCarmo, Differential Forms and Applications, Springer (1994).

G. Christiansen, E. Both, og P. @stergaard Sgrensen, Mekanik, Institut for Fysik,
DTU (2002).

C. H. Edwards and D. E. Penney, Calculus, Sixth Edition, Prentice Hall (2002).

H. Ferguson, A. Gray, and S. Markvorsen, Costa’s minimal surface via Mathematica,
Mathematica in Education and Research, 5 (1996) 5-10.

R. P. Feynman, R. B. Leighton, and M. Sands, The Feynman Lectures on Physics,
Vols. 1, 11, Addison Wesley (1963).

G. R. Fowles and G. L. Cassiday, Analytical Mechanics, 7.th Edition, Thomson
(2005).

V. L. Hansen, Fundamental Concepts in Modern Analysis, World Scientific (1999).

J. H. Hubbard and B. B. Hubbard, Vector Calculus, Linear Algebra, and Differential
Forms - A Unified Approach, 3.rd Edition, Matrix Editions (2007).

M. Kline, Mathematical thought from ancient to modern times, Volume 2, Oxford
University Press (1972).

83



84

[Mac]

[Marl]

[Mar2]

[MaTr]

[Mu]
[P]

[She]

[Spi]
[YF]

[Int6]

LITTERATUR
MacTutor History of Mathematics,
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/

S. Markvorsen, The classical version of Stokes’ theorem revisited, to appear in: In-
ternational Journal of Mathematical Education in Science and Technology, (2008).
http://orbit.dtu.dk/query?record=208760

S. Markvorsen, The direct flow parametric proof of Gauss’ divergence theorem re-
visited, http://orbit.dtu.dk/query?record=193550

J. Marsden and A. J. Tromba, Vector Calculus, W. H. Freeman and Co., San Francis-
co (1976).

J. R. Munkres, Analysis on Manifolds, Addison Wesley (1991).

H. Pleym, Maple worksheets for Calculus, CD-ROM attachment to [EP], Prentice
Hall (2002).

J. A. Shercliff, Vector fields, Vector analysis developed through its application to
engineering and physics, Cambridge University Press, Cambridge (1977).

M. Spivak, Calculus on Manifolds, W. A. Benjamin, Inc. (1965).

H. D. Young and R. A. Freedman, University physics, Pearson, Addison Wesley
(2004).

Integrator6-pakken og tilhgrende eksempelmateriale i form af Maple worksheets
findes pa adressen:
http://www.mat.dtu.dk/education/01005/MWS/INTEGRATOR6/

INSTITUT FOR MATEMATIK, MATEMATIKTORVET, DTU
BYGNING 303 SYD, 2800 KGS. LYNGBY.
E-mail adresse: S .Markvorsen@mat .dtu.dk



