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Kapitel 1

Introduktion

Denne note handler om parameterfremstillinger for kurver, flader og rumlige omrader og om in-
tegration af funktioner pa sddanne geometriske objekter. Formalet er primaert at opstille og mo-
tivere de generelle definitioner og beregninger af henholdsvis kurve- flade- og rum-integraler.

Udgangspunktet er Taylor’s greenseformel {tilorden) for de koordinatfunktioner, der be-
nyttes til parameterfremstillingerne for kurverne, fladerne og de rumlige omrader. Parameter-
fremstillingerne betragtes under ét som vektorfunktioner dvs. vektorafbildninger fra de simplest
mulige parameteromréder (simple delmaengder af éR{&?, ellerR3) ind i rummet, dvs. ind i
RR3. For fladerne benyttes séledes altid et rektanguleert parameteronitadeg for de rumlige
omréder benyttes altid et retvinklet kasseformet parameteromié&tie i

De punktvis lineariserede vektorfunktioner benyttes til konstruktion af de sakaldte Jacobi-
funktioner. Jacobifunktionen for en given parameterfremstilling maler hvor meget parameterom-
radet lokalt deformeres nar det udszettes for den tilhgrende afbildning.

Det er Jacobi-funktionerne der saledes giver direkte anledning til approksimerende sumform-
ler for den totale leengde, det totale areal og det totale volumen af henholdsvis kurver, flader
og rumlige omrader. Og det er disse summer, der pa naturlig made motiverer og illustrerer de
generelle beregningsudtryk for kurve- flade- og rum-integralerne.

Undervejs introducerebntegrator5. Det er en pakke med Maple procedurer, som er ud-
viklet specielt med henblik pa eksempelbaseret visuel laering af de indledende integrationsbegre-
ber og deres mangfoldige anvendelser.

Vi giver eksempler pa, hvordan integration i flere variable anvendes til beregning og forstaelse
af massemidtpunkter, inertimomenter, kraftmomenter, etc.

Flowkurverne for et givet vektorfelt i rummet kan findes og visualiseres Taedgrator5.

De vigtige begreber divergens og rotation for et vektorfelt fremtraeder derved som naturlige star-
relser til beskrivelsen af den bevaegelse i rummet, der har et givet vektorfelt som hastighedsfelt.

Til sidst i noten benyttes de gennemgaede metoder og resultater til at preesentere to klassiske
perler indenfor flervariabel global analyse: Gauss’ seetning og Stokes’ saetning for vektorfelter i
rummet.

Hermed rettes en stor tak til Kurt Munk Andersen og Karsten Schmidt for konstruktive kom-
mentarer og forslag til tidligere versioner af denne note.

5
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1.1 Hvad er et punkt og hvordan ser vi det?

Figur 1.1:To detaljer fraSkolen i Atheraf Raphael. SEuclid og Pythagoras referencen [Mac].

Med henblik pa at kunne lokalisere en begivenhed eller ettédummet beskriver vi saed-
vanligvis stedet med 3 koordinat€xy,y;,z1). Det kan selvsagt kun lade sig gg@re hvis vi har
et koordinatsystem til radighed i rummet. Med et passende valgt fast koordinatsystem bliver det
muligt at analysere flere punkters beliggenhed i forhold til hinanden. Nar koordinaterne for punk-
terne alle refererer til €&t og samme saedvanlige retvink{gdez)-koordinatsystem kan vi f.eks.

udtrykkeafstanderd(p1, p2) mellem to givne punktep; og p, ved det velkendte Pythagoreeiske
udtryk:

d(pr. p2) = \/(x1— %22+ (y1—y2)2 + (2~ 22)?

Figur 1.2:Et 'punkt’ og to rette 'linjestykker’ i rummet med et seedvanligt retvinklet koordinatsystem.
'Punktets’ koordinater med hensyn til det viste koordinatsyste(r,§rz) = (%, 1 %). Det ene linjestykke
har konstang-koordinatl mens det andet har konstaroordinat; .
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Bemeerkning 1.1. Som illustreret i Figur 1.2 kan det veere en fordel at vise punkter og kurver i
rummet i passende ‘fede’ versioner, saledes at saerligt vigtige punkter optraeder som sma kugler
og kurver figurerer som tuber. Meningen er selvsagt den, at det sa typisk bliver en del lettere at
seden indbyrdes beliggenhed og de relative starrelser af de geometriske objekter. At visualisere
pa denne made hvad der foregar er en af de primaere intensionadmmegtators.

Som naevnt er gvelsen her imidlertid ikke blot at visualiere de geometriske objekter, men
farst og fremmest at motivere og opstille det unikke veerktgj, der kan besvare spgrgsmal som:
Hvor lang er den kurve? Hvor stort er det omrade i planen? Hvad vejer det fladestykke? Hvad er
rumfanget af det omrade i rummet? Hvad er energi-optaget pa det solfangertag i labet af i dag?
Hvor meget deformeres det legeme, nar det flyder langs det vektorfelt?

Det veerktgj, den metode, der kan besvare disse spgrgsmal, hetdeation Rumfanget
af et givet omrade i rummet, f.eks. en massiv kugle, kan bygges helt naturligt op af standard-
elementer med simplest mulig kasseformet geometri, ligesom Lego-klodser. Et standard-element
har meget simpel leengde, areal og volumen. Men resultatet af byggeriet kan kun blive en grov
tilneermelse til kuglen. Hvis vi imidlertid bygger den samme kugle med 1000 gange flere klod-
ser, der hver for sig har 1000 gange mindre rumfang, er det klart, at den gnskede kugle derved
kan tilneermes meget bedre - dog maske ikke nagdvendigvis 1000 gange bedre; og det er stadig
(i princippet) en simpel sag at laegge alle klodsernes rumfang sammen. Det giver dermed ogsa
en meget bedre vaerdi for rumfanget af kuglen. Nar fgrst dette er klart, sa er gnsket selvfgl-
gelig at 'ga til graensen’ og lade antallet af standard-klodser g& imod uendelig samtidig med at
alle klodserne bliver tilsvarende mindre. Men hvordan leegger vi uendelig mange uendelig sma
rumfang sammen? Og gar det virkelig godt? Integralbegrebet giver praecise anvisninger og over-
raskende positive svar pa begge disse spagrgsmal. Vi antyder i det falgende afsnit hvilke formelle
overvejelser, der ligger bag den succes og tager dernaest straks i de naeste kapitler fat pa at bruge
integrationsteknikken til bestemmelse af leengder, arealer, rumfang, etc.

1.2 Approksimerende summer og eksakte integraler

P& den reelle-akse betragter vi en fast valgt kontinuert reel funktfgn) pa intervalle{0, 1. For
et givet helt tah > 0 gar vi nu fglgende. Farst deles intervall@tl] i n lige store delintervaller,
som derved hver far laengdéy = % . Delintervallernes venstre endepunkter baikoordinaterne:
U — O u_1 u_2 u—3 ¥ ~n-2 u_n—l
1=Y, 2= 3_n7 4_n7 ceey n-1— n n— n
Det vil sige, at det'te intervals venstre endepunkt harkoordinateny; = (i — 1)% = (i—1)dy,
hvori=1,23,....n—1n.

Opgave 1.2.Bemeerk, at hvis vi forgger antallet af delintervallemedl, og nu gnsker en deling
af [0,1] i n+1 lige store delintervaller, sa vil alle de tidligere placeredeenstre endepunkter
i intervallet [0,1] skulle flyttes lidt (panaeu;) for at give plads til det ekstra delinterval. Hvor
meget?
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For et fast antaln,betragter vi nu funktionsveerdien &fi hvert af delintervallernes venstre
endepunkter, altsa deveerdierf (0), f(1), f(2), f(2), ..., f(2=1).

Summen af disse veerdier vil seedvanligvis afhaenge meget af amtafdunktionsveerdier,
men hvis vi farst dividerer hver enkelt funktionsveerdi nrethr vi falgende veegtede sum af

funktionsveerdierne:

i=n

I(f,n,[O,l]);Zf((i—l)%)%=i§f((i—1)6u)6u:Tgf(ui)éu . @A)

Udtrykket helt til hgjre i ovenstaende ligning antyder, at vi er pa vej til at rekonstruere inte-
gralet af f (u) over intervallet|0, 1] idet vi groft sagt og groft skrevet har:

i=n Zl
og Oy—du nar n+s o
0

5"

Opgave 1.3.Vis, at den vaegtede sum af funktionsveerdierné aligning (1.1) er begreenset af
f’s stgrste veerdi og af's mindste veerdi i intervallg0, 1].

Den vaegtede sum er ikke blot begreenset for allenen har ogsa en graenseveerdi for
gaende imod uendelig; det er den graenseveerdi vi kalder integraiétpbver intervallet[0, 1]
og skriver saledes:

Z3
r!im I(f,n,[0,1])=  f(u)du
— 00 0

Hvis vi benytter den samme strategi med en deling af det generelle infartsalpa u-aksen

i n lige store delintervaller, har vi tilsvarende:

Seetning 1.4.Lad f(u) betegne en kontinuert funktion pa intervallatb]. For ethvertn ind-
deles intervallet n lige store delintervaller, hver med laeengd&p= (b—a)/n. Disse delinter-
vallers venstre endepunkter har sa koordinatetne= a+ (i —1)d, for i =1,2,3,....n—1,n.
Lad I(f,n,[a,b]) betegne fglgende sum:

i=n

I(f,n, [a,b]) :i;f (a—i—(i—l)b;a) (b;a)

= '2] f(a+ (i —1)8y) &y (1.2)

= Ii:‘ f (ui) 3y

Z b
limI(f,n,[a,b])=  f(u)du

Nn—oo a

Sa geelder
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Summer af typen(f,n,[a,b]) vil vi derfor i det falgende kaldentegralsummerBemeerk, at
det helt afggrende i seetningen er, at der faktiskistereren graenseveerdi for integralsummerne
—nar blotf (u) er kontinuert pd intervalldg, b].

Opgave 1.5.Lad f(u) =3u, uc [0,1]. Sa er

I(f,n,[0,1]) :Zﬂ (3(i—1)%> %

Benyt Maple — fgrst til at beregne denne sum som funktionagf dernaest til at eftervise saetning
1.4 i dette konkrete tilfeelde, dvs.

lim 1(f,n,[0,1]) = f(u)du::—;

n—oo 0

2.5

1.59

N

-1 -08 -06 -04 02 0" 02 04 06 08 1

u

Figur 1.3:Output fra kommandoemeftbox i student-pakken i Maple brugt pa funktionefh(u) = 1+

u+ u?. Figuren viser areal-repraesentationen af integralsumiffen, [—1, 1]) i opgave 1.6 med = 20
delintervaller i intervallet/a,b] = [—1,1]. De 20 addender i summen er repraesenteret ved rektanguleere
sgjler med den feelles breddb —a)/20 = 1/10 og hgjder givet ved veerdierne af funktionéfu) =

1+ u+ u? i delintervallernes venstre endepunkter.

Opgave 1.6.Lad f(u) =1+u+u? ue[-1,1]. Sder

(.0, [-1,1]) = ; <1+ (-1+6-12)+ (_1+<i—1>§)2>§
:;” <8+4n+2n2—16i —4in+8i2>

= i; 3

(1.3)
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Benyt igen Maple til at beregne denne sum som funktiom@d dernaest til at eftervise
Z 4 8
lim I(f,n,[~1,1]) = (1+u+u2)o|u:é : (1.4)
—> 00 -1
Bevis uden brug af Maple, at der geelder falgende om starrelsen af de del-summer, der (paneer
faktorer, der kan saettes udenfSr—tegnet) optreeder i det sidste udtryk forf,n,[—1,1]) i
ligning (1.3):

5 (%)%
{CORE

i=n n2>
=1
i; (n
/i) n+l
4G \nd¥)  2n
' /in _ n+1
i; n3)  2n
' /i%2\  2n?+3n+1
i; nd) 6n2

Find greenseveerdien for hver af disse summenfef « 0g eftervis derved igen, at ligning (1.4)
er korrekt.

1.3 Dobbeltsummer, dobbeltintegraler, etc.

For funktioner af to variable har vi tilsvarende

Seetning 1.7.Lad f (u,v) betegne en kontinuert reel funktion pa et rektanggd] x [c,d] i (u,v)-
planen. Intervallefa, b] deles in lige store delintervaller og intervalldt, d] deles imlige store
delintervaller. Sa har hvert-delinterval laengded, = (b—a)/n og hvertv-delinterval har
leengdend, = (d — c)/m. Tilsvarende bliver delepunkternes koordinatéujv)-parameterom-
radet (som jo er rektangld, b] x [c,d] i R?):

(U, v1) = (a,c),

(ug,vj) = (&,c+(j —1)dv),

(ui,v1) = (a+ (i—1)dy,c), (1.5)
(Ui,vj) = (a+(i—=1)du,c+(j — 1)dv), '
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Lad null(f,n,m,[a,b] x [c,d]) betegne falgenddobbeltsum

Il (f

n,m, [a,b] x [c,d])

—

I=n . . b-a . —c\ /b—a d—c

212 (““‘”T’ cHUI-D= (T)) (?)

_5 Iif(a+(i—1)6u, c+(j—1)6v)6u)6v (1.6)
=1 \iS
_5 Iif(ui,vj)5u>6\,

=1 \iS

Sa geelder
Zyg /Zp

r!iﬂﬂw<nLianII(f,n,m,[a,b]x[c,d])): ( f(u,v)du) dv . (1.7)

Summer af typenl (f,n,m, [a,b] x [c,d]) vil vi kalde dobbelt integralsummer

Opgave 1.8.Lad f(u,v) = uv? for uc [0,1] og v e [—1,1]. Bestem for ethvem og mveerdien

afll (f,n,m,[0,1] x [-1,1]). Brug Maple. Eftervis saetning 1.7, dvs. ligning (1.7) i dette konkrete

tilfeelde.

Opgave 1.9.0vervej, om det er vigtigt at summere, integrere, og finde graenseveerdier i netop
den raekkefglge, som anvises med parenteserne i ligning (1.7) eller om de kan ombyttes vilkarligt.

Efterprav pa eksemplet i opgave 1.8.

Opgave 1.10.Formulér den saetning, som generaliserer de to foregdende saetninger, dvs. saetning

1.4 og seetning 1.7, til funktiondr(u, v,w) af 3 variable(u,v,w) € [a,b] x [c,d] x [h,l] idet hvert
af de tre intervaller farst inddeles i henholdsiism, og g lige store delintervaller. Check din
saetning pa funktionef(u,v,w) = uvw pa samme made som i Opgaverne 1.5 og 1.6.
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Figur 1.4:Volumen-repreesentation af integralsumniiéri, 10, 10, [0, 1] x [0, 1]) for funktionenf (u,v) =

uv. De 100 addender i summen er repreesenteret ved sgjler med samme kvadratiske tveersnit og med
hgjder, som er givet ved de respektive veerdier af funktiofi{ernv) = uv i (u,v)-kvadratets delepunkter.
Histogrammer som dette kan konstrueres med Maple’s indbyggede kommandibxplot .



Kapitel 2

Kurveintegraler

2.1 Hvad er en kurve?

En parametriseret kurv& i rummet er givet ved en parameterfremstilling saledes:
Ki:o r(u) = (x(u),y(u),zu)) €eR® ,uefabl . (2.1)

Eksempel 2.1.Figur 2.1 viser tre forskellige parametriseringer af det rette linjestykkéXra2, %)
til (0,2, %) . (Figur 2.2 viser tilsvarende to forskellige parametriseringer af en cirkel med radius
og centrum (0, 0,0). Figur 2.3 viser tilsvarende 2 forskellige parametriseringer af en skruelinje.)

X y X y X y
Figur 2.1:Linjestykket fra(0,—2,3) til (0,2, 3) er her parametriseret pa 3 forskellige madefu) =
(0,2u,2), u e [-1,1]; ra(u) = (0,2u 3), u € [-1,1], ogra(u) = (0,2sin(Fu), 3), u € [-1,1].
Markeringerne pa de enkelte linjestykker stammer fra den inddeling afeeléss parameterinterval

[-1,1] som bestar af0 lige store delintervaller. Bemzerk, at laengden af de tre 'kurver’ klart er den
samme, selv om parametriseringerne er ret forskellige.

Vi antager her og i det fglgende, at de tre koordinatfunktiotiey, y(u) og z(u) i para-
meterfremstillingerne er paene funktioneruaf vi antager simplethen, at de kan differentieres
vilkarligt mange gange, saledes at de specielt har kontinuerte aflefiedley’ (u) og Z(u) i
intervallet[a, b]. S& har vi ogsa, at

IF Wl = /X (W2 +y (W2 +2(w? (22)

13



14 KAPITEL 2. KURVEINTEGRALER

er en kontinuert funktion i intervalldg, b]. Specielt kan denne funktion derfortegreresover
intervallet, og det har vi om lidt brug for i Definition 2.7 nedenfor.

Definition 2.2. En parameterfremstilling (u) for en kurveK; - som i (2.1) - siges at veere en
reguleer parameterfremstillingis fglgende betingelse er opfyldt:

r'(uy#£0 foralle uelab] . (2.3)
Opgave 2.3.Hvilke af parameterfremstillingerne i figurerne 2.1, 2.2, 2.3, og 2.4 er reguleere?

Bemeerkning 2.4. En parametriseret kurve er andet og mere end blot billedmaengden (punkt-
meengdeny ([a,b]), idet selve parametriseringen eksempelvis kan foreskrive at dele af punkt-
maengden skal gennemlgbes flere gange, se eksempel 2.12 nedenfor.

Man kan gerne teenke pa intervallath] som en retlinet elastik i hvile. Vektor-afbildningen
deformerer elastikken (ind i rummet) ved at bgje, streekke eller komprimere elastikken. En lokal
streekning gar selvfglgelig elastikken lokalt leengere, mens en lokal komprimering gor elastikken
lokalt kortere. Et fgrste naturligt spgrgsmal er derfor hvor lang hele elastikken er efter brug af
afbildningenr. Kurveintegralet indfares blandt andet med henblik pa at finde den totale leengde
af den deformerede kurve i rummet.

Vi kan ligeledes forestille os, at den parametriserede kurve selv er masselgs, men at den til
gengeaeld efter deformationen medarves med en maling pa en sadan made at massetaetheden
af malingen langs med kurven (i gram pr. centimeter, f.eks.) er givet som en furfkéibstedet
(X,Y,2) i rummet — altsd sddan at masseteetheden af malingen pargigdet f (r (u)). Opgaven
er da at finde den totale masse af den deformerede og farvelagte parametriserede kurve. Bemeerk,
at med lidt fantasi kan vi endda gerne tillade, at 'masseteethddamtager negative veerdier.

Disse forestillinger skal naturligvis kun hjaelpe os til at fa en passende intuitiv forstaelse af
de indfgrte begreber; vi skal senere se adskillige andre tolkninger og brug af kurveintegralet.

Figur 2.2: En cirkel i (x,y)-planen er her parametriseret pa 2 forskellige madefu) =
(cog(mu), sin(Ttu), 0), u € [—1, 1], ogra(u) = (cogmu?), sin(mu®), 0) , u € [—1, 1]. Markeringerne s-
tammer fra den inddeling gfarameterintervallef—1,1] som bestar a20lige store delintervaller. Leeng-
den af cirklen ert - uafhaengig af parametriseringen.
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Figur 2.3:En skruelinje i rummet. Se eksempel 2.5.

Eksempel 2.5.Skruelinjen i Figur 2.3 er igen praesenteret med 2 forskellige parametriseringer:
r1(u) = (cog2mu), sin(2mu), u), u € [-1, 1], og
ra(u) = (cog2mud), sin(2mu®), fud), u € [-1, 1].

Markeringerne stammer fra den inddelingpaframeterintervalle{—1,1] som bestar a40 lige
store delintervaller. Kurverne er igen klart lige lange (se opgave 2.16)

Figur 2.4:En knude. Se eksempel 2.6

Eksempel 2.6.Knuden i Figur 2.4 har den noget komplicerede parameterfremstilling
r(u) = (—3coqu) — & cog5u) + 3sin(2u), 3sin(u) — & sin(5u) — 2 cog2u), 1cog3u)) ,
hvoru € [—1, 1.

Definition 2.7. Lad f(x,y, z) betegne en kontinuert funktion B&. Kurveintegralet af funktionen
f over en parametriseret kurd§ defineres ved
y Z,

. fdu= f(r(u)) Jacobi(u)du , hvor (2.4)
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Figur 2.5:Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851). Se [Mac].

Jacobi(u) = [Ir'(u)] (2.5)
betegner leengden af tangentvektor&) til kurven pa stedet(u).

Leeg meerke til, at det symbol, der star pa venstre siden af lighedstegnet ik{Zn4) et
symbolfor kurveintegralet. Det integral vi skal regne ud star pa hgijre side — og det kan lade sig
gare at integrere, fordi bader og||r’|| er kontinuerte, sdledes at integranden er kontinuert. Hvis
vi indsaetter (u) = (x(u),y(u),z(u)) i udtrykket for kurveintegralet far vi:

z Zy
fdu=

F(x(U),Y(u), ZW) /X (W2 +Y (W2 + Z(u)2du . (2.6)

K a

Bemaerkning 2.8. Parameterfremstillingen (2.1) for kurven er regulaer hvis parameterfremstill-
ingens Jacobi-funktion er positidacobi(u) > 0 for alleu i det givne intervalla, b] .

Eksempel 2.9.Givet funktionenf (x,y,z) = 7x og et parametriseret cirkelstykke

Cr: r(u) = (x(U),y(W),2(U)) = (cog(u), sin(u),0), ue [—2,m

2
Kurveintegralet aff overC; er
z .
G TdH= Oy, 20) X W2y (07 + Z(2 du
. -1
Z T
= 7cogu) \/(~sin(u))2+ (cog(u))2 du
-T2
Z I
= 7cogu)du=7
—T1/2

Som neevnt, og som vi vil godtggre nedenfor - i afsnitietivering af kurveintegralet kan
kurveintegraler benyttes til at finde leengder af parametriserede kurver og til at finde den totale
masse af parametriserede kurver med givhe massetaetheder. Hvis massetaetheden efl konstant
fas laengden (man kan finde leengden af en sadan kurve ved at veje den):
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Definition 2.10. Leengden af den parametriserede kurve
Kr . r(U) - (X(U),y(U),Z(U)) , ue [aa b]

defineres som kurveintegralet
Z Zy
LK) = 1du= Ir'(wlidu . (2.7)
r a

Eksempel 2.11.Det parametriserede cirkelstykke

G : r(u) = (coqu), sin(u),0), ue [—g» |

har leengden 7 z .

L(C) = ¢ 1dp= 2 \/x’(u)2+y’(u)2+z’(u)2du
Z Tt
_ e /(= sin(u))2 + (cogw))2 du
n 31
= _n/zldu = 7

Eksempel 2.12.Den parametriserede kurve
C @ r(u) = (cogu), sin(u),0), ue [—g,m]

har IaengderL(CNJr) = %T svarende til at parametriseringen ’laegger’ det lange interval flere
gange rundt pa enhedscirklen!

Eksempel 2.13.Den parametriserede skruelinje
Ky : r(u) = (coqu), sin(u), u), ue [—2, 27

har laeengden

YA Z on

L(K;) = ) 1dpy= , \/x’(u)z-l-)/(u)z—i—z’(u)zdu
r Z—T:[
= ’ \/(—sin(u))2+(cos(u))2+1du

= V2du = 4mv/2
o1

Definition 2.14. Parameterfremstillingen i (2.1) for kurvef} siges at veeren-entydighvis der
for alle u; € [a,b] og for alleuy € [a,b] geelder fglgende:

up # Uy medfgrerat r(up) # r(uz) . (2.8)
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Opgave 2.15.Hvilke af parameterfremstillingerne i Figurerne 2.1, 2.2, og 2.3, henholdsvis i
eksemplerne 2.11, 2.12, og 2.13, er en-entydige?

Opgave 2.16.Vis, at Definition 2.10 giver samme laengde for de tre parametriseringer af linje-
stykket i Figur 2.1, samme laengde af de to cirkelstykker i Figur 2.2 og samme laengde af de to
skruelinjer i Figur 2.3.

Opgave 2.17.Find leengden (med 3 decimaler) af knuden i Figur 2.4.

Opgave 2.18.Find reguleere, en-entydige parameterfremstillinger af linjestykket (Figur 2.1),
cirklen (Figur 2.2), og skruelinjen (Figur 2.3), sdledes at alle har parameterintergatigt

2.2 Motivering af kurveintegralet

Hvis vi deler intervallefa, b] i n lige store dele, sa har hvert delinterval laeng8ger= (b—a)/n
og delepunkternes koordinateei b] bliver:

U = a,

Up = U1+ 0y = a+9y,

Uz = Up+0y = a+2%

3 2+ Oy + 20, 2.9)

Us = U3+ Oy = a+ 30y,
b - Un+6u - a+n6u

Med hver af disse fast valgte veerdierupsom udviklingspunkt kan vi Taylorudvikle hver af
de 3 koordinat-funktioner for(u) = (x(u),y(u),z(u)) til ferste orden med tilhgrende epsilon-
funktioner:

X(U) = X(ui) +X (Ui) (U= i) +&(u—u) - Ju—uil
y(u) = y(ui) + Y (ui) (u—ui) +&(u—ui) - [u—uil (2.10)
z(u) = zZ(u) +Z(U;) (U—U) +&(U—Uj) - Ju— U

Disse Taylor—udviklinger kan vi samle og udtrykke med vektor-notation saledes:

r(u) = r(u)+r'(u)-(u—u)+&u-u)-pi , (2.11)

hvor vi bruger den korte skrivemadg = |u— uj| = \/(u—u;)? for afstanden mellem den
variable veerdiu og den faste veerdij i parameterintervallet. Desuden geeldgfu — u;) =
(&x(U—Ui), &y(u—Ui), &(u—uj)) — (0,0,0) = Oforu—u; .

Hvert del-intervalu;, u; + 8,] afbildes pa kurvestykketr (u), u € [u;, u; + 3], og dette kurve-
stykke kan vi approksimere med den linezere del af udtrykket i (2.11), som fas ved at fierne
&i-bidraget fra hgjre side i (2.11):

Fapp (W) = r(u)+r'(u)-(u—u), ue [uu+d . (2.12)

Se Figurerne 2.6 og 2.7 hvor de approksimerende linjestykker er vist for en parametriseret cirkel
for to forskellige parametriseringer og for forskellige veerdienabDet i'te linjestykke har pr.
definition kontakt med kurven i sit ene endepunkt. Det kalder vi kontaktpunktet for linjestykket.
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Leengde

Hvert enkelt af de i alb approksimerende linjestykker har en leengde, se Figur 2.6. Leengden af
deti’te linjestykke er ifglge (2.12)

BLi = [Fapp (Ui +3) = Fapg ()] = /()-8 - (2.13)

Summen af disseleengder er (for store veerdier@fklart en god approksimation til leengden
af kurven, séledes at vi kan skrive

Lapgl) = 3 AL = 3 ' W)]-3y (2.14)

Da ovenstaende sum er en integralsum (se afsnit 1.2) for den kontinuerte fufikiioyj| over
intervallet [a, b], opnas i greensen, hvargar imod uendelig:

Zy
Lapp(n) — L = ] |r'(u)[[du for n—o . (2.15)

Vi har dermed motiveret definitionen af lsengden af en kurve som angivet ovenfor, nemlig
som kurveintegralet af den konstante funktibaver den parametriserede kurve.
z z z

[ {

X y

Figur 2.6: Kurven r(u) = (cog2mu), sin(2ru), 0), u € [—1,1], med henholdsvis 5, 10 og 20 ap-
proksimerende linjestykker. Det er rimeligt at definere leengden af kurven som den totale leengde af de
approksimerende linjestykker i den greense hvor antallet af linjestykker gar mod uendelig. Figurerne er
del af output fralntegrator5-kommandoerkurveIntApprox. Se i afsnit 11 hvordadintegrator5s-

pakken downloades og anvendes.

Masse

Hvis vi antager, at hvert enkelt linjestykke i (2.12) tildeles en konstant masseteethed givet ved
veerdien af funktioner (x,y,z) i linjestykkets kontaktpunkt med kurven, sa far vi massen af det
i'te linjestykke:

AM; = £ (x(ui), y(ui), 2(u)) [[r"(ui)]] - Bu = (r (ui)) Ir"(u)]] - S
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X y

Figur 2.7: Kurvenr (u) = (cog2md), sin(2mu®), 0), u € [—1,1], med henholdsvis 30, 60 og 100 ap-
proksimerende linjestykker. Det er stadig rimeligt at definere leengden af kurven som den totale leengde af
de approksimerende linjestykker i den graense hvor antallet af approksimerende linjestykker gar mod uen-
delig. Figurerne er igen del af output ftarveIntApprox - nu anvendt p& den nye parameterfremstilling.

Den totale masse af hele systemet af linjestykker er derfor fglgende, som er en god approksima-
tion til massen af hele kurven, nar kurven tildeles masseteethigdém)) pa stedet (u) :

Mape) = 3 AM; = 5 £(5(0)) [ ()] - (2.16)

Dette er igen en integralsum, men nu for den kontinuerte funkt{otu)) ||r’(u)|| over inter-
vallet [a, b]. Vi far altsa i greensen, hvargar mod uendelig:
Zp
Mapp(n) = M = f(r(u)|r'(u)]jdu for Nn—oe . (2.17)
a

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af en kurve med masseteeftieden (for
sa vidt denne funktion er positiv[a, b|) og dermed den generelle definition af kurveintegralet,
Definition 2.7.

2.3 Det tangentielle kurveintegral

Lad V(x,Y,2) veere et vektorfelt i rummet (se eventuelt afsnit 8.1). @egentielle kurveinte-
gral af V(x,y,z) langs en given parametriseret kuiieer kurveintegralet af projektionen (med
fortegn) afV(r(u)) pa kurvens tangent repraesenteret K¢d). Integranderf i kurveintegralet
er altsd i dette tilfaelde givet ved skalarproduktet (prikproduktet)

hvor e(u) er defineret ved

qw:{rWMWW|msw@%o
0 hvis r'(u =0
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Bemeerk, at sa har vi for alle
e(u) [[r'(w] = r'(u)
Det tangentielle kurveintegrdan(V,K;) af V langsK; er derfor relativt simpelt at udregne

- vi behgver faktisk ikke fgrst at findéacobi(u), altsa leengden af (u) :
z

TanV,K;) = V-edp

z°, (2.18)

Bemeaerkning 2.19. Tilsvarende kan man definere detogonalekurveintegralort(V,K;) af V
langsK; ved at projicere/ (r (u)) vinkelret ind pa den plan i rummet, som selv star vinkelret pa
r’(u) og dernaest finde kurveintegralet af laengden af den projektion (som funktign af

Bemeerkning 2.20.Bemaerk, at den sidste integrand i (2.18) er kontinuerMt{ary,z) ogr’(u)
er kontinuerte selv om det ikke umiddelbart fremgar af definitionen (vektorfiteter jo ikke
ngdvendigvis kontinuert - medmindréu) er en reguleer parameterfremstilling).

Eksempel 2.21.Lad V(x,y,z) = (0,zY). Vi gnsker at bestemme det tangentielle kurveintegral
afV langs fglgende parametriserede stykke af en skruelinje

Kr : r(u) = (cogu), sin(u), u), ue (o0, I[]

Ved at indszette i (2.18) fés 2
Tan(V. K, ) = ZOH/ZV(r(u))-r’(u)du
_ 20”/2<o, u,sin(u)) - (~ sin(u), cogu), 1)du
= Zon/z(ucos(u) +sin(u))du
= [usin(u)g® = 7

Opgave 2.22.Lad V(x,y,2) = (0,x,2). Bestem bade det tangentielle og det ortogonale kurvein-
tegral afV langs fglgende parametriserede stykke af en cirkel

(cos(u), sin(u), 0), u€ [0, 7]
Brug Maple til beregningerne: Hent og brigrveInt-kommandoen frantegrator5-pakken.
Se i afsnit 11 hvordan pakken kan downloades og anvendes til formalet.

Ky @ r(u)



22 KAPITEL 2. KURVEINTEGRALER

Figur 2.8: Skruelinjen r(u) = (cogu), sin(u), 15u), u € [—2m 21 og vektorfeltet V(x,y,z) =
(x,—(x+Y),2z) antydet langs skruelinjen. Figuren er en del af outputlfreegrator5-kommandoen
tangKurvelnt.



Kapitel 3

Fladeintegraler

3.1 Hvad er en flade?

En parametriseret flade i rummet er givet ved en parameterfremstilling
Foor(uy) = (xuv),yuv),zuv) eR® ,uelabl,veled .  (3.1)

Definition 3.1. Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion . Fladeintegralet af funktionen
f over den parametriserede flaéie defineres ved
VA Z 42y
fdu= f(r(u,v)) Jacobi(u,v)dudv (3.2)
F c a
hvor
Jacobyi(u,v) = [|[ri,(u,v) x r(u,v)|| (3.3)
er arealet af det parallelogram, der pa stedét, v) udspaendes af de to tangentvektaigu, v)
ogr/,(u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punkiet v) pa fladen.

Definition 3.2. Parameterfremstillingen (3.1) siges at veeraegulaer parameterfremstillinyis
der geelder fglgende:

Jacobi(u,v) >0 foralle uelfab],velcd . (3.4)

Definition 3.3. Som for parametriserede kurver siges parameterfremstillingen i (3.1) at veere
en-entydig hvis forskellige punkter i definitionsmaengden afbildes i forskellige punkter i billed-
maengden.

Definition 3.4. Arealet af den parametriserede flade
F: o r(uv) = (x(u,v),y(uv),z(u,v)) , uelabl,velcd]

defineres som fladeintegralet af den konstante funition
Z Z 42y
A(FR)= 1du= Jacobi(u,v)dudv |, (3.5)

R c a

23
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3.2 Motivering af fladeintegralet

Hvis vi ligesom for kurveintegralet deléeggeintervallernefa, b| og[c, d] i henholdsvish ogm
lige store dele, sa har hvardelinterval laengded, = (b—a)/n og hvertv-delinterval har leeng-
dend, = (d —c)/m. Tilsvarende bliver delepunkternes koordinatéu,iv)-parameteromradet
(som jo er rektangleia, b] x [c,d] i R?) - jvf. afsnit 1.3:

(u,v1) = (a,0),

(U1,vj) = (@.c+(j = 1)dy),

(ui,v1) = (a+ (i —1)3y,c),

(UHVJ):(a + (i — D)dy,c+ (j— 1)dy), (3.6)

(b.d) = (@+ By, B,

Med hvert af disse faste punktéu,vj) som udviklingspunkt kan vi nu som far Taylorud-
vikle hver af de 3 koordinat-funktioner far(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,V)) til ferste orden med
tilhgrende epsilon-funktioner:

r(u,v) = r(u,vj)
+ry(u,vy) - (u—u;)
+ (U, vj) - (V= Vi)
+pij - &j(U—Ui,v—Vi)

(3.7)

hvoru € [ui, Ui +3y], v € [vj,Vj+3y]. Her betegnepij = /(u— ;)% + (v—v;)? afstanden
mellem det variable punktu,v) og det faste udviklingspunk; ,vj) i parameteromrédet. Der
geelder her, atjj (u—uj,v—vj) — (0,0,0) = 0 for (u—uj,v—vj) — (0,0) .

Hvert delrektange(u;,u; + &y] x [vj,vj + 8] afbildes pé fladestykketr (u,v), u € [u;,u; +
du), Vv € [vj,Vj+ &y og dette fladestykke kan vi approksimere med den linegere del af udtrykket i
(3.7), som fas ved at fjerrg;-bidraget fra hgjre side i (3.7):

Fapp, (U,V) = T (Ui, Vi) 4 1y (Ui, Vi) - (U= ) + 1 (Ui, vy) - (v=vy) (3.8)

hvoru ogv stadig gennemlgber del-intervallernec [u;i, Ui +y], v € [Vvj, Vj+0y].

Disse linegere approksimationer er parallelogrammer, som udspaendes af de to tangentvektor-
erry(ui,v;j) -8y ogry(u,Vvj) - dy. Se Figur 3.1 hvor de approksimerende parallelogrammer er vist
for en parametrisering af en kegleflade.

Areal

Hvert enkelt af de ialbh mapproksimerende parallelogrammer har et areal. Arealet &f,d¢te
parallelogram er leengden af krydsproduktet af de to vektorer, der udspaender det pageeldende
parallelogram:

DA = [[(rl(u,vi)-80) x (Fy(ui,vj) -8,)]| = Jacobi(u.vj) 88, . (3.9)
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Opgave 3.5.Bevis denne pastand: Arealet af et parallelogram er laengden af krydsproduktet af
de to vektorer, der udspaender parallelogrammet.

Summen af disse iaftmarealer er klart en god approksimation til arealet af hele fladestykket,
saledes at vi har

m

Aapp(n,m) = Z ZLAA” = Zl_zl\]acob,i(ui,vj)ﬁué\, ) (3.10)
= j=1li=

=i

Da ovenstaende sum er en dobbelt integralsum for den kontinuerte furdldtamiyi(u,v) over
parameter-rektanglei, b] x [c,d] far vi i greensen, hvon og m begge gar mod uendelig (se
afsnit 1.3):
ZgZy
Agpp(n,m) — A = Jacobi(u,v)dudv for n,m—o . (3.11)
Cc a
Dette er begrundelsen for definitionen af arealet af en parametriseret flade som angivet oven-
for, nemlig som fladeintegralet af den konstante funkfion

Figur 3.1: Kegle-fladen er givet ved parameterfremstillingefu,v) = (ucogv),usin(v),u), u €
[-1,1], v e [~ 1. Et system af koordinatkurver pa fladen er vist til venstre og de tilsvarende areal-
approksimerende parallelogrammer er vist til hgjre. Figurerne er del af outpulnfiégrator5s-
kommandoerfladeInt.

Opgave 3.6.Vis, at den givne parameterfremstilling i Figur 3.1 hverken er reguleer eller en-
entydig. Overvej, om der findes en reguleer parameterfremstilling for keglefladen.

Opgave 3.7.Hvorfor er de approksimerende parallelogrammer pa den gvre halvdel af kegle-
fladen i Figur 3.1 mindre end de tilsvarende parallelogrammer (med samme afstand til toppunk-
tet) pa den nedre halvdel?

Opgave 3.8.Vis, at de approksimerende parallelogrammer i Figur 3.2 alle er kvadrater.
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Figur  3.2: Denne Vvindelflade er givet ved parameterfremstillingem(u,v) =
(sinh(u) coqv),sinh(u) sin(v),Vv). Figuren er del af output frantegrator5-kommandoentladeInt

og viser en approksimation af fladen med parallelogrammer, som faktisk alle er kvadrater af forskellig
starrelse. Se opgave 3.8.

Masse

Hvis vi nu antager, at hvert enkelt parallelogram i (3.8) tildeles en konstant massetaethed givet ved
veerdien af funktionerf (x,y,z) i parallelogrammets kontaktpunkt med fladen, sa far vi massen
af det(i, j)'te parallelogram :

AMij = f(x(ui,vj),y(ui,Vj),z(ui,v;)) Jacobi(ui,vj)-8udy = f(r(ui,vj)) Jacobi(ui,v;)-dudy

Den totale masse af hele systemet af parallelogrammer er derfor fglgende, som er en god ap-
proksimation til massen af hele fladen nar denne gives masseteetheden)) i punktetr (u, v).

m n m

Mapp(n,m) = j;i;AMij = j;éf(r(ui,vj)) Jacobi(ui,vj) - 6,0y - (3.12)

Dette er en dobbelt integralsum for den kontinuerte funkti¢n(u,v)) Jacobi(u,v) over
parameter-rektangleg, b] x [c,d]. Vi far altsd i greensen, hvarog m gar mod uendelig:
ZgZy
Mapp(n,m) — M = f(r(u,v))Jacobi(u,v)dudv for n,m—o . (3.13)
C a
Dermed har vi motiveret definitionen af massen af en parametriseret flade med masseteaethe-
denf(r(u,v)) og dermed ogsa den generelle definition af fladeintegralet, Definition 3.1.
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3.3 Omdrejningsflader

Omdrejningsflader er de specielle flader, der fremkommer ved at dreje en plan kurve omkring en
ret linje (omdrejningsaksen) som ogsa ligger i samme plan. Kurven kaldesfirkurveeller
enfrembringer-kurve Det antages, at profilkurven ikke skaerer omdrejningsaksen. Profilkurven
veelges typisk i(X,z)-planen og drejes omaksen i et(x,y, z)-koordinatsystem. Profil-kurven

kan sa repraesenteres ved en parameterfremstilling saledes:

Gr: r(u)=(g(u),0,h(u)eR® ,ueclabl |, (3.14)

hvorg(u) > 0ogh(u) er givne funktioner af parameteranDen omdrejningsflade, der fremkom-
mer ved at drej&, en hel gang omkring-aksen har derfor parameterfremstillingen:

FGr: r(u,v) = (g(u)cogv),g(u)sin(v),h(u)) eR® ,uelab],ve[-mm . (3.15)

Figur 3.3: Omdrejnings-fladen her er givet ved parameterfremstillingeriu,v) =
(g(u) cog(v), g(u) sin(v),h(u)) , u € [~TLT, v € [T, hvor g(u) = % + sin(u) og h(u) = u .
Figurerne er del af output fréiladeInt.

Opgave 3.9.Vis, at Jacobifunktionedacobi(u,v) for parameterfremstillingen(u,v) for den
generelle omdrejningsfladeG; i (3.15) er givet ved

Jacobi(u,v) = g(u)/ (W(U)2+ (g(W)2 . (3.16)

3.4 Det ortogonale fladeintegral, fluxen

Lad V(x,y,z) veere et vektorfelt i rummet. Detrtogonale fladeintegral - ogsa kaldet fluxah
V(X,Y,z) gennem en given parametriseret fl&der fladeintegralet af projektionen (med fortegn)

af V(r(u,v)) pa fladens normal repraesenteret ved den enhedsvektor, der er proportional med
krydsproduktet,(u,v) x ry,(u,v) (hvor dette er forskelligt fr®). Integranderf i fladeintegralet

er da givet ved skalarproduktet (prikproduktet)

f(r(u,v)) = V(r(uv)) -ng(uv) ,
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Figur 3.4: Denne torus er omdrejningsfladen givet ved parameterfremstillinganv) =
(9(u) cogv), g(u)sin(v),h(u)) , u € [~TLT, v € [T, hvor nug(u) = 2+ cogu) og h(u) = sin(u) .
Figurerne er del af output friladeInt.

hvorng (u,v) er defineret ved

e (U,V) = ru(u,v) xry(uv) /frg(u,v) <ry(u vl hvis ri(u,v) xri(u,v) # 0
PV 0 hvis r(uv) xr(uv) =0

Fluxen afV gennent; i retningenng er derfor relativt simpel at udregne - vi behgver ikke fagrst
at finde laengden af,(u,v) x r{(u,v) (jeevnfgr omformningen af det tangentielle kurveintegral):
Z

Flux(V,F) = V-ngdpu
ZF;jZ b
= (V(r(u,v))-ng(u,v)) Jacobj(u,v)dudv
Z°42% (3.17)
= (V(r(u,v))-ng(u,v)) [[ri(u,v) x ri(u,v)||dudv

= V(r(u,v)) - (ry(u,v) xri(u,v))dudv .
C a
Bemaerkning 3.10. Tilsvarende kan man definere dengentiellefladeintegralTan(V,F ) af
V over fladenF; ved at projicereV(r(u,v)) vinkelret ind pa tangentplanen # (udspaendt
af r;,(u,v) ogry(u,v) i punktetr(u,v)) og derngest finde fladeintegralet af leengden af denne
projektion (som funktion afu,v)).

Bemaerkning 3.11.Bemeerk igen, at den sidste integrand i (3.17) er kontinuert og dermed in-
tegrabel, selv om det ikke umiddelbart fremgar af definitionen, idet vektorigit@t, v) ikke
ngdvendigvis er kontinuert - medmindr@u, v) er en reguleer parameterfremstilling.

Opgave 3.12.Vis, at parameterfremstillingen i Figur 3.5 hverken er reguleer eller en-entydig.
Find en regulaer og en-entydig parameterfremstilling for kalotten. Vis, at arealet af kalotten er
uafhaengigt af de valgte parameterfremstillinger. Bestem det tangentielle fladeintegral for vektor-
feltetV(x,y,z) = (0,0, 2) langs kuglekalotten.



3.4. DET ORTOGONALE FLADEINTEGRAL, FLUXEN 29

X

Figur 3.5: Denne kalot af en kugleflade er givet ved parameterfremstillingén,v) =

(sin(u) cogv),sin(u) sin(v),cogu)) , u€ [0, 3], ve [~ 1. Vektorfeltet er givet ve¥ (x,y,z) = (0,0,2).

Et system af koordinatkurver pa fladen er vist til hgjre sammen med vektorfeltet evalueret i koordi-
natkurvernes skeeringspunkter. Figurerne er en del af outpdfl fraInt-kommandoen anvendt pa den
givne parameterfremstilling og det givhe vektorfelt.

Opgave 3.13.Et solfangertag har form som grafen for funktioné(x,y) = 1— |x| over det
kvadratiske omradéx,y) € [—1,1] x [-1,1] i (x,y)-planen i et seedvanligt retvinklek,y, z)-
koordinatsystem i rummet. Se Figur 3.6 til venstre.

e Lad os — lidt simplificerende — antage, at Solen straler fra en skyfri himmel ind péa sol-
fangertaget til et givet 'tidspunkt langs det enhedsvektorfelt i rummet, som til tidesr
parallelt med vektoreN = V(t) = (0, —cogt), —sin(t)) hvort € [0, 1.

e Solen star altsé op til tiden= 0 og sender lige pa det tidspunkt vandrette straler parallelt
med y-aksen i retninger{0, —1,0) . Midt pa& dagen, til tidert = T er stralerne lodrette og
parallelle medz-aksen i retninger{0,0,—1). Til tiden t = 11 gar solen ned, men lige far
det sker, sender den (naesten) vandrette straler parallelyraksen i retningerf0,1,0).

e Den energi solfangeren optager pr. arealenhed og pr. tidsenhed pa et givet sted antages at
veere lig med prikproduktey - n mellem Solstrale-vektorfeltdf og tagfladenindadret-
tedeenhedsnormalvektan pa stedet. Bemaerk, at det indadrettede normaifékke nad-
vendigvis er lig medhg, som jo afhaenger af den valgte parametrisering af taget.

e Spgrgsmal A:

1. Begrund antagelsen om, at energioptaget er lig med prikproddkietog bemeerk,
at energioptag selvsagt kun kan finde sted hvor omtalte prikprodukt er positiv.
2. Hvad er solfangerens energioptag pr. tidsenhed pa et givet tidspupktdagen?

3. Hvad er solfangerens totale energioptag pa 'en dag’?
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e Spgrgsmal B:
Antag, at solfangertaget rotereg2 omkring z-aksen, saledes at tagryggen bliver parallel
medx-aksen. Hvad er den roterede solfangers totale energioptag pa 'en dag’?

e Spgrgsmal C:
Antag, at den oprindelige solfanger kun roteres henholds\6s 11/4, og 11/3 omkring z-
aksen, saledes at tagryggens vinkel i forholg-tilksen bliver skiftevis netop disse vinkler.
Hvad er de roterede solfangeres totale energioptag pa 'en dag'?

N
N

JINNN
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LTSRN
ll:""“\\‘\‘\

Figur 3.6:Solfangertagene i opgaverne 3.13, 3.14, og 3.15 henholdsvis.

Opgave 3.14.Samme spgrgsmal (A, B, og C) som i opgave 3.13 men nu for det tag, der har
form som grafen forf (x,y) = 1—x? over det kvadratiske omrade,y) € [~1,1] x [-1,1] i
(x,y)-planen, se Figur 3.6 i midten.

Opgave 3.15.Samme spgrgsmal (spgrgsmal A) som i opgave 3.13 men for det tag, der har form
som grafen for funktionerf (x,y) = 2— /x2+Yy?2 over cirkelskiven med radiusog centrum i
(0,0) i (x,y)-planen, se Figur 3.6 til hgjre.



Kapitel 4

Planintegraler

Figur 4.1:Dette omrade i planen er givet ved fglgende parameterfremstilling, der repraespoteser
koordinateri planen:r (u,v) = (ucogVv), usin(v)) , u€ [0,1], ve [—1, 1. Figurerne er del af output fra
planIntApprox-kommandoen. Parameterrektanglet ses til venstre. Den deformeres og afbildes (ved brug
afr) pa det plane omrade i midten. Til hgjre er antydet placeringen og stgrrelsen (panaer ef) faktier

til det givne net hgrende approksimerende parallelogrammer (her: rektangler).

4.1 Hvad er et omrade i planen?

Et plant omrade kan betragtes som en flade, der ligger helt i en plan, f(gkg)-planen. Plan-
integraler er derfor fladeintegraler. Specifikt har vi derfor ogsa direkte falgende motiverede defi-
nitioner:

Et parametriseret omrade i planen er givet ved en parameterfremstilling

Pr:or(uv) = (x(uv),yuv) eR? | ueclabl,velcd . (4.1)

Definition 4.1. Lad f(x,y) betegne en kontinuert funktion i&. Planintegralet af funktioner
over det parametriserede omraBedefineres ved
z Z4Z
fdu= f(r(u,v)) Jacobi(u,v)dudv 4.2)

= c a
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hvor
Jacobi(u,v) = [[ry(u,v)[/{Iry(u,v)| sin(6(u,v)) (4.3)
er arealet af det parallelogram i planen, der pa stedgt, v) udspeendes af de to tangentvektorer

r,(u,v) ogry(u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punkiet v) i planen (funktionen
B(u,v) € [0, 1] betegner vinklen mellem disse tangentvektorer).

Figur 4.2: Parabelkoordinater. Dette omrade i planen er givet ved parameterfremstilliigen =
(uv3(¥—Vv?)), ue[-1,1], ve [0,1]. Figuren til hgjre antyder igen et system af areal-approksimerende
parallelogrammer. Figurerne er del af outputglanIntApprox-kommandoen.

Figur 4.3: Elliptiske koordinater. Dette omrade er givet ved parameterfremstillingenv) =
(cosHu) coqv),sinh(u)sin(v)) , u e [0,1] , v € [-T 1. Figurerne er del af output frelanIntApprox-
kommandoen.

Definition 4.2. Parameterfremstillingen (4.1) siges at veerereguleer parameterfremstillirfgr
det plane omrade hvis der geelder falgende:

Jacobi(u,v) >0 foralle uelfab],velcd . (4.4)

Definition 4.3. Som for parametriserede flader siges parameterfremstillingen i (4.1) at veere
en-entydig hvis forskellige punkter i definitionsmaengden afbildes i forskellige punkter i billed-
maengden i planen.
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Opgave 4.4.Vis, atJacohji(u,v) (i (4.4)) ogsa kan findes som den numeriske veerdi af determi-
nanten af den matrix, der som sgijler har koordinaterne for de to vek{drer) ogry,(u,v).
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Kapitel 5

Rumintegraler

5.1 Hvad er et rumligt omrade?

Et parametriseret rumligt omrade er pa samme made som kurver og flader givet ved en parame-
terfremstilling, nu med fglgende form

Qr: r(uv,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) € R3 ,

uelabl,veled, welnhl] (5.1)

Definition 5.1. Lad f(x,y, z) betegne en kontinuert funktion #&. Rumintegralet af funktionen

f over det parametriserede rumlige omrd@g defineres ved
Z 2,242
fdu= ) f(r(u,v,w)) Jacobi(u,v,w)dudvdw , hvor (5.2)
Qr c a
Jacobi(u,vw) = [rf(uvuw). ry(uvw), r(uvw)] 5.3
= [ (ru(u, v w) X ri(u, v w)) -1 (u, v, w) | '

er volumenet (her beregnet som et rumprodukt) af det parallelepipedum, der parstedat)
udspaendes af de tre koordinatkurve-tangentvekigyer, v,w) , ry,(u,v,w) ogri,(u,v,w).

Opgave 5.2.Vis, at Jacohi(u,v,w) ogsa kan findes som den numeriske veerdi af determinan-
ten af den matrix, der som sgjler har koordinaterne for de tre vektfterv,w), r{,(u,v,w) og
rw(U, v, w).

Bemeerkning 5.3. Parameterfremstillingen i (5.1) kaldes eguleer parameterfremstillingvis
Jacobi(u,v,w) > O foralleue [a,b], ve [c,d], we [h,]].

Definition 5.4. Som for kurver og flader vil vi kalde parameterfremstillingen i (5.1) en-entydig
hvis forskellige punkter i definitionsmaengden afbildes i forskellige punkter i billedmaengden.

Definition 5.5. Volumenet af det rumlige omrade

Qr: r(uv,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) , uelabl,velcd], we [hl]

35
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defineres som rumintegralet af den konstante funktion
y Z,Z 47
Vol(Q) = ldu= Jacobi(u,v,w)dudvdw . (5.4)

Qr h ¢ a

Figur 5.1: Billeder af det rumlige omrade givet ved parameterfremstillingefu,v,w) =
(uvcogw), uvsin(w), 3(u? —v?)) , u € [3,1], v € [3,1], w € [ 2. Figurerme viser to systemer af
volumen-approksimerende parallellepipida. Figurerne er del af outputufient-kommandoen.

Opgave 5.6.Vis, at parameterfremstillingen i Figur 5.1 er reguleer og en-entydig.

IZANYA VAN f/
|7 VA VA VAV

5 \ " i""’\ y
L

Figur 5.2: Det rumlige omrade i Figur 5.1 opnas ved at vektorafbildningetieformerer(u, v, w)-
parameterkassen (til venstre) in@xiy, z)-rummet (som vist til hgjre). Forskriften for deformationen er
netop givet ved parameterfremstillingefu,v,w) = (uvcogw),uvsin(w), 2(u2—v?)), ue [3,1],ve
1.1, we [m2m.



5.2. MOTIVERING AF RUMINTEGRALET 37

5.2 Motivering af rumintegralet

Intervallerne[a, b], [c,d] og [h,]] inddeles i henholdsvis, m og q lige store dele. S& har hvert
u-delinterval leengdey, = (b—a)/n, hvertv-delinterval har laengded, = (d —c)/mog hvert
w-interval har leengded,, = (I —h)/g. Tilsvarende bliver delepunkternes koordinat@r, v, w)-
parameteromrédet (som her er det retvinklede kasse-onadaex [c,d] x [h,k] i R3, se Figur
5.2):

(ulavlawl) = (a7C7 h)7
(Ui, Vi, W) - @+ (i—1)dy,c+(j — 1)y, h+ (k—1)dw), (5.5)

(b,d,l) = (a+ ndy,c+ mdy,h+qdy)

Med hvert af disse faste punkt@r, vj, wx) som udviklingspunkt kan vi igen Taylor-udvikle
hver af de 3 koordinat-funktioner fau,v,w) = (X(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) til farste orden
og med tilhgrende epsilon-funktioner:

r(u,v,w) = r(ui,Vj, wg)
+ (U, Vi, W) - (U— i)
+ry (Ui, Vi, W) - (V—Vj) (5.6)
+ 1o (Ui, Vi, W) - (W — W)
+ Pijk - Eijk (U— Ui, V—=Vj,W—W) ,

hvoru € [ui,ui+08u], Vv € [vj,Vj+d], W € [wj,wj+3y]. Afstanden mellem det variable
punkt (u,v,w) og det faste punkfu;,vj,wx) i parameteromradet betegnes nmag og vi har
som farg;j (u—uj,v—vj,w—wy) — 0 for (u—uj,v—vj,w—w) — (0,0,0) .

Hvert parameter-delomréade eller delkafseu; + dy] x [vj,Vj + &) x Wi, Wi + ] afbildes
pé det rumlige billed-omradgu, v,w), u € [u,u; +8y],V € [V}, Vj + O], W € [Wi, Wi + Oy] i bille-
drummet og dette omrade kan vi approksimere med den lineaere del af udtrykket i (5.6), som fas
ved at fierneg;jk-bidraget fra hgjre side i (5.6):

Fapp (U, VW) = T (Ui, Vj, W)
+ (Ui, V), W) - (U— i)
+ry (Ui, Vi, W) - (V—Vj)
(U, VW) - (W W)

(5.7)

hvor vi stadig har ati € [uj, Ui+3u], v € [Vj,Vj+3/], W € [wj,wj+8y].
Disse lineaere rumlige approksimationer er parallelepipeda, som udspaendes af de tre tan-
gentvektorerr (U, vj, W) - Oy, (Ui, Vj, W) -8y 0g Iy, (Ui, Vj, W) - O .
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Volumen

Hvert enkelt af de ialhm gapproksimerende parallelepipeda har et volumen. Volumenet af det
(i, j,k)'te parallelepipedum er den numeriske veerdi af rumproduktet af de tre vektorer, der ud-
spaender det pageeldende parallelepipedum:

AVOlijic = [y (Ui, Vi, Wi) - 8u), (1 (Ui, Vi, Wie) - 8y), (i (Ui, Vi, W) - Sw)] |
= Jacobi (Uj, vj, W) - 0,0v0w

Opgave 5.7.Bevis denne pastand: Volumenet af et parallelepipedum er den numeriske vaerdi af
rumproduktet af de tre udspaendende vektorer.

(5.8)

Summen af de ialt mgvolumener er en god approksimation til volumenet af hele det rumlige
omrade, saledes at vi har

3
=

AVOlijk

I
M e

Volapp(n,m, q)

=~
|
[
[
=

(5.9)

3

3 Jacobi (Ui, v, W) - 3udyOw

I
M e

=
‘I_'_\\
ﬂ\
M

Da ovenstaende sum er en tredobbelt integralsum for den kontinuerte fudkibotyi (u, v, w)
over parameter-kasséa, b] x [c,d] x [h,1] far viigraensen, hvan, mogq alle gar mod uendelig:
212 42y
VOl app(n,m,q) — Vol = Jacobi(u,v,w)dudvdw for n,m,q—o . (5.10)
h ¢ a
Dette er begrundelsen for definitionen af volumenet af et parametriseret omrade i rummet
som angivet ovenfor, nemlig som rumintegralet af den konstante funktion

Figur 5.3:Dette rumlige omrade er defineret ved hjeelp af sakalthawell-CylinderkoordinaterPara-
meterfremstillingen for omradet er fglgendéu, v,w) = (1+u-+exp(u) cogV),v+exp(u) sin(v),w) , ue

[—‘—11, %1] ,ve [-m ), we [-1,1]. Til hgjre er vist et system af approksimerende parallelepipeda (panaer
en faktor 8). Figurerne er konstruerede medIntApprox-kommandoen.



5.2. MOTIVERING AF RUMINTEGRALET 39

Masse

Hvis vi nu antager, at hvert enkelt parallelepipedum givet ved (5.7) tildeles en konstant mas-
seteethed som er givet ved vaerdien af funktioheqy, z) pa stedet (u;, vj, wg), sa bliver massen
af det(i, j, k)’te parallelepipedum:

AMijc = f(x(ui, vj, W), (Ui, Vi, Wi), Z(Ui, Vj, W) ) Jacobi(ui, vj, W) - 50y
= f(r(ui,vj,wk)) Jacobi(ui, Vv, W) - du0vOw

Den totale masse af hele systemet af appproksimerende parallelepipeda er derfor falgende,
som ngdvendigvis er en god approksimation til massen af hele det rumlige omrade:

(5.11)

q m n
Mapp(n,m,a) = 5 % ZAMijk
&1 51is

g m n

= kz > _Zlf(r(ui,vj,Wk)) Jacobi (Ui, vj, W) - 5y,
=1j=1i=

(5.12)

Dette er en tredobbelt integralsum for den kontinuerte funkfigru, v,w)) Jacobi(u,v,w)
over parameter-kasséa, b] x [c,d] x [h,1]. Vi far i greensen, hvon, m og q gar mod uendelig:
21242y

Mapp(n, m, M = f(r(u,v,w))Jacobi(u,v,w)dudvdw
M) = M= f(r(uv.w)) Jacobi(u.vw) 5.13

for nmqg— o

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af et parametriseret omrade med masseteethe-
denf(r(u,v,w)) og dermed ogsa den generelle Definition 5.1 af rumintegralet.

WE\I\\Q\:\\% N
BTSN
mastet

"'.'lll

Figur 5.4: Dette rumlige omrade er givet ved parameterfremstillingen(u,v,w) =

(usin(v) cogw),usin(v)sin(w),ucoqVv)),u € [L,2],v € [0,1],w € [-T 1. Koordinatkurverne

pa en af de afgreensende sideflader er vist til venstre og et system af volumen-approksimerende
parallellepipida er vist til hgjre. Figurerne er konstruerede mednt-kommandoen.
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Opgave 5.8.1 Figur 5.4 betragtes fglgende parametrisering af et rumligt omrade:
r(u,v,w) = (usin(v) cogw),usin(v)sin(w),ucogVv)), ue [1,2],ve [0,1], we [T, 1]

Ved afbildning af det kasseformede parameteromrade forventes ialt 6 sideflader for billed-maeng-
den. Vi ser pa figuren kun een af de 6 sideflader. Hvor er de andre og hvordan ser de ud?

5.3 Omdrejningslegemer

Omdrejningslegemer er de specielle rumlige omrader, der fremkommer ved at dreje et plant

omrade (f.eks. defineret(k,z)-planen) omkring en omdrejningsakse i samme plaakéen),

som antages at ligge udenfor omradet. Jaevnfar definitionen af omdrejningsflader i afsnit 3.3.
Det plane omrade - profilomradet - repreesenteres ved en parameterfremstilling saledes:

P: r(uv) = (g(u,v),0,h(uv)) eR® | uelab],velcd |, (5.14)

hvor g(u,v) > 0 ogh(u,v) er givne funktioner af parametremeng v. Det rumlige omrade, det
legeme, der fremkommer ved at dreje profilomradet en hel gang omksadkgen har derfor
parameterfremstillingen:

QP : r(u,v,w) = (g(u,v)cogw), g(u,v)sin(w), h(u,v)) e R® |

ueclab],velcd,we[-mT (5.15)

Figur 5.1 viser halvdelen af et omdrejningslegeme. Figur 5.4 viser overfladen af et om-
drejningslegeme defineret ved brug af kuglekoordinater. Cylinder-koordinater i rummet giver
tilsvarende velkendte omdrejningslegemer som f.eks. det, der er vist i Figur 5.5.

Opgave 5.9.Vis, at Jacobifunktionedacobi(u,v,w) for parameterfremstillingen(u, v, w) for
det generelle omdrejningslege®®; i (5.15) er givet ved

Jacobi(u,v,w) = g(u,v)[gj(u,v) hy(u,v) = hy(u,v) gy(u,v)| - (5.16)
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Figur 5.5:Cylinderkoordinater. Dette rumlige omrade er givet ved parameterfremstillingen w)
11

(9(u,v) cogw), g(u,v) sin(w), h(u,v)) , u€ [0,3], ve [, 3], we [-T T, hvorg(u,v) = uogh(u,v)

v. Figurerne er konstruerede meahnIntApprox-kommandoen.

41
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Kapitel 6

Massemidtpunkter

6.1 Hvad er et massemidtpunkt?

Lad L, betegne enten en parametriseret kikveller fladeF; eller et parametriseret omrage
i rummet med en given vaegtfunktion (masseteetted)f (x,y, z).

Definition 6.1. Massemidtpunkte€m af L, med masseteethedsfunktibr= f(x,y,z) defineres
som det punkt i rummet, der har fglgende koordinater med hensyn til et seedvanligt retvinket
{X,y, z}-koordinatsystem:
12 z z
Cm(L,,f)==( x-fdp, y-fdy, z fdp) |, (6.1)
ML, Ly Ly

hvor M betegner den totale masselaf
Z

M= fdu . (6.2)
L
Specielt for et rumligt omrad@,, som er givet ved en parameterfremstilling af formen (5.1),
far vi derfor falgende udtryk for beregning af massemidtpunktets koordinater. Hvis vi betegner
koordinaterne me@m(Q,, f) = (C1,Cy,C3) har vi:

1212420
Ci=— x(u,v,w) f(r(u,v,w)) Jacobi(u,v,w)dudvdw |,
M_h _c _a
1212420
C = vl y(u,v,w) f(r(u,v,w)) Jacobi(u,v,w)dudvdw |, (6.3)
L 212577
Cs= M n z(u,v,w) f(r(u,v,w)) Jacobi(u,v,w)dudvdw |,
c a
hvor 7 |Z dZ b
M= f(r(u,v,w)) Jacobi(u,v,w)dudvdw . (6.4)
h ¢ a

Ved beregning af massemidtpunkter kan man ofte med fordel benytte hjeelpemidler som
Maple.

43
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KommandoemrumCm fra Integrator5-pakken (eller tilsvarendearveCm, planCm, f1adeCm,
henholdsvis) beregner massemidtpunkter og viser deres placeringer i forhold til det aktuelt givne
veegtede objekt; se eksempelvis Figurerne 6.1 og 6.2.

H CEEN
®

N"\ ?@ e

LA CH

Figur 6.1: Det her viste rumlige omrade er givet ved fglgende parameterfremstilling,w) =

(usin(v) cogw), usin(v) sin(w), ucogV)), u € [£,2],v e [2F, 5] w € [-m J]. Figurerne viser massemidt-
punktet for en afskaret kuglekalot. Veegtfunktionen er konsfdrty,z) = 1. Til hgjre ses en antydning

af et system af approksimerende parallelepipeda. De er ensfarvede fordi veegtfunktionen her er konstant.
Figurerne er output fraumCm-kommandoen.

6.2 Hvad er et kraftmoment?

Definition 6.2. Lad Q; betegne et parametriseret rumligt omrade med en given veegtfunktion
(masseteethed) = f(x,y,2). Lad V = V(X,Y,2) betegne et vektorfelt i rummet. Det totalaft-
moment afV pa Q; omkring et punktp (med stedvektoren,) defineres ved :
Z
K(Q, f,V,p) = f-(r—rp)xVdpu
Qr
Z1Z 4Zyp (6.5)
= f(r(u,v,w)) (r(u,v,w) —rp) x V(r(u,v,w)) Jacobi(u,v,w)dudvdw.
C a

Bemaerkning 6.3. KraftmomenteK er en vektor fordi integranden i (6.5) er et vektorielt kryds-
produkt. Integralet skal altsa forstas saledes, at hver enkelt af de tre koordinatfunktioner for
integranden skal integreres over det rumlige omrade.

Opgave 6.4.En massiv bjeelke i rummet er givet ved leengde, bredde, og hgjde henhoRisvis:
4/10, og 2/10. Bjeelken ligger vandret, har konstant masseteethed er pavirket af 'tyngdekraft’-
vektorfeltetV = (0,0,—10). Bestem kraftmomentet &f pa bjeelken omkring et af bjeelkens

endepunkter. Se Figurerne 6.3 0og 6.4.
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Figur 6.2: Det rumlige omrade givet ved parameterfremstillingen (jvf. figur 6.40u,v,w) =

(usin(v) cogw), usin(v) sin(w), ucogVv)),u € [£.2],v € [2F,Z)w € [~ J]. Figurermne viser igen
massemidtpunktet for den massive kuglekalot-afskeering. Men veegtningen er her givet ved massetaetheds-
funktionen f(x,y,z) = 1— %y, saledes at massemidtpunktet er tydeligt forskudt i forhold til den ho-
mogene, konstante veegtning i forrige figur 6.1. Til hgjre ses igen en antydning af et system af ap-
proksimerende parallelepipeda. De er her graskala-farvede for at antyde den tilsvarende vaegtfordeling.

Figurerne er output fraumCm.

Opgave 6.5.Antag, atf = 1 i ligning (6.5) og ladV betegne en vilkarlig konstant vektor,
V(x,y,2z) = (a,B,y). Antag yderligere, at punktgh veelges i massemidtpunktet for et givet
rumligt omradeQ, . Vis, at under disse forudsaetninger geeldér= 0. Geelder dette ogsa
(uafheengigt afo, 3,y) hvis f ikke er en konstant funktion? Geelder det for andre pungter
end massemidtpunktet?

Opgave 6.6.Benyt resultatet i ovenstaende opgave til at forklare vaegtstangs-princippet: Betragt
en igvrigt vaegtlgs og retlinet vippe med total leengidedet seedvanlige konstante tyngdefelt.
Antag at vippen er understgttet i et omdrejningspunkt pa midten. Vi placerer sa enmasse
vippen i afstandem til hgjre for omdrejningspunktet og en massgi afstanden til venstre for
omdrejningspunktet. Sa er systemet i ligeveegt - uanset hvilken vinkel vippen danner med vandret
- hvis der geelder fglgenden r; = mpro. Hvor skal masserne placeres for at opna ligevaegt (hvis
muligt?) nar vippen ikke er veegtles men har en masse-teethed givet ved en fuhktioh(u),

hvor u € [0,L] betegner afstanden fra vippens venstre endepunkt? Hvad sker der hvis vippen er
meget lang, f.ekd. = 14387km, saledes at tyngdekraft-vektorfeltet ikke laengere kan regnes
konstant?
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Figur 6.3:Bjeelken i opgave 6.4.

X y

Figur 6.4:Lgsningen til opgave 6.4 illustreret med kommandeenkm fra Integrators.



Kapitel 7

Inertimomenter

7.1 Hvad er et inertimoment?

Antag, at vi roterer en lille partikel med masA®& omkring en aks¢ med konstant vinkel-
hastighedw saledes at partiklen udfarer en cirkelbevaegelse i den plan, som star vinkefret pa
og saledes at centrum for cirkelbevaegelsen liggef pse Figur 23. Sa er den kinetiske energi

i beveegelsen givet veli, = %AM v2, hvor v er den konstante fart i cirkelbeveegelsen. Men
denne fart er netop vinkelhastigheden gange cirklens radiusyd¥sw dist;, hvor dist, beteg-

ner afstanden fra partiklen til aksen. Heraf falgégi, = %wZAM disf = %ooz Im(AM, ¢), hvor

vi dermed har indfart betegnelsém(AM, ¢) for produktetAM dist?. Sterrelsen kaldemerti-
momentetf partiklen i forhold til den givne akse og er alts& (panaer faktdieet udtryk for
energien af partiklen nar denne roteres med enheds-vinkelhastighed omkring aksen. For hvert
enkelt parallelepipedum i en givem, m, q)-approksimation til et givet rumligt omrade med
veegtfunktionf (x,y,z) f&s masseM;j fra (5.11) og dermed bidragén(AMi;j, ¢) til det ap-
proksimerede inertimoment for hele det rumlige omrade. Det totale inertimoment af det rumlige
omrade i forhold til en fast akse fas dernaest pa den nu velkendte made ved at summere alle
bidragene i approksimationen og til sidst betragte greengamg — oo :

Definition 7.1. Lad Q, betegne et parametriseret rumligt omrade og lad= f(x,y,z) veere en
(positiv) masse-teethedsfunktion. Lad endviddoetegne en ret linje i rummenertimomentet
af det f-veegtede omrad@, i forhold til aksen? er sa givet ved:

z

Im(Q, f,0) =  fdist du
o
21242y (7.1)
= f(r(u,v,w)) disg(r (u,v,w)) Jacobi(u,v,w)dudvdw .

h ¢ a

Der geelder fglgende bemeaerkelsesvaerdige saetning om inertimomenter.

Seetning 7.2(Steiner’s parallelakse-saetnind)ad Q, betegne ef -vaegtet rumligt omrade med
den totale veeg¥l (jvf. (6.3)), og lad¢, veere en fast valgt akse gennem pungtdtad derngest
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&

Figur 7.1:En enkelt masse-del roteres med konstant vinkelhastighed om en akse. Energien i bevaegelsen
(og dermed inertimomentet af massedelen i forhold til aksen) er proportional med kvadratet pa afstanden
til aksen. Output fraumIm-kommandoen.

{cm betegne den akse, som er parallel nigghen som gar gennem massemidtpurRtetQ;, )
og ladD betegne afstanden mellem de to akser. Sa geelder fglgende identitet:

Im(Qr, f,4p) = IM(Q, f,lcm) +D?M . (7.2)

Opgave 7.3.Bevis (eller find, lees og forstd i litteraturen et argument for) Steiner’s parallelakse-
seetning. Se i [Int4] undelnt4F_Steiner.mw hvordanIntegrator5-kommandoerne kan be-
nyttes til at verificere Steiner’s saetning i konkrete tilfselde.

Opgave 7.4.Benyt Steiner’s seetning til at vise falgende: For et gif«teegtet rumligt omrade
Q, antagerlm(Q,, f,¢) sin mindste veerdi for en aksg der gar igennem massemidtpunktet
Cm(Q, f).

Opgave 7.5.Benyt Integrator5-pakkens kommandoéturveIm, fladeIm, rumIm til bereg-

ning af inertimomenterne af en tynd stang, et rektangel, en cirkelskive, en cylinder, en massiv
kasse og en massiv kugleflade, henholdsvis (veelg selv dimensionerne). Veegtfunktiamnen

tages evt. konstant; omdrejningsaksen kan veelges som en symmetriakse. Find de tilsvarende
beregninger i litteraturen og sammenlign resultaterne.

Opgave 7.6.Lad Q; betegne en homogen massiv retvinklet kasse med vaegtfunktion z) =

1 og sidelaengderng 1 og 2. Vis, at der findes et punkt i rummet, sdledes at inertimomentet
Im(Qy, f,¢p) antager den samme veerdi for alle valg af akgegennemp. Se og brug eksem-
pelvisInt4E_Inertimomenter.mw.
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Figur 7.2: En del af en massiv kugle-skal roteres om en akse. Figuren viser placeringer af de ap-
proksimerende parallelepipeda i forhold til aksen. Inertimomentet approksimeres af summen af de enkelte
deles inertimomenter. Figuren og det eksakte inertimoment af kugleskallen kan beregnesmmed

kommandoen.

Figur 7.3:Jakob Steiner (1796-1863). Se [Mac].



50

KAPITEL 7. INERTIMOMENTER



Kapitel 8

Vektorfelter og deres flowkurver

8.1 Hvad er et vektorfelt?

Et vektorfeltV i rummet er givet ved 3 funktionaf; (x,y,z), Va(X,Y,2) ogVs(X,y,z) saledes:
V(X7 Y, Z) = (Vl(X7 Y, Z) 7V2(X7 Y, Z) aV3(Xa Y, Z) ) for (X7 Y, Z) € Rg

Nogle vektorfelter er seerlig simple; for eksempel de vektorfelter hvor alle 3 koordinatfunk-
tioner er polynomier af hgjest farste grad i de rumlige varigklg z), dvs.

V(X,Y,2) = (a11X+ @12y + a13z+ b1, @21X + agoy + apaz+ by, az1x+ agoy + assz+ bs)

| s& fald kan vektorfeltet skrives kort ved hjeelp af den mat#ix,der har elementerna; og den
vektor,b, der har koordinaternb; :

Definition 8.1. Et vektorfelt af hgjest farste graer et vektorfelt, der kan skrives pa fglgende
form ved hjeelp af en konstant matix og en konstant vektds:

V(xy,2" =Axya' +b" | (8.1)
hvorT betyder transponering af de respektive koordinatmatricer.

Eksempel 8.2.Et konstant vektorfelt, som for eksempel en konstant vind lokalt teet ved jord-
overfladen, er givet ved
V(xy,z)=b (8.2)

hvorb er en konstant vektor, f.eks.= (0,7,0).

Eksempel 8.3.Et eksempel pa et sakaldt roterende vektorfelt er givet ved

V(XY,2) = (-y,x,1) . (8.3)

Prov at plotte vektorfeltet med Maple. Kommandoenfeeldplot3d.
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Opgave 8.4.Find A og b for vektorfeltet i ovenstaende eksempel. Hvad er sporét afKan
A diagonaliseres?

Eksempel 8.5.Et eksempel pa hvad vi kunne kalde et eksplosionsvektorfelt er givet ved

V(x,y.2) = (x,,2) . (8.4)
Prov at plotte vektorfeltet med Maple.

Opgave 8.6.Find A og b for vektorfeltet i ovenstaende eksempel 8.5. Hvad er sporét af
Kan A diagonaliseres?

Vi vil nu kort begrunde de (dynamiske) navne, som vi har givet vektorfelterne i ovenstaende
eksempler.

8.2 Flowkurver for et vektorfelt

Lad os farst repetere fra afsnit 2, at hvis vi har givet en kurve med en parameterfremstilling
saledes
Kr: r(t) = (x(t),yt),z(t) eR® ,telab |,

sa giver denne kurve anledning til et ganske bestemt vekttafeds med kurvememlig hastig-
hedsvektorfeltet (tangentvektorfeltef(t) = (X (t), Y (t), Z(t)).

Det oplagteomvendtespgrgsmal er nu: Givet et startpunikt= (Xo,Yo,Z0) 09 givet et vek-
torfelt V(x,y,z) i rummet, findes der da en parametriseret kur¢® igennemp (medr(0) =
(X0,Y0,20) ), séledes at kurvens tangentvektorfelt hele véaegs med kurvenetop er det givne
vektorfelt V(x,y,z) langs med kurveh Hvis det er tilfeeldet vil vi kalde kurvem(t) en inte-
gralkurve eller en flowkurve for vektorfeltet. Disse navne skyldes dels at kurven findes ved in-
tegration (lgsning af et differentialligningssystem) og dels at bevaegelsen langs kurven er som
at flyve med det givne vektorfelt, altsd med en fart og en retning, som vektorfeltet angiver pa
ethvert sted for bevaegelsen.

Der geelder nu fglgende fundamentale saetning.

Seetning 8.7.Givet et vektorfelV (x,y,z) i rummet som er af hgjest fgrste grad. L&d, yo, 7o)
betegne et vilkarligt punkt i rummet. S& findes der netop én ku(te der opfylder de to
betingelser:

r(0) = (¥0,Yo0,20) 0g 1'(t) = V(x(t),y(t), 2(t)) for allet & [—eo,.

Hvis vi har givet et vektorfelt af hgjest fgrste grad, sa kan vi altsa fylde hele rummet med
flowkurver, som hver for sig er definerede for alle veerdier af de respektive paramegreom
ikke skaerer hinanden.

Bemeaerkning 8.8. Seetningen kan udvides til vektorfelter der ikke ngdvendigvis er af hgjest
farste grad, men sa er det ikke leengere sikkert, at alle tids-parameterintervallerne for flowkurverne
er hele det dobbeltuendelige intenjaleo, o] . Integralkurverne for et vektorfelt af hgjest farste
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grad kan findes og vises med kommando&ineveFlow, fladeFlow, 0g rumFlow. Output fra
rumFlow er eksemplificeret i figurerne 8.1, 8.2, og 8.3. Hvis vektorfeltet ikke er af hgjest farste
grad er der som sagt ingen garanti for, at flowkurverne kan bestemmes (heller ikke med Maple),
men i visse tilfeelde kan kommandoerne alligevel benyttes med succes.

Begrundelsen, beviset, for seetning 8.7 er kendt fra systemer af linesere koblede differential-
ligninger. Lad os kort repetere ved at finde flowkurverne for de 3 eksempler ovenfor.

Eksempel 8.9.Det konstante vektorfel (x,y,z) = (0, 7,0) har flowkurver(x(t),y(t), z(t)) som
skal opfylde de to betingelser: Begyndelsebetingels€f),y(0),z(0)) = (Xo,Y0,20) 0g de 3
differentialligninger forx(t), y(t), og z(t), som felger af hastighedsvektor-betingelsé) =
(X(1),Y(t),Z(t)) =V (x(t),y(t),z(t)) = (0,7,0). De 3 differentialligninger er ikke koblede i dette
tilfeelde og de Igses direkte med de angivne begyndelsebetingelser med fglgende xésuttat:
X0, Y(t) = Yo+ 7t, 0g z(t) = 7. Dvs. flowkurverne er (ikke overraskende) alle de rette linjer
parallelle med/-aksen, parametriseret sadan at alle har farten 7.

Eksempel 8.10.Eksemplet med roterende vektorf¥ltx,y,z) = (—y,x,1) har tilsvarende flow-
kurver, der nu tilfredsstiller betingelsernéx(0),y(0),z(0)) = (Xo,Y0,20) samt differentiallig-
ningerner’(t) = (X' (t),Y'(t),Z(t)) = (—y(t),x(t),1). Differentialligningerne fox(t) og y(t) er
koblede lineaere differentialligninger med konstante koefficienter og lgses preecis som i [LA]
afsnit 7.4. Bemaerk, at systemmatricen allerede er fundet i opgave 8.4. Resultatet -er
Xocogt) — ypsin(t), y(t) = xosin(t) + yocogt), og z(t) = zp +t. Disse flowkurver kan findes

0g inspiceres medntegrators5-kommandoernrumFlow som vist i filenInt4C_Rum.mw. Det
fremgar ogsa deraf at det er ganske rimeligt, at kalde vektorfeltet et roterende vektorfelt. Se
Figur 8.1.

Opgave 8.11.Lad V(x,Y,2) = (—V,X,0) og benytrumF1low til at finde flowkurver og bevaegelsen
af samme terning som i Figur 8.1 nar tidsintervallet for flowet seettd@sil[0, 217 . Sammenlign
dernaest med 'virkningen’ af vektorfelt®¥ (x,y,z) = (—y,2x,0) pa terningen i samme tidsinter-
val. Forklar forskellene pa de to 'virkninger’ af de to forskellige vektorfelter.

Eksempel 8.12.Eksplosionsvektorfeltet
V(xy,2) = (x,2)
har flowkurver, der tilfredsstiller:
(x(0),¥(0),2(0)) = (%o, Yo, 20)
og differentialligningerne
r'(t) = (X'(1),Y (1), Z(t)) = (x(t), y(t), z(t))

Differentialligningerne foix(t), y(t), ogz(t) er her u-koblede lineaere differentialligninger, som
let Igses en af gangen. Resultatet er

X(t)=xoexpt) ,  y(t)=yoexplt) , og z(t)=zexp()
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Figur 8.1:Det roterende vektorfelt fra eksempel 8.10 sammen med de integralkurver, som gar igennem en
terning. IInt4C_Rum.mw findes en animation med kommandaemFlow, der blandt andet viser, hvordan

terningen roteres, nar hvert enkelt punkt fglger sin flowkurve.

Bemeerk, at hvigx(0),y(0),z(0)) = (0,0,0) sa er(x(t),y(t),z(t)) = (0,0,0) for alle t € [—co, 0].
Flowkurven 'igennem’ punktet0,0,0) er derfor ikke nogen egentlig 'kurve’ men bestar kun’
af punktet selv. Bemeerk ogsa, at alle andre flowkurver kommer vilkarligt teet pa pgaaed)

for t — —oo, idet exp(t) — O for t — —oo, men de gar ikke igennem punktet. Hvis vi fglger
flowkurverne i Figur 8.2 tilbage i tid fra = O igennem negative veerdier vil vi derfor se en
eksponentielt aftagendmplosionaf terningen. Hvis vi derimod felger flowkurverne frem i tid
frat = 0igennem st@rre og starre positive veerdiet faf vi se en eksponentielt voksende eksplo-
sion af terningen. Flowkurverne kan igen findes og inspiceresImeegrator5-kommandoen
rumFlow SOm Vist iInt4C_Rum.mw. Se Figur 8.2.

Opgave 8.13.LadV betegne vektorfelte¥ (x,y, z) = (—x, —2y, —3z) . Find og vis medrumFlow
et passende antal af flowkurverne for vektorfeltet igennem den kugle der har cerfttLOr0j)

og radiusz.
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Figur 8.2:Eksplosionsvektorfeltet fra eksempel 8.12 sammen med de integralkurver, som gar igennem
en terning.

Figur 8.3:Integralkurverne for vektorfeltet fra figur 8.2 igennem en terning samt den tilsvarende defor-
mation af terningen.



56

KAPITEL 8. VEKTORFELTER OG DERES FLOWKURVER



Kapitel 9

Divergens og Gauss’ seetning

9.1 Hvad er divergensen af et vektorfelt?

Definition 9.1. Lad V(Xx,y,2) = (Vi(X,Y,2), V2(X,Y,2), V3(X,Y,2) ) veere et vektorfelt i rummet.
Divergenseraf V i punktet(Xo,Yo,20) defineres saledes:

V.
(X0, Y0, 20) + a—;(xO,yo,Zo) : (9.1)

oV
ay

: Y,
div(V) (%0,Y0,20) = 5 (%0,Y0,20) +
Eksempel 9.2.Eksplosionsvektorfelté¥ (x,y,z) = (X,y,z) har konstant divergendiv(V) = 3.
Det roterende vektorfeN (x,y,z) = (—Y,x,0) har ogsa konstant divergerdiv(V) = 0.

Opgave 9.3.Lad V(x,Y,z) = (Xx+sin(y), z+cogy), X+ Yy — z). Bestemdiv(V) i ethvert punkt i
rummet.

Opgave 9.4.Lad V(x,Y,z) veere et vektorfelt af hgjest farste grad med matrix-fremstilling som i
ligning (8.1). Vis, at divergensen &f(x,y,z) er konstant lig med sporet &f.

Opgave 9.5.Lad V(x,y,z) = grad(h)(x,y,z) veere gradientvektorfeltet for en given funktion
h(x,y,z). Vis, at divergensen af (x,y, z) er

. 9%h 0%h 0%h
div(grad(h)(x,y,z)) = 2 + 3y2 + 32

9.2 Motivering af divergensen: Volumen-ekspansion

Lad os betragte en massiv kugdg i rummet med radiup og centrum {0, 0,0) og lad os udvide
denne kugle ved at lade alle punkterne i den flyde med flowkurverne for eksplosionsvektorfeltet
V(X,Y,2) = (x,Y,2). Ifglge flow-lgsningerne (fra eksempel 8.12) vokser radius af kuglen med
faktorend, hvort er tiden. Det vil sige, at volumenet af kuglen som funktion af flow-tiden

er givet ved:Vol(t) = (41/3)p3e®. Volumenet af kuglen vokser derfor (til tiden= 0) med
differentialkvotienteng; Vol (), _, = 41p>.
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Denne veekst i volumen kan vi ogsa finde pa en anden méade, nemlig ved at holde gje med
udvidelsen af den massive kuglegerfladedK,, nér alle kuglens punkter flyder langs med vektor-
feltets flowkurver. Intuitivt har vi, at hvis prikproduktet imellem vektorfelébg den udadret-
tede enhedsnormalvektor et sted pa overfladen er stor, sa vil den lokale volumenforggelse
tilsvarende veere stor, fordi overfladen pa det sted skubbes hurtigt udad. Dette kan selvfalgelig
modsvares af at prikproduktet et andet sted pa fladen er negativt, saledes at fladen skubbes ind-
ad pa det sted. Kort sagt ma vi forvente, at den totale udadrettede flux af vektorfeltet igennem
overfladen har betydning for volumenforagelsen. Generelt har vi da ogsa fglgende saetning:

Seetning 9.6.Lad Q; betegne et vilkarligt parametriseret omrade i rummet radddretteen-
hedsnormalvektorfelnyo langs overflade@Q; . Lad V(x,y,z) betegne et vilkarligt vektorfelt i
rummet. Vi lader alle punkterneQ, flyde tident langs flowkurverne for vektorfelt&t(x,y, z) .
Volumenet\Vol(t) af omradet efter denne deformation har da falgende differentialkvotient til
tident =0: q 7

aVoI(t)h:0 = aQrV-nanu: Flux(V,0Q,) . (9.2)

Eksempel 9.7.Vi checker saetningen i det konkrete tilfeelde med den eksploderende kugle:
Fluxen af eksplosionsvektorfeltet ud igennem kuglens overflade er simpelthen overfladens areal
41tp? gange prikprodukteY - n, fordi dette prikprodukt i dette specielle tilfelde er konstant:
V-n=|V| =/*X24+y2+22=p. Derfor er den totale flu4mp, altsd preecis differentialkvo-
tienten (til tident = 0) af volumenet som funktion af deformationstidenVi har saledes verifi-

ceret seetningen i dette specielle eksempel.

Eksempel 9.8.De parametriserede rumlige omrader, vi betragter, har jo saedvanligvis en rand,
der bestar af 6 sideflader. Det betyder, at beregningen af volumenvaeksten af omradet ved de-
formationen langs flowkurverne kreever beregning af 6 udadrettede flux-bidrag — eet bidrag for
hver sideflade. Dette ggres direkte mittegrators5-kommandoerGaussFlux, der som ar-
gumenter har parametriseringen af det rumlige omrade, parameter-intervallerne, vektorfeltet, og
finhedsnettet, som saedvanlig. Se eksempler pa beregnihgetl_FluxOgDivergens . mw.

For et vilkarligt vektorfelt i rummet kan vi undersgge volumenforggelsen (ved flow langs
vektorfeltets flowkurver) for en lille massiv kugl€,, der har centrum i et givet punkt, f.eks.
p = (Xo,Y0,20) 0g radiusp. Vi Taylor-udvikler vektorfeltets koordinatfunktion®&f, V> og Vs, til
1. orden med udviklingspunKko, Yo, Zp) og finder den udadrettede flux af vektorfeltet igennem
den lille kugles overfladéK,. Denne flux divideret med volumengtry/3) p® af den massive
kugleK, har en greenseveerdi nar radjugér imod0. Se skitsen til den beregning nedenfor.

Det viser sig (se nedenfor) at denne greenseveerdi netop er divergensen af vektorfeltet i det be-
tragtede punkt! | lyset af seetning 9.6 og ligning (9.2) har vi derfor motivereret fglgende tolkning
af divergensen:

Seetning 9.9.Divergensen af et vektorfelt udtrykkaen volumen-relative lokale flux ud gennem
overfladenfor vektorfeltet og dermed ogsfen relative lokale volumen-veekstd deformation
langs flowkurverne for vektorfeltet:

FI)irﬂn0 (ﬁKp) Fqu(V,aKp)> = Ll)iTO (W%Vol(t)t_o) =div(V)(X0,Y0,20) - (9.3)
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Skitsering af bevis for Seetning 9.Rad os se, hvordan divergensen fremkommer ved den an-
tydede fremgangsmade. Vi simplificerer fremstillingen p& to mader: Dels vil vi veelge et ko-
ordinatsystem s@ = (0,0,0), og dels vil vi kun medtage lineariseringen\afx, y,z) omkring
(0,0,0) (e-leddene fra Taylor-udviklingerne af de 3 koordinatfunktioner tages altsa ikke med).
(Til gengeeld er beregningerne helt eksakte for vektorfelter af hgjest fgrste grad.)

Opgaven er altsa at genfindiv(V) i punktet (0,0,0) ved hjeelp af en fluxberegning. Vi
begynder med at Taylorudvikl¥ (x,y,z). Det underforstas, a% og de partielle afledede &f
evalueres i udviklingspunkt¢0, 0,0) medmindre andet antydes.

B Nt Vi v
V(x,y,z) = (V1 +X Fw +y 3y +z 3
Vo Vo oV,

V2t X o Yy TP

o0V3 o0V3 0V3

Vet X WYy i)

Idet enhedsnormalvektorfeltet pa overfladen af den lille magsikegle K, med centrum
(0,0,0) er givet vedn = (X/p, y/p, z/p) folger det, at integranden i fluxberegningen er falgende:

(9.4)

\/> oV,
ov2  \pOV2 | 0V2 9.5
YVo+yX— +y? a PVt (9.5)

0Vs o0V3 o0V3
z\é+zx&+zya—y+zza)
Tilbage er nu kun at integrere dette udtryk over kuglens overid#gleog dernzest dividere
med kuglens volumeXol (K). Selv om det nok kan se kompliceret ud, s& er det faktisk rimelig

simpelt i betragtning af felgende identiteter:

Z Z Z
Xdu= ydu= zdu=0
Ko 9o oKy
X2 dp = du= Zdu= (41/3)p* = p\Vol(K,) _
2 u ZBpr2 N 20 n= (41/3)p" = p VoI (Kp) (9.6)
Xy du= Xzdu= zydu=20
0Ky Ko Ky

Opgave 9.10.Vis de ovenstaende identiteter i ligning (9.6). | de tilfselde hvor integralé er
kan dette vises ved en fortegns- og symmetribetragtning. Med hensyn til de gvrige: Brug f.eks.
kommandoerfladelInt fra Integratorbs-pakken.

Fraligning (9.6) falger nu f.eks. fglgende bidrag til integralet over kuglefladgraf hgjresi-

deniligning (9.5). (Bemeerk, %(O, 0,0) er en konstant, der kan seettes udenfor integraltegnet.):
Z

” <5) x* 51(0,0,0) dp = Vol (Kp) 52(0,0,0) . 9.7)
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lalt f&s naturligvis 3 sddanne bidrag til integralet over kugleflatténaf hgjresiden i ligning
(9.5), og da integralet ovelK,, af venstresiden i ligning (9.5) netop er fluxBlux(V,dK,) har
vi derfor fglgende identitet i dette simplificerede tilfeelde:

1 1 “
WF'UX(V,%) — W Sand[,l
v Vs 0Va (9.8)
- ox (07070>+ ay (07070)+ 0z (07070)

= div(V)(0,0,0)

For generelle vektorfelter geelder den tilsvarende identitet kun i den greense, éivoreget
lille (altsa forp — 0), sdledes at ovenstaende Taylor-udvikling/atl farste orden netop bliver
den dominerende repraesentant for vektorfeltet indenfor ku§jeror vektorfelter af hgjest
forste grad geelder identiteten (9.8) dog som naevnt for alle veerdie Dagdt skyldes naturligvis,
at uanset radiug er vektorfeltet jo i det specielle tilfeelde eksakt repreesenteret iKjeled sin
Taylor-udvikling til farste orden med udviklingspunkt i centrum.

Hermed har vi afsluttet skitseringen af beviset for den lokale bestemmelse af divergensen af
et vektorfelt og vist den geometriske tolkning i seetning 9.9.

O

Denne fremstilling af divergensen abner nu op for en naturlig ide, som gar i den modsatte
retning: Da den lokale punktvise volumen-vaekst ved deformation af et rumligt omrade langs
flowkurverne for et givet vektorfelt er bestemt af divergensen af vektorfeltet, sa er falgende en
rimelig formodning: Hvis vi integrerer divergensen over et omrade i rummet, s& skulle resultatet
gerne veere sammenlignelig med den totale volumenvaekst af hele omradet. Altsa groft sagt skulle
summen af de lokale volumentilvaekster gerne veere den totale volumentilveekst. Dette er praecis
indholdet af Gauss’ saetning, som vi nu formulerer i kombination med Saetning 9.6 saledes:

9.3 Gauss’ divergens-saetning

Seetning 9.11(Gauss’ saetning)Lad Q, betegne et rumligt omrade med randoverflax® og
udadrettet enhedsnormalvektorfelyo pa randoverfladen. For ethvert vektorfélt i rummet
geelder sa falgende:

q Z Z

g 0lOo = dv(V)du= Vonsgdu=Flux(V,0:) (9.9)
hvor fluxen altsa skal beregnes med hensyn til det udadrettede enhedsnormalvektorfelt pa rand-
overfladen af det givne rumlige omrade.

Med Integrator5-kommandoern@aussFlux ogdivInt kan begge sider af fglgende lig-
ning, der er essensen af Gauss’ saetning, beregnes i konkrete tilfeelde og dermed verificere Gauss
seetning: 7

div(V) dp = Flux(V,0Q;) . (9.10)
ol
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Figur 9.1:Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Se [Mac].

Eksempel 9.12.Hvis vektorfeltetV har divergense® i alle punkter i rummet, sa vil ethvert
rumligt omrade, der flyder med vektorfeltet, bevare sit volumen. Formen kan naturligvis aendres
meget som tiden gar, men volumenet er konstant. Desuden er flakgennem overfladen af
ethvert fastholdt rumligt omrade tilsvarende 0. Se opgave 8.11.

Eksempel 9.13.For eksplosionsvektorfeltet,(x, y, z) = (X, Y, z), der har den konstante divergens
div(V) = 3, geelder altsa falgende for et vilkarligt rumligt omra@\ol(Q) = Flux(V, 0Q).

Opgave 9.14.BenytGaussF1lux til at verificere pastanden om(x,y,z) = (X,Y,z) i ovenstaende
eksempel 9.13 for det rumlige omrade, der bestar af den massive cylinder i Figur 5.5.
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Kapitel 10

Rotation og Stokes’ saetning

10.1 Hvad er rotationen af et vektorfelt?

Definition 10.1. Lad V(x,Y,2) = (Vi(X,Y,2), V2(X,Y,2), V3(X,Y,2) ) veere et vektorfelt i rummet.
Rotationenaf V i punktet(xo, Yo, o) defineres som fglgendektor.

Vo
3y (Xo,Y0,20) — E(XO,YO,ZO),
oVy Vs
b _= 10.1
5 (X0,Y0,20) I (Xo,Y0,20) (10.1)
vz !

&(Xo,yo,zo) 3y (X0,Y0,20) )

rot(V)(Xo, Yo, 20) = (%

Eksempel 10.2.Eksplosionsvektorfelte¥ (x,y,z) = (X,y,z) har konstant rotatiomot (V) = O.
Det roterende vektorfelteV (x,y,z) = (—Y,x,0) har ogsa konstant rotation (forskellig f@):
rot(V) = (0,0,2).

Opgave 10.3.Lad V(x,y,z) = (x+sin(y), z+ cogy), x+ Yy —z). Bestemrot (V) i ethvert punkt
i rummet.

Opgave 10.4.Lad V (x,Y, z) veere et vektorfelt af hgjest farste grad med matrix-fremstilling som
i ligning (8.1). Vis, at rotationen a¥ (x,y,z) er en konstant vektor og udtryk vektoren ved ele-
menterne A.

10.2 Stokes’ seetning

Stokes’ saetning er en af de mest elegante og mest benyttede resultater fra analysen af vektorfel-
ter i rummet. Seaetningen har ligesom Gauss’ divergensseetning mangfoldige anvendelser - f.eks. i
fluid mekanik og i elektromagnetisme. Her er et citat fra [Cr] som forteeller lidt om historien bag
resultatet (se ogsa [K] s. 790):

63
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Figur 10.1:George Gabriel Stokes (1819-1903). Se [Mac].

The history of Stokes’ Theorem is clear but very complicated. It was first given by
Stokes without proof - as was necessary - since it was given as an examination ques-
tion for the Smith’s Prize Examination of that year [at Cambridge in 1854]! Among
the candidates for the prize was Maxwell, who later traced to Stokes the origin of
the theorem, which by 1870 was frequently used. On this see George Gabriel Stokes,
Mathematical and Physical Papergol. V (Cambridge, England, 1905), 320-321.
See also the important historical footnote which indicates that Kelvin in a letter of
1850 was the first who actually stated the theorem, although others as Ampére had
employed "the same kind of analysis ... in particular cases."

M. J. Crowe, [Cr] s. 147.

Figur 10.2:James Clerk Maxwell (1831-1879), William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907), og André-
Marie Ampére (1775-1836) . Se [Mac].
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Som antydet er Stokes’ resultat af samme kaliber som Gauss’ divergens-saetning. De er begge
to medlemmer af en 'familie’ af resultater, hvor hovedideen er at omskrive et integral over et
omrade til en andet integral over omradets rand - altsa sa at sige 'skubbe integrationen ud pa
randen’. Det eeldste medlem af den familie er falgende velkendte fundamental-saetning:

Seetning 10.5.Lad f(u) betegne en kontinuert funktion & Sa er fglgende funktion differen-
tiabel Z

A(X) = . f(uydu med AX =f(x) . (10.2)
Hvis F (x) er en (anden) funktion, som opfyldef(x) = f(x), sa er
Z
’ f(uydu=F(b)—F(a) . (10.3)

Her er nu formuleringen af Stokes’ saetning:

Seetning 10.6Stokes’ seetning)Lad F betegne en parametriseret flade med randkudigrog

enheds-normalvektorfelte og ladV veere et vektorfeltR3. S& geelder
Z Z

rot(V) -ng du= V.gpdu . (10.4)
F oF
Ved beregning af hgjresiden skal orienteringea af randen veelges saledes at krydsproduktet
€r X Ng peger veek fra fladen langs med randen.

10.3 En bro mellem divergens og rotation

Observation 10.7(Opgave) Lad V(x,y,z) og W(x,y,Z) betegne to vektorfelterR®. S& geelder
folgende identitet
div(V xW) =rot(V)-W+V-rot(W) . (10.5)

Specielt har vi derfor: Hvi8V er et gradient-vektorfelt for en funktiap(x,y, z) i R3, dvs.W =
grad(y), sa far vi frarot (grad(y)) = 0:

div(V x grad(@)) =rot(V)-grad(y) . (10.6)

Ved at bruge Gauss’ divergens-seetning kan vi ’lgfte’ (10.6) til et resultat om integraler
saledes:

Seetning 10.8.Lad Y(x,y,z) betegne en funktion 0g(x,y,z) et vektorfelt iR3. Lad Q veere et
rumligt omrade med randedQQ og udadrettet enheds-normalvektorfelly padQ. Sa har vi
Z Z
div(V x grad(y))dp = (V xgrad()) -ngo dp . (10.7)
Q 0Q

Ved brug af (10.6) har vi derfor ogsa
Z Z

Qrot(V)-grad(w)duz 0 (Naq x V) -grad(y) du (10.8)
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hvor vi pa hgjresiden af ligningerne har benyttet, at rumproduykiet] = (ax b) -c af tre
vektorera, b, ogc tilfredsstiller falgende identiteter (hvoraf vi har brugt den farste):

[abc] = [cab] = [bca] = —[bac] = —[cba] = —[acb] . (10.9)
Specielt far vi den totale rotationsvektor af vektorfelet Q saledes:

Korollar 10.9. 7 7

rot(V)du = Ngo xVdu . (10.10)
Q Glo)

Bevis. Dette fglger direkte af (10.8) ved at veelge, skiftevigx,y,z) = x, W(Xx,y,z) =y, 0og
Y(x,y,2) = z, sdledes agrad(y) er henholdsvig1,0,0), (0,1,0), og(0,0,1). ]

Hgjresiden af ligningen (10.10) vil vi tillade os at kalden totale vridningaf fladenoQ
med vektorfeltel med hensyn til normalvektorfelteo 0g igvrigt betegne denne vektor med
W (V,0Q), sdledes at vi har (pr. denne definition):

YA z

rot(V)dp= Ngo XV du=W(V,0Q) . (10.11)
Q 0Q

Den totale rotationsvektor for et omrade (kaldet 'total vorticity’ i fluid mekanik) er altsa lig
med vridningsintegralet langs overfladen af omradet. Dette minder meget om den tilsvarende
identitet for den totale divergens, se (9.10): Den totale divergens i et omrade er lig med fluxinte-
gralet langs overfladen af omradet. | lighed med Saetning 9.9 har vi da ogsa falgende tolkning og
konstruktion af rotationsvektoren i et givet punkt:

Seetning 10.10.Rotationen af et vektorfelt udtrykkelen volumen-relative lokale vridning af
overfladerfor vektorfeltet i falgende forstand: Lag), betegne en massiv kugle med radiusg
centrum i punktetxo, Yo, 20). Sa geelder:

im (i WIV-9K6) ) = V) 0y0.20) (10.12)

Dette indses pa samme made som for den tilsvarende identitet for divergensen. Vektorfeltet
udvikles til fgrste orden med udviklingspunkgtog indsaettes i vridningsudtrykket, hvorefter
identiteterne (9.6) benyttes. De eneste partielle afledede af vektorfeltets koordinatfunktioner, der
ikke integreres vaek, er praecis dem, der optreeder i rotationsvekttr@h) nar denne evalueres
i p. Prgv det!

Eksempel 10.11 Et simpelt eksempel er det roterende vektoglt,y,z) = (—y,x,1) i eksem-
pel 10.2. Dette felt har den konstante rotati@0,2). Vi vil vise, hvordanW (V,0K,) netop
giver denne rotation i punktg0,0,0). Lad altsédK, betegne den kugleflade, der har radps
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centrum i(0,0,0), og overflad®K, med udadrettet normalvektorfelt= %(x, y,z). Saer

z
W(V,0Kp) = nxVdu
1
== <X7y72)><(_yvx7l) dl'l
pZaKp
1
:B y (y—Xz, —x—yz, X’ +y?) du

P
= (07 07 2 VOI<KP) )
Vol (Kp) rot(V)(0,0,0)
i overensstemmelse med saetning 10.10.

| mere komplicerede tileelde kan den totale vridning af en flade med et givet vektorfelt bereg-
nes med Maple kommandoefiadeTotalVrid fra Integrator3-pakken. Hvis den aktuelle
flade er randoverfladen af et givet rumligt omrade beregnes vridningenumBandTotalVrid.
Derved muliggeres naturligvis ogsa konkrete eftervisninger af ligning (10.12).

10.4 Fladen, randen, og normal-vektorfeltet

De flader, der betragtes i Stokes’ saetning er parametriseret pa saedvanlig vis:
R r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € R®, (u,v) e D = [a,b] x [c,d] CR? . (10.13)

RanderdF, af F; fremkommer ved at bruge vektorfunktionepa de 4 rette linjestykker, der
udger randedD af det rektanguleere parameteromrfde- [a, b] x [c,d]. Vi parametriserer hele
dD pé én gang ved hjeelp af en paraméeg en vektor-funktior:

aD:  d(8) = (u®),v(8) cDCR?, BelCR |,

hvor u(8) og v(8) kun er stykkevis differentiable funktioner & De kan f.eks. veelges som
linezere funktioner & for hvert enkelt af de 4 linjestykker der udge.
Randen af; er sa

oF b(8) = r(d(8)) = r(u(e),v(6)) eR®,0el CR
Jacobi-funktionerne far ogb er henholdsvis:
Jacobi(u,v) = [[r,xr,| , og (10.14)
Jacobi(6) = ||bg|| - (10.15)
Regulariteten af giver
Jacobi(u,v) > 0 forall (u,v)eD
Enheds-normalvektorfeltet langs er tilsvarendeng = n(u,v):
ryXxry

nu.v) =
(UWY) = T

forall (u,v)eD . (10.16)
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10.5 Tubuleere skaller og en afstandsfunktion
Vi definererden tubuleere skal med tykketsed fraF, som fglgende omradeR®:
Qi: R(uv,w) = r(u,v)+wn(u,v), (uv) e D, we [0,t]. (10.17)

Specielt efladenF; netop basis-fladen for skallen og fas ved at bruge afbildnifgpaD (hvor
w = 0):
Fo=FR(0) =F: r(u,v) = R(u,v,0), (u,v) €D

Tilsvarende far vi, fow = t, top-fladenR = Fr(t) af skallen. Den er parametriseret saledes:
R(u,vt), for (u,v) € D.

Figur 10.3: To skaller med lille tykkelse defineret ud fra forskellige grundflader med rand. Til
venstre er grundfladen et stykke af en kugleflade, til hgjre er grundfladen et plant kvadrat.

Jacobi-funktionen foR er

Jacobi(u,v,w) = | (R x R)) - Ry

= | ((ry+wng) x (ry+wny)) -ng| (10.18)

Dang er et enhedsvektorfelt som er parallelt mgdk r, langsF;, far vi specielt (forw = 0):

Jacobk(u,v,0) = | (ry xry) - N
= [Iroxryl (10.19)
= Jacobi(u,v) > 0

AfbildningenR er regulaer og bijektiv pB x [0,t] - hvis blott er tilstraekkelig lille. Det falger
dels afJacobk(u,v,0) > 0 og dels af kontinuiteten afacobgk (u, v, w).

Veerdien afw betragtet som en funktion @@, c R er en differentiabel funktion af de tre
rum-variable(x,y,z). Selv om dette kan forekomme at veere helt tydeligt, rent intuitivt, s er
det faktisk et resultat, der finder sin bedste formulering og begrundelse i den sédkakite
funktions-saetningse [H]:



10.6. INTEGRATION | SKALLEN 69

Seetning 10.12Lad Q betegne en dben maengd®iog lad f : Q — R" betegne en differentiabel
bijektiv afbildning medlacobi(x) > 0 for alle x € Q. S& er den omvendte afbildnirig? :
f(Q) — Q ogsa differentiabel medacohj 1(y) > 0 for alley € f(Q).

Intuitionen er altsa i dette tilfeelde preecis. Naar tilstraekkelig lille, sa ew en diferentia-
bel funktion af de tre rum-variabléx,y,z); lad os kalde den funktioh(x,y,z), (X,y,2) € Q.
Den funktion har sa en egentlig gradigmad(h)(x,y,z), som er vinkelret pa niveaufladerne for
h. Specielt emgrad(h) vinkelret pa top-fladey = Fr(t) af skallenQ;, hvorh =t og den er
tilsvarende vinkelret pa basis-fladEp = Fr(0) = K, hvorh = 0.

Gradientergrad(h) er faktisk preecis lig medg pa basis-fladen. For at indse dette behaver
vi kun at vise, at leengden af gradienten der er 1. Retningen er jo den samme. Lad agwgr
betegne et punktD og betragt restriktionen df til den rette linjer (up, Vo) +wn(uo, Vo), hvor
w € [0,t]. Lad os benytte notationen = r(Up, Vo) 0gNp = N(Uo, Vo). S& giver kaedereglen

d
1= |g5h(ro+wno)]

= |no-grad(h)(ro+wno)]| (10.20)
=[lgrad(h)(ro+wno)||
saledes at vi pa flade®, hvorw = 0, har || grad(h)(ro)|| = 1.
Det var det vi skulle vise. Vi har derfor:
grad(h). =ng (10.21)

Bemaerkning 10.13.Funktionenh(x,y, z) er denEuklidiske afstandra punktet(x,y,z) i Q til
fladenF;.

10.6 Integration i skallen

For en funktionf (x,y,z) som er defineret®; fas integralet af over omradet saledes:
z
fdu
7 7 (10.22)
=, ( 5 f(R(u,v,w))Jacobﬂq(u,v,w)dudv) dw

Dent-afledede af dette integral er, fo 0, simpelthen fladeintegralet over:

Lemma 10.14. Z 7

d fdu=  fdu . (10.23)
dt |t:0 Qt F
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Bevis. Det fglger direkte af fundamentalsaetningen 10.5:
Z

9). L
dt |7 Q’[
t=0
d t /%
:(a> ( f(R(u,v,W))Jacob;iz(u,v,w)dudv)dw
oo O D
Z
= f(R(u,v,0))Jacobk(u,v,0)dudv (10.24)
ZD
= f(r(u,v))Jacobi(u,v)dudv
ZD
= fdp
R
O

10.7 The Wall - Vaeggen

SkallenQ; har en randdQ; som bestar af top-fladel, basis-fladery = K = F(0) og en
'vaeg’' W med hgjdert. Se Figur 10.3. Vaeg-komponenten fas ved restriktion af afbildnifiyen
til 0D x [0,t] séledes:
W:  B(6,w) =R(u(8),v(8),w)
r(u(8),v(8)) +wn(u(6),v(6))
=b(0)+wn(d(6)),0€el,we [0,t]
Jacobi-funktionen for denne afbildning er derfor

Jacobi(6,w) = ||Bg x By||

10.25
— ||+ w(nod)y) x ne| (1023)

Dang star vinkelret pa fladeR; og derfor ogsa pa randéf; (parametriseret vi), far vi:

Jacobi(6,0) = ||bg x ng|| = ||bg|| = Jacobi(8) . (10.26)

10.8 Integration langs vaeggen

For en given funktiory(x,y, z) defineret p&\ fas integralet af over den flade:
Z Z,,Z

\Mgdu: . ( Ig(B(e,w))Jacob(i;(e,w)de) dw . (10.27)

Dent-afledede af dette integral er, for= 0, kurve-integralet ovedF:
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Lemma 10.15. 7 7

d
(E) ngu: angu . (10.28)
t=0

Bevis. Det fglger igen af fundamentalsaetningen, Seetning 10.5:
Z

i)
— gdp
(dt o WM

_ (E)h_o Ot <ZI g(B(e,w))Jacoblg(G,w)d8> dw

= g(B(8,0))Jacobg(6,0)de (10.29)

= g(b(8))Jacobi(0)d6

= gdp .
oF

10.9 Beuvis for Stokes’ saetning
Vi er nu parate til at bevise Seetning 10.6.

Bevis. Funktionenh(x,y, z) fra det foregaende afsnit 10.5 indsaettes i stedefary, z) i Saet-
ning 10.8, ligning (10.8). Med integrations-omrad@et= Q; far vi sa:
Z
rot(V)-grad(h)dp
Q 7
= (Nag, x V) -grad(h) dp
70
- . (ng x V) -grad(h) dp (10.30)
Z
—  (njy xV)-grad(h) dp
yAL

+  (hw xV)-grad(h) dp
W

Men i ligning (10.30) har vi
Z
(nr xV)-grad(h)dp=0 and
zh (10.31)
(nf, xV)-grad(h)dp=0
FO
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idetgrad(h) er vinkelret pa begge fladerfeog Ry saledes agrad(h) er proportional med hen-
holdsvisng, og ng, pa de respektive flader.

LangsoF ¢ W har viny = e x ng og derforege = N x ny - i overensstemmelse med
orienterings-reglen i Seetning 10.6. Hvigafleder begge sider af den reducerede ligning (10.30)
far vi: g 7

— rot(V)-grad(h)du
dt |t:0 Q¢

q (10.32)
= (= (nw x V) -grad(h) dyt
(dt) oo W
saledes at vi endelig har - i kraft af ligningerne (10.23) og (10.28):
Z
rot(V)-ngdp
z
= (nw xV)-ng dp
Z%F (10.33)
= V- (ng xny) du
ZaF
= _V-gpdu
oF
Stokes’ seetning er dermed bevist. H

| lighed med Gauss’ divergens-saetning kan Stokes’ saetning verificeres ved i konkrete givne
tilfeelde at beregne begge sider af identiteten (10.4) i Stokes’ seetning. Det kan for eksempel ggres
ved hjeelp af kommandoerrtokesFlux 0g StokesRandInt fra Integrator5-pakken. De
beregner og viser henholdsvis venstre og hgjre side af ligningen (10.4)— se eksemplet i figurerne
10.4 og 10.5.

X

Figur 10.4: Et stykke af en kugleflade samt rotationeat(V) ved fladestykket er her vist for
vektorfeltet V(x,y,2) = (2, x?y, y°z). VektorfeltetV er ikke selv vist.Integrator5-kommandoen
StokesFlux viser og beregner fluxen af rotationen igennem fladen. Se eksemplerne i Maple filen
Int4D_FluxOgDivergens.
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Figur 10.5:Ifalge Stokes’ saetning for flader i rummet er den flux, der vises i Figur 10.4 lig med det tan-
gentielle kurveintegral (passende orienteret) af vektorf8ltieings med randkurven for fladestykket. For

en parametriseret flade er randkurven ssedvanligvis sammensat af fire del-kurver. Det er hele randkurven
og vektorfeltetvV langs med randkurven, der antydes i figurerne her. Sammen med selve beregningen af
det totale tangentielle kurveintegral er figurerne en del af outpBtisaesRandInt.

Opgave 10.16.Lad F betegne den flade, der har fglgende parameterfremstilling og parameter-
omrade:

. 2 N . T TT Tt
Fr:r(u,v) = ((1+u”)coqv), (1+u“)sin(v), sin(u)) , hvor (uv)e [_E’ E] X [—TT, E]
Verificér at Stokes’ seetning er opfyldt for vektorfeltdt = (yx, yz, xz) over fladenF med den
givne randF,.



74

KAPITEL 10. ROTATION OG STOKES’ S/ ETNING



Kapitel 11

Hvordan bruges Integrator5 ?

Integrator5.mla 0g et omfattende eksempelmateriale i form af Maple worksheets findes pa
adressen: http://www.mat.dtu.dk/education/01005/MWS/Integrators/

| den fgrste eksempel-fint5A_IntroduktionOgKurver.mw forklares dels hvordan du hen-
ter selve pakkelintegrator5.mla fra ovenstaende adresse og dels - via eksempler - hvordan
du bruger og aktiverer de enkelte procedurer i pakken. Den naevnte eksempel-fil er kun én ud af en
reekke worksheets med eksemplent5A_IntroduktionOgKurver.mw handler alle eksem-
plerne om kurver (laeengder, massemidtpunkter, inertimomenter, kraftmomenter, flowkurver, etc.).
Langt de fleste kommandoerhtegrator5.mla praesenteres int5Z_CommandScheme . mw .
Kommandoerne er ordnede efter de 4 objekt-klasser: Kurver i rummet, omrader i planen, flader i
rummet, omrader i rummet. De enkelte kommandoers syntaks, input, og output er beskrevet i de
respektive skemaer. Desuden henvises der til kommaritiaas() , som er en (naesten) syntaks-
fri introduktion og indgangsportal til anvendelselaftegrator5 .

11.1 Eksempel: Beregning af et rumintegral over en massiv
kasse.

En retvinklet massiv kasse med sidemneb og c. Kassens massefylde er givet ved kvadratet pa
afstanden fra et af hjgrnepunkterne. Opgaven er at finde den totale masse af kassen som funktion
afa, b,ogc.

e Kassen med siderne a, b, og ¢ kan parametriseres som vist nedenfor. Det kreever selvigl-
gelig farst en overvejelse at finde ud af, om det valgte koordinatsystem er det 'rigtige’
og/eller det 'bedste’ til at udtrykke massefylden som funktion af koordinaterne.

r:= (u,v,w)-> [u, v, wl:
B:= [0,a,0,b,0,c]:
net:= [7,9,13]:

\Y

\Y

\Y
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e Vaegtfunktionen seettes til :
> f:= (x,y,2)-> x"2 + y°2 + z"2:

e Kommandoen 'rumint’ bruges pa dette input med fglgende resultat. (NB: 'net’ benyttes
faktisk ikke her, idet kassen jo ikke kan tegnes, nar siderne ikke er angivet eksplicit. Prav
selv at bruge rumint’ kommandoen med specificerede talveerdier for kantleengderne.) :

> rumInt(r, B, f, net);
Parameterfremstilling: r(u,v,w) = [u, v, w]
Definitionsomrdde: [0, a, O, b, 0, c]
Angivet funktion: f(x,y,z) = x"2+y~2+z"2

Jacobi(u,v,w):

Jacobju, v, w) =1

Rum-integralet af funktionen f:

z

1 1 1
fdu= =a3 = =
r dp a bc+3ab30+3abc°’

f du= 0.333a3bc+0.333abPc+0.333ab
o

Beregning af rum-integralet:
z Z Z W 4
fdu= (U? 4+ v? 4+w?) Jacobju, v, w) dudvdw
Qr 0 00
z Z Zpl 4
fdu= u2 +v2 +w2dudvdw
O 0 0O

G

a 1
w2 +v2+wldu= [é U+ V2U+WUly—0.a
0

z

1
[]:§a3+v2a+wza
z bZ a z bl
w2 +v2+wldudv= =a3+v2a+wladv
, 00 03
Z—al4+vPa+wladv=[Zalv+ S via+w?avly—o.p
03 3 3
1, 1
[]:éa b+§ab3+vvzab
z bZ a z c1 1
W +v2+w2dudvdw= =a3b+-ab’+w?abdw
0 0O 03 3

Z¢
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“e a3b+1ab3+\/\/2abdw—[1a3bw+1ab3w+1vv3ab]
03 3 ~ '3 3 3 w=0.¢
1, 1 1
[]_éa bc+§ab3c+§abé
—————— KONKLUSION::::o::
z 1 1 1
_ 1.3 - -
Qrfdu_ 32 bc+3ab3c+3abc3

e Med kommandoen rumintGo’ fas resultatet direkte uden mellemregninger. (Derved kan
resultatet lettere benyttes i eventuelle efterfalgende beregninger hvori massen indgar) :

> rumIntGo(r,B,f,net);

1, 1 1
32 bc+§ab3c+§abc3
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