INTEGRATION | FLERE VARIABLE
STEEN MARKVORSEN

RESUME. Denne note handler om integration og om differentiable parameterfremstillinger for
kurver, flader og rumlige omrader. Formalet er primzrt at opstille og motivere de generelle defini-
tioner af henholdsvis kurve— flade— og rum—integraler. Udgangspunktet er Taylor’s greenseformel
(til 1. orden) for parameterfremstillingernes koordinatfunktioner. De punktvis lineariserede pa-
rameterfremstillinger benyttes til konstruktionen af approksimerende sumformler for de gnskede
integraler. Det er samtidig disse summer, der pa naturlig made motiverer og illustrerer de generelle
beregningsudtryk for kurve— flade— og rum—integraler. Til sidst i noten gives eksempler pa, hvor-
dan integration i flere variable kan anvendes til beregning af massemidtpunkter og inertimomenter.
Undervejs introduceres Integrator?2. Det er en pakke med Maple procedurer, som er udviklet
specielt med henblik pa eksempelbaseret, visuel leering af de her omtalte integrationsbegreber og
deres mangfoldige anvendelser.

20. februar 2004

1. KURVEINTEGRALER

1.1. Hvad er en kurve? En parametriseret kurve K, i rummet er givet ved en parameterfrem-
stilling saledes:
(1.1) Ki o r(u) = (x(u),y(u),2(u)) €eR® , uea,b]

Eksempel 1.1. Figur 1 viser tre forskellige parametriseringer af det rette linjestykke fra (0, —2, %)
til (0,2, %) . Figur 2 viser to forskellige parametriseringer af en cirkel med radius 1 og centrum i
(0,0,0). Figur 3 viser tilsvarende 2 forskellige parametriseringer af en skruelinje.

Vi antager her og i det falgende, at de tre koordinatfunktioner x(u), y(u) og z(u) i parameter-
fremstillingerne er pane, glatte funktioner af u, saledes at de specielt er differentiable (og derfor
kontinuerte) og har kontinuerte afledede x’(u), y’(u) og Z’(u) i intervallet [a,b]. S& har vi ogsa, at

(1.2) IF @ = /X ()2 +y (W2 +2(u)?

er en kontinuert funktion i intervallet [a,b]. Specielt kan denne funktion derfor integreres over
intervallet, og det har vi om lidt brug for i Definition 1.5 nedenfor.

Definition 1.2. En parameterfremstilling r(u) for en kurve K, - som i (1.1) - siges at veere en
reguleaer parameterfremstilling hvis falgende betingelse er opfyldt:

(1.3) r'(u)y#0 foralle uela,b]

Opgave 1.3. Hvilke af parameterfremstillingerne i figurerne 1, 2, 3, og 4 er regulaere?
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FIGUR 1. Linjestykket fra (0,—2,3) til (0,2, 3) er her parametriseret pa 3

forskellige mé&der: ry(u) = (0,2u, 3), u € [-1,1], rp(u) = (0,2u,3),u €
[-1,1] og r3(u) = (0,2sin(Ju), 3), u € [-1, 1]. Markeringerne stammer fra
den inddeling af parameterintervallet [—1, 1] som bestar af 20 lige store delin-
tervaller. Bemerk, at leengden af de tre “kurver’ klart er den samme, selv om
parametriseringerne er ret forskellige.

Bemarkning 1.4. En parametriseret kurve er andet og mere end blot billedmangden (punkt-
mengden) r([a,b]), idet selve parametriseringen eksempelvis kan foreskrive at dele af punkt-
mangden skal gennemlgbes flere gange, se eksempel 1.10 nedenfor.

Man kan gerne teenke pa intervallet [a,b] som en retlinet elastik i hvile. Vektor-afbildningen r
deformerer elastikken (ind i rummet) ved at bgje, streekke eller komprimere elastikken. En lokal
streekning gaer selvfglgelig elastikken lokalt leengere, mens en lokal komprimering ger elastikken
lokalt kortere. Et farste naturligt spergsmal er derfor hvor lang hele elastikken er efter brug af
afbildningen r. Kurveintegralet indfares blandt andet med henblik pa at finde den totale l&engde
af den deformerede kurve i rummet.

Vi kan ligeledes forestille os, at den parametriserede kurve selv er masselgs, men at den til
gengald efter deformationen med r farves med en maling pa en sadan made at massetatheden
af malingen langs med kurven (i gram pr. centimeter, f.eks.) er givet som en funktion f af stedet
(X,y,2) i rummet — altsa sadan at masseteetheden af malingen pa stedet r(u) er f(r(u)). Opgaven
er da at finde den totale masse af den deformerede og farvelagte parametriserede kurve. Bemark,
at med lidt fantasi kan vi endda gerne tillade, at 'masseteetheden’ f antager negative veerdier.

Disse forestillinger skal naturligvis kun hjalpe os til at fa en passende intuitiv forstaelse af de
indfarte begreber; vi skal senere se adskillige andre tolkninger og brug af kurveintegralet.

Definition 1.5. Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion pa R®. Kurveintegralet af funktionen
f over en parametriseret kurve K; defineres ved

(L.4) fdu = /bf(r(u))Jacobir(u)du . hvor
Ky a

(1.5) Jacobir (u) = [|r'(u)]|
betegner leengden af tangentvektoren r’(u) til kurven pa stedet r(u).

Laeg meerke til, at det symbol der star pa venstre siden af lighedstegnet i (1.4) kun er et symbol
for kurveintegralet. Det integral vi skal regne ud star pa hgjre side — og det kan lade sig gare
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FIGUR 2. En cirkel i (x,y)-planen er her parametriseret pa 2 for-
skellige mader: ri(u) = (cos(mu),sin(tu),0), u € [=1,1], og ra(u) =
(cos(mud), sin(tu?), 0), u € [—1, 1]. Markeringerne stammer fra den inddeling
af parameterintervallet [—1,1] som bestar af 20 lige store delintervaller. Laeng-
den af cirklen er 21t- uafhangig af parametriseringen.

FIGUR 3. En skruelinje i rummet. Kurven er igen praesenteret med 2 forskellige
parametriseringer: ri(u) = (cos(2m), sin(2mu), gu), u € [-1,1], og ra(u) =
(cos(2mu?), sin(2mu®), Fud), u € [—1, 1]. Markeringerne stammer fra den ind-

deling af parameterintervallet [—1,1] som bestar af 40 lige store delintervaller.
Kurverne er igen klart lige lange (se opgave 1.14).

at integrere, fordi bade f, r og ||r’|| er kontinuerte, saledes at integranden er kontinuert. Hvis vi
indseetter r(u) = (x(u),y(u),z(u)) i udtrykket for kurveintegralet far vi:

(L.6) /K fdu:/abf(x(u),y(u),z(u))\/x’(u)2+y’(u)2+z’(u)2 du

Bemerkning 1.6. Parameterfremstillingen (1.1) for kurven er reguler hvis Jacobi, (u) > 0 for
alle u i det givne interval [a,b].

Eksempel 1.7. Givet funktionen f(x,y,z) = 7x og et parametriseret cirkelstykke

Cr: r(u) = (x(u),y(u),z(u)) = (cos(u), sin(u),0), ue [—g,n]
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FIGUR 4. En knude med parameterfremstillingen:
1

r(u) = (—— cos(u) — icos(5u) +}sin(2u), Esin(u) — isin(5u) — Ecos(2u), %cos(Su)) ,

3
hvor u € [Tt 1.

15 2 3 15 2

Kurveintegralet af f over C, er

[ta= [ 0y0).200) Xy 2+ 2 ()2

—T/2

= /T;/Z 7cos(u) \/(—sin(u))2 + (cos(u))2 du

T
:/ 7cos(u)du =7
—T1/2

Som navnt, og som vi vil godtgare nedenfor - i afsnittet Motivering af kurveintegralet - kan
kurveintegraler benyttes til at finde leengder af parametriserede kurver og til at finde den totale
masse af parametriserede kurver med givne massetetheder. Hvis massetetheden er konstant 1
fas leengden (man kan finde leengden af en sadan kurve ved at veje den):

Definition 1.8. Laengden af den parametriserede kurve
Kr : r(u) = (X(U),y(U),Z(U)) , ue [a7 b]
defineres som kurveintegralet
b /
(L7) LK) = [ tau= [ F(Wllau
r a
Eksempel 1.9. Det parametriserede cirkelstykke

Cr : r(u) = (cos(u),sin(u),0), ue [—g,n]
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har leengden

L(C) = /Cr 1dy = /TT[[/Z \/x'(u)z—|—y’(u)2-1—z’(u)2 du
= /_T;/z \/(—sin(u))z-i-(cos(u))2 du

Tt
:/ ldu= 31[
_]'[/2 2

Eksempel 1.10. Den parametriserede kurve

G : r(u) = (cos(u), sin(u), 0), ue [—g,m]

har leengden L(d) = 157 svarende til at parametriseringen snor det lange interval flere gange
rundt om enhedscirklen!

Eksempel 1.11. Den parametriserede skruelinje
Kr : r(u) = (cos(u), sin(u),u), u e [—21 2T

har lengden

L(K,) = /K 1du=/_2;[ VX (W2 4y (U)2 42 (u)?2 du
:/2: V/(=sin(u))? + (cos(u))2 + 1 du
= 2: V2 du = 41v/2

Definition 1.12. Parameterfremstillingen i (1.1) for kurven K; siges at veaere en-entydig, eller
kort 1 —1, hvis der for alle u; € [a,b] og for alle u; € [a,b] geelder falgende:

(1.8) up # up medfgrerat r(ui) # r(up)
Opgave 1.13. Hvilke af parameterfremstillingerne i Figurerne 1, 2, 3, henholdsvis i Eksemplerne
1.9, 1.10, 1.11, er en-entydige?

Opgave 1.14. Vis, at Definition 1.8 giver samme leengde for de tre parametriseringer af linjestyk-
ket i Figur 1, samme laengde af de to cirkelstykker i Figur 2 og samme lengde af de to skruelinjer
i Figur 3. Find leengden (med 3 decimaler) af knuden i Figur 4.

Opgave 1.15. Find regulere, en-entydige parameterfremstillinger af linjestykket (Figur 1), cirk-
len (Figur 2), og skruelinjen (Figur 3), sdledes at alle har parameterintervallet [0, 1] .
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1.2. Motivering af kurveintegralet. Hvis vi deler intervallet [a,b] i n lige store dele, sa har
hvert delinterval leengden 8, = (b — a)/n og delepunkternes koordinater i [a, b] bliver:

up = a,

Up = U +&y = a+dy,

U3 = U+ 9, = a+ 29,
(1.9) : :

Usg = ug+9, = a+39,,

b == Un+6u == a‘l_nBu

Med hver af disse fast valgte verdier af u; som udviklingspunkt kan vi Taylorudvikle hver
af de 3 koordinat-funktioner for r(u) = (x(u),y(u),z(u)) til farste orden og tilhgrende epsilon-
funktioner:

X(u) = x(ui) +X'(ui) (U= U;) +&(u—ui) - [u—uil
(1.10) y(u) = y(ui) +Y'(ui) (u—ui) +&(u—uj) - Ju—ujl
z(u) = z(ui) +2'(Uj) (U —u;) + & (u—Uj) - [u— uj|
Disse Taylor-udviklinger kan vi samle og udtrykke med vektor-notation saledes:
(1.11) r(u) = r(u)+r'(u)-(u—u)+gu—u)-pi ,

hvor vi bruger den korte skrivemade pj = |u—uj| = /(u—u;j)? for afstanden mellem den
variable veerdi u og den faste veerdi u; i parameterintervallet. Desuden gelder €;(u—uj) =
(&x(u—uj), &y(u—uj), &(u—ui)) — (0,0,0) = 0 foru —u; .

Hvert del-interval [uj, u; + 8] afbildes pa kurve-stykket r(u), u € [uj,u;j + 8,], og dette kurve-
stykke kan vi approksimere med den linezre del af udtrykket i (1.11), som fas ved at fjerne
€;-bidraget fra hgjre side i (1.11):

(1.12) Fapp(U) = r(ui) + r'(ui) - (u—ui), U € [uj,ui+dy

Se Figurerne 5 og 6 hvor de approksimerende linjestykker er vist for en parametriseret cirkel
for to forskellige parametriseringer og for forskellige veerdier af n. Det i’te linjestykke har pr.
definition kontakt med kurven i sit ene endepunkt. Det kalder vi kontaktpunktet for linjestykket.

1.2.1. Leengde. Hvert enkelt af de i alt n approksimerende linjestykker har en l&engde. Laengden
af det i’te linjestykke er ifglge (1.12)

(1.13) ALi = [[rapp (Ui +8u) = Fapp(ui) | = [Ir'(ui)]] - S

Summen af disse n leengder er (for store veerdier af n) klart en god approksimation til leengden
af kurven, saledes at vi kan skrive

(1.14) Lapp(n) ZAL, = Zl||r ull-&
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FIGUR 5. Kurven r(u) = (cos(2rw), sin(2mu), 0), u € [—1,1] med henholds-
vis 5, 10 og 20 approksimerende linjestykker. Det er rimeligt at definere leeng-
den af kurven som den totale leengde af de approksimerende linjestykker i den
greense hvor antallet af linjestykker gar mod uendelig. Figurerne er del af out-
put fra Integrator2-kommandoen kurveIntApprox. Se i afsnit 7 hvordan
Integrator2-pakken downloades og anvendes.

Da ovenstaende sum er en venstre-sum for den kontinuerte funktion ||r’(u)|| over intervallet
[a,b], opnds i grensen, hvor n gar imod uendelig (jvf. [MA1] afsnit 3.4):

b
(1.15) Lapp(n)—>L:/ IF(Wlldu for n— o
a

Vi har dermed motiveret definitionen af leengden af en kurve som angivet ovenfor, nemlig som
kurveintegralet af den konstante funktion 1 over den parametriserede kurve.

y4 4 V4

[ [ [

FIGUR 6. Kurvenr(u) = (cos(2ru®), sin(2ru?), 0), u € [—1,1] med henholds-
vis 30, 60 og 100 approksimerende linjestykker. Det er stadig rimeligt at definere
lzengden af kurven som den totale leengde af de approksimerende linjestykker i
den grense hvor antallet af approksimerende linjestykker gar mod uendelig. Fi-
gurerne er igen del af output fra kurveIntApprox - nu anvendt pa den nye para-
meterfremstilling.

1.2.2. Masse. Huvis vi antager, at hvert enkelt linjestykke i (1.12) tildeles en konstant massetaet-
hed givet ved veardien af funktionen f(x,y,z) i linjestykkets kontaktpunkt med kurven, sa far vi
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massen af det i’te linjestykke:

AM; = f(x(ui), y(ui),z(ui)) [Ir'(ui)]| - &y = (r(ui)) lIr'(ui)]l- o
Den totale masse af hele systemet af linjestykker er derfor falgende, som er en god approksima-
tion til massen af hele kurven, nar kurven tildeles massetetheden f (r(u)) pa stedet r(u) :

(1.16) Moapp () ZlAMI = Zl ui)) [’ (ui) || - &

Dette er igen en venstre-sum, men nu for den kontinuerte funktion f(r(u)) |[r’(u)|| over inter-
vallet [a,b]. Vi far altsd i grensen, hvor n gar mod uendelig:

(117) Magp(n) — M = / W)IFWdu for n— oo

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af en kurve med masseteetheden f(r(u)) (for
sa vidt denne funktion er positiv i [a,b]) og dermed den generelle definition af kurveintegralet,
Definition 1.5.

1.3. Det tangentielle kurveintegral. Lad V(x,y,z) vere et vektorfelt i rummet. Det tangenti-
elle kurveintegral af V(Xx,y,z) langs en given parametriseret kurve K, er kurveintegralet af pro-
jektionen (med fortegn) af V(r(u)) pa kurvens tangent repraesenteret ved r’(u). Integranden f i
kurveintegralet er altsa i dette tilfeelde givet ved skalarproduktet (prikproduktet)

f(r(u)) = V(r(u))-e(u) ,

hvor e(u) er defineret ved

_ ) P/IFll hvis r'(u) #0
e(u)_{ 0 hvis r(uy=0

Det tangentielle kurveintegral Tan(V,K;) af V langs K, er derfor relativt simpelt at udregne (vi
behgver ikke farst at finde lengden af r'(u)) :

Tan(V,K) / V-edp
(1.18) —/ (V(r(u)) -e(w)) [IF'(u)]| du

_ / V(r(u))-r'(u)du

Bemarkning 1.16. Tilsvarende kan man definere det ortogonale kurveintegral Ort(V,K,) af V
langs K; ved at projicere V/(r(u)) vinkelret ind pa den plan i rummet, som selv star vinkelret pa
r'(u) og dernast finde kurveintegralet af leengden af den projektion (som funktion af u).

Bemarkning 1.17. Bemark, at den sidste integrand i (1.18) er kontinuert ndr V(x,y,z) og r’(u)
er kontinuerte selv om det ikke umiddelbart fremgadr af definitionen (vektorfeltet e(u) er jo ikke
ngdvendigvis kontinuert - medmindre r(u) er en reguleer parameterfremstilling).
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Eksempel 1.18. Lad V(x,y,z) = (0,z,y). Vi gnsker at bestemme det tangentielle kurveintegral
af V langs fglgende parametriserede stykke af en skruelinje

Kr @ r(u) = (cos(u), sin(u), u), u € [0, g]

Ved at indsatte i (1.18) fas

Tan(V,K;) = i V(r(w)) - r(u)du
" (0,u,5in(u) - (- sin(u), cos(u),

/2
(ucos(u) +sin(u))du

I
S— S— S—

= [usin(u)]¥? = g

Opgave 1.19. Lad V(x,y,z) = (0,x,z). Bestem bade det tangentielle og det ortogonale kurve-
integral af V langs falgende parametriserede stykke af en cirkel

K¢ 1(u) = (cos(u), sin(u), 0), u€ [0, 7]

Brug Maple til beregningerne: Hent og brug kurveInt-kommandoen fra Integrator2-pakken.
Se i afsnit 7 hvordan pakken kan downloades og anvendes til formalet.

FIGUR 7. Vindellinjen r(u) = (cos(u), sin(u), s5u), u € [—2m, 21 og vektor-
feltet V(x,y,z) = (X,—(x+Y),2z) antydet langs skruelinjen. Figuren er en del af
output fra Integrator2-kommandoen tangKurvelnt.

2. FLADEINTEGRALER
2.1. Hvad er en flade? En parametriseret flade i rummet er givet ved en parameterfremstilling
1) FR:or(uy) = (x(uv),y(uv),zuv) R uelab], vec,d]
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Definition 2.1. Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion p& R3. Fladeintegralet af funktionen
f over den parametriserede flade F, defineres ved

2.2) /fdu_// }) Jacobi, (u,v)dudv |
hvor
(2.3) Jacobir (u,v) = [[r;(u,v) x ry(u,v)]|

er arealet af det parallellogram, der pa stedet r(u,v) udspandes af de to tangentvektorer r{,(u, V)
og r/,(u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punktet r(u,v) pa fladen.

Definition 2.2. Parameterfremstillingen (2.1) siges at veaere en regulaer parameterfremstilling hvis
der geelder falgende:

(2.4) Jacobir (u,v) >0 foralle ue€la,b],velc,d]

Definition 2.3. Som for parametriserede kurver siges parameterfremstillingen i (2.1) at veere
en-entydig eller 1 — 1 hvis forskellige punkter i definitionsmangden afbildes i forskellige punkter
i billedmangden.

Definition 2.4. Arealet af den parametriserede flade
Fr : r(U,V) = (X(U,V),y(U,V),Z(U,V)) , ue [a7 b] , VE [C7d]

defineres som fladeintegralet af den konstante funktion 1:
d b
(2.5) A(Fr):/ 1du:/ / Jacobiy (u,v)dudv |
F C a

2.2. Motivering af fladeintegralet. Hvis vi ligesom for kurveintegralet deler begge interval-
lerne [a,b] og [c,d] i henholdsvis n og m lige store dele, sa har hvert u-delinterval leengden
oy = (b—a)/n og hvert v-delinterval har leengden &, = (d —¢)/m. Tilsvarende bliver delepunk-
ternes koordinater i (u, v)-parameteromradet (som jo er rektanglet [a,b] x [c,d] i R? ):

(uz,v1) = (a,c),
(U,V)) = (a,c+ (- 1)5),
(Ui v1) = (a+ (i~ 1)By,),
(26) (U}) = (@ (= 1)Bu,c+ (j— 1)5),

(b,d) = (a-+nBy,c+mdy)

Med hvert af disse faste punkter (uj,vj) som udviklingspunkt kan vi nu som fgr Taylorud-
vikle hver af de 3 koordinat-funktioner for r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) til farste orden med
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tilhgrende epsilon-funktioner:

r(u,v) = r(ui,vj)
+ 1y (Ui, vj) - (U —ui)
+ry (Ui, vj) - (V=vj)
+Pij - &;j(U—Ui,v—Vvi)

(2.7)

hvor u € [uj, ui+3], v € [Vvj,Vj+3y]. Herbetegner pjj = +/(u—u;)?+ (v—v;)? afstanden
mellem det variable punkt (u,v) og det faste udviklingspunkt (uj,vj) i parameteromréadet. Der
geelder her, at &;(u — uj,v—vj) — (0,0,0) = 0 for (u—uj,v—vj)—(0,0) .

Hvert delrektangel [uj,u;i + &y] % [vj,vj+ &] afbildes pa flade-stykket r(u,v), u € [uj,u;+
oul,v € [vj,vJ + 0] og dette fladestykke kan vi approksimere med den linezre del af udtrykket i
(2.7), som fas ved at fjerne € &j-bidraget fra hgjre side i (2.7):

(2.8) Fapp (U,V) = r(Ui,Vj) + 1y (Ui, Vi) - (U—ui) + ry(ui, vj) - (v=vj)

hvor u og v stadig gennemlgber del-intervallerne u € [uj, ui+9d,], Vv € [vj Vi +6v] .

Disse lineare approksimationer er parallellogrammer, som udspandes af de to tangentvektorer
ry(ui,vj) - 8y og ri(ui,Vj) - 8. Se Figur 8 hvor de approksimerende parallellogrammer er vist for
en parametrisering af en kegleflade.

2.2.1. Areal. Hvertenkelt af de ialt nm approksimerende parallellogrammer har et areal. Arealet
af det (i, j)’te parallellogram er leengden af krydsproduktet af de to vektorer, der udspaender det
pageeldende parallellogram:

(2.9) AAi; = ||(r}(ui,Vj) - 8y) x (ry(ui,vj) - &) || = Jacobir (Ui, Vj) - Sudy
Opgave 2.5. Bevis denne pastand: Arealet af et parallellogram er leengden af krydsproduktet af
de to vektorer, der udspander parallellogrammet.

Summen af disse ialt nm arealer er klart en god approksimation til arealet af hele fladestykket,
saledes at vi har

(2.10) Agpp(n,m) = ZZAA.J = ZlZlJacoblr(u.,vJ) Oudy

Da ovenstaende sum er en dobbelt venstre-sum for den kontinuerte funktion Jacobi, (u,v) over
parameter-rektanglet [a,b] x [c,d] far vi i greensen, hvor n og m begge gar mod uendelig:

d b
(2.11) Agp(n,m) — A = / / Jacobir (u,v)dudv for n,m— o
C a

Dette er begrundelsen for definitionen af arealet af en parametriseret flade som angivet ovenfor,
nemlig som fladeintegralet af den konstante funktion 1.

Opgave 2.6. Vis, at den givne parameterfremstilling i Figur 8 hverken er reguler eller en-
entydig. Overvej, om der findes en reguleaer parameterfremstilling for keglefladen.
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FIGUR 8. Kegle-fladen er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(ucos(v),usin(v),u), u € [-1,1], v € [-m, 1. Et system af koordinatkurver pa
fladen er vist til venstre og de tilsvarende areal-approksimerende parallellogram-
mer er vist til hgjre. Figurerne er del af output fra Integrator2-kommandoen

fladeInt.

Opgave 2.7. Hvorfor er de approksimerende parallellogrammer pa den gvre halvdel af keglefla-
den i Figur 8 mindre end de tilsvarende parallellogrammer (med samme afstand til toppunktet)
pa den nedre halvdel?

FIGUR 9. En vindel-flade er givet ved parameterfremstillingen r(u,v) =
(sinh(u) cog(v),sinh(u)sin(v),y) ,ue -5, 1], Ve ['—T[,T[]. Her er u-intervallet
er delt i 5 lige store dele og v-intervallet er delt i 25 lige store dele. Figurerne er
del af output fra Integrator2-kommandoen fladeInt.

Opgave 2.8. Vis, at de approksimerende parallellogrammer til hgjre i Figur 9 alle er kvadrater.

2.2.2. Masse. Hvis vi nu antager, at hvert enkelt parallellogram i (2.8) tildeles en konstant mas-
seteethed givet ved veerdien af funktionen f (x,y,z) i parallellogrammets kontaktpunkt med fladen,
sa far vi massen af det (i, j)’te parallellogram :

AM;j = f(x(ui),y(ui),z(u;)) Jacobiy (ui,vj) - 8,0y = f(r(ui,v;)) Jacobiy (uj,Vvj) - 8,0y
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Den totale masse af hele systemet af parallellogrammer er derfor fglgende, som er en god ap-
proksimation til massen af hele fladen nar denne gives massetaetheden f(r(u,v)) i punktet r(u,v).

(2.12) Mapp (N, M) ZlAM.J = Zlf (ui,Vvj)) Jacobir (uj,Vj) - &ydy
=1i

Dette er en dobbelt venstre-sum for den kontlnuerte funktion f(r(u,v)) Jacobi,(u,v) over
parameter-rektanglet [a,b] x [c,d]. Vi far altsd i greensen, hvor n og m gar mod uendelig:

(2.13) Mapp(n,m) — M = / / v))Jacobir (u,v)dudv for n,m— oo

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af en parametriseret flade med massetaetheden
f(r(u,v)) og dermed ogsa den generelle definition af fladeintegralet, Definition 2.1.

2.3. Omdrejningsflader. Omdrejningsflader er de specielle flader, der fremkommer ved at dreje
en plan kurve omkring en ret linje (omdrejningsaksen) som ogsa ligger i samme plan. En sadan
generator-kurve valges typisk i (x,z)-planen og den drejes om z-aksen. Generator-kurven kan i
sa fald repraesenteres ved en parameterfremstilling saledes:

(2.14) Gr: r(u)=(g(u),0,h(u)eR® ,uelab] ,

hvor g(u) og h(u) er givne funktioner af parameteren u. Den omdrejningsflade flade, der frem-
kommer ved at dreje G; en hel gang omkring z-aksen har derfor parameterfremstillingen:

(215) FG;: r(u,v) = (g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(u)) e R® | uelab],ve[-m

FIGUR 10. Omdrejnings-fladen her er givet ved parameterfremstillingen

r(u,v) = (g(u)cos(v),g(u)sin(v),h(w) , u € [T ], v € [~TL T, hvor g(u) =
%+ Zsin(u) og h(u) = u . Figurerne er del af output fra f1adeInt.

2.4. Det ortogonale fladeintegral, fluxen. Lad V(x,y,z) vere et vektorfelt i rummet. Det orto-
gonale fladeintegral - ogsa kaldet fluxen af V(x,y,z) gennem en given parametriseret flade F
er fladeintegralet af projektionen (med fortegn) af V/(r(u,v)) pa fladens normal reprasenteret
ved den enhedsvektor, der er proportional med krydsproduktet r},(u,v) x ri,(u,v) (hvor dette er
forskelligt fra 0). Integranden f i fladeintegralet er da givet ved skalarproduktet (prikproduktet)

f(r(u,v)) = V(r(u,v))-n(u,v)
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FIGUR 11. Denne torus er omdrejningsfladen givet ved parameterfremstillin-

gen r(u,v) = (g(u)cos(v),g(u)sin(v),h()) , u € [T T, v € [~T, T4, hvor nu
g(u) =2+4-cos(u) og h(u) = sin(u) . Figurerne er del af output fra f1adeInt.

’

hvor n(u,v) er defineret ved

) = { ROV XA/l x A s () xr(uy) 0
’ 0 hvis r/(u,v)xr{(uv)=0

Fluxen af VV gennem F, er derfor relativt simpel at udregne - vi behgver ikke fgrst at finde leengden

af r;,(u,v) x r{,(u,v) (jeevnfer omformningen af det tangentielle kurveintegral):

Flux(V, ) /v ndp
:/ / (V(r(u,v)) - n(u,v)) Jacobi, (u,v) dudv
—//' (u,v) [IF(u,v) x ro(u,v)| dudv
=LLVMw»mmwwwmmwv

Bemerkning 2.9. Tilsvarende kan man definere det tangentielle fladeintegral Tan(V,F,) af V
over fladen F ved at projicere V(r(u,v)) vinkelret ind pa tangentplanen til F (udspeandt af
r,(u,v) og ry(u,v) i punktet r(u,v)) og dernast at finde fladeintegralet af leengden af denne
projektion (som funktion af (u,V)).

Bemaerkning 2.10. Bemerk igen, at den sidste integrand i (2.16) er kontinuert og dermed inte-
grabel, selv om det ikke umiddelbart fremgar af definitionen, idet vektorfeltet n(u,v) ikke ngd-
vendigvis er kontinuert - medmindre r(u,Vv) er en reguler parameterfremstilling.

Opgave 2.11. Bestem det tangentielle fladeintegral for vektorfeltet V(x,y,z) = (0,0,z) langs
kuglekalotten i Figur 12.

(2.16)

Opgave 2.12. Vis, at parameterfremstillingen i Figur 12 hverken er reguler eller en-entydig.
Find en reguleer og en-entydig parameterfremstilling for kalotten. Vis, at arealet af kalotten er
uafhaengigt af de valgte parameterfremstillinger.
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FIGUR 12. Denne kalot af en kugleflade er givet ved parameterfremstillingen
r(u,v) = (sin(u)cos(v),sin(u)sin(v),cos(u)) , u€ [0, ], v € [T, 17. Vektorfel-
tet er givet ved V(x,y,z) = (0,0,z). Et system af koordinatkurver pa fladen er vist
til hgjre sammen med vektorfeltet evalueret i koordinatkurvernes skeringspunk-
ter. Figurerne er en del af output fra f1uxInt-kommandoen anvendt pa den givne
parameterfremstilling og det givne vektorfelt.

3. PLANINTEGRALER

FIGUR 13. Dette omrade i planen er givet ved felgende parameterfremstilling,
der repraesenterer polare koordinater i planen: r(u,v) = (ucos(v), usin(v)), ue
[0,1], v € [T, 1. Figurerne er del af output fra planIntApprox-kommandoen.
Parameterrektanglet ses til venstre. Den deformeres og afbildes ved brug af r pa
det plane omrade i midten. Til hgjre er antydet placeringen og sterrelsen (paneer
en faktor 4) af de til det givne net hgrende approksimerende parallellogrammer
(her: rektangler).

3.1. Hvad er et omrade i planen? Et plant omrade kan betragtes som en flade, der ligger helt i
en plan, f.eks. i (x,y)-planen. Planintegraler er derfor fladeintegraler. Specifikt har vi derfor ogsa
direkte falgende motiverede definitioner:
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Et parametriseret omrade i planen er givet ved en parameterfremstilling
(3.1) P r(uv) = (x(uV),y(uv) €R? , uelab],velc,d]

Definition 3.1. Lad f(x,y) betegne en kontinuert funktion p& R?. Planintegralet af funktionen f
over det parametriserede omrade P, defineres ved

(3.2) /P fdu = /Cd/abf(r(u,v))Jacobir(u,v)dudv ,
hvor
(3.3) Jacobir (u,v) = [r;(u,v)[[[ry(u,v)]| sin(8(u,v))

er arealet af det parallellogram i planen, der pa stedet r(u, v) udspandes af de to tangentvektorer
r,(u,v) og ry(u,v) til de respektive koordinatkurver igennem punktet r(u,v) i planen (8(u,v) €
[0, 1] betegner vinklen mellem disse tangentvektorer).

Q‘
o &.%&«
CHEEIRRS

FIGUR 14. Parabelkoordinater. Dette omrade i planen er givet ved parameter-
fremstillingen r(u,v) = (uv, 3(u?>—v2)), u€ [-1,1], v € [0,1]. Figuren til hgjre
antyder igen et system af areal-approksimerende parallellogrammer. Figurerne er
del af output fra planIntApprox-kommandoen.

Definition 3.2. Parameterfremstillingen (3.1) siges at veere en regulaer parameterfremstilling for
det plane omrade hvis der gaelder falgende:

(3.4) Jacobir (u,v) >0 foralle ue€la,b],velc,d]

Definition 3.3. Som for parametriserede flader siges parameterfremstillingen i (3.1) at vere en-
entydig (eller 1 — 1) hvis forskellige punkter i definitionsmangden afbildes i forskellige punkter
i billedmangden i planen.

Opgave 3.4. Vis, at Jacobi, (u,V) (i (3.4)) ogsa kan findes som den numeriske verdi af determi-
nanten af den matrix, der som sgjler har koordinaterne for de to vektorer r{,(u,v) og ry,(u,v).
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FIGUR 15. Elliptiske koordinater. Dette omrade er givet ved parameterfremstil-
lingen r(u,v) = (cosh(u)cos(v),sinh(u)sin(v)), u € [0,1], v € [-T, 1. Figu-
rerne er del af output fra planIntApprox-kommandoen.

4. RUMINTEGRALER

4.1. Hvad er et rumligt omrade? Et parametriseret rumligt omrade er pa samme made som
kurver og flader givet ved en parameterfremstilling af formen
Qo or(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) e R® |

(4.1) uelab],vecd], weh,l]

Definition 4.1. Lad f(x,y,z) betegne en kontinuert funktion p& R®. Rumintegralet af funktionen
f over det parametriserede rumlige omrade Q, defineres ved

I pd /b
(4.2) /fdu:/h/ / f(r(u,v,w)) Jacobir (u,v,w)dudvdw , hvor
Qr c Ja

4.3) Jacobir (u,v,w) = |[r{(u,v,w), ry(u,v,w), ry(u,v,w)]|
. = ||(r{J(U7V7W) X r(,(U,V,W)) ’ r\,N(U,V,W)”

er volumenet (her beregnet som et rumprodukt) af det parallelepipidum, der pa stedet r(u,v,w)
udspzendes af de tre koordinatkurve-tangentvektorer r{,(u,v,w) , r,(u,v,w) og ri,(u,v,w).

Opgave 4.2. Vis, at Jacobi, (u,v,w) ogsa kan findes som den numeriske veardi af determinan-
ten af den matrix, der som sgjler har koordinaterne for de tre vektorer r{,(u,v,w), ry(u,v,w) og
rl, (U, v,w).

Bemarkning 4.3. Parameterfremstillingen i (4.1) kaldes en reguleer parameterfremstilling hvis
Jacobir (u,v,w) > 0 foralle u € [a,b], v € [c,d], w € [h,]].

Definition 4.4. Som for kurver og flader vil vi kalde parameterfremstillingen i (4.1) en-entydig
(eller 1 — 1) hvis forskellige punkter i definitionsmangden afbildes i forskellige punkter i billed-
mangden.

Definition 4.5. Volumenet af det rumlige omrade

Qr: r(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) , uea,b],velcd], we [hl]



18 INTEGRATION | FLERE VARIABLE

defineres som rumintegralet af den konstante funktion 1:

| prd ,b
(4.4) VOI(Qr):/ 1du:// / Jacobi, (u, v, w) dudvdw
Qr h Jc Ja

FIGUR 16. Billeder af det rumlige omrade givet ved parameterfremstillingen
r(u,v,w) = (uvcos(w),uvsin(w), 3(u?>—v2)), u€[3,1], ve [3,1], w € [, 2.
Figurerne viser to systemer af volumen-approksimerende parallellepipida. Figu-

rerne er del af output fra rumInt-kommandoen.

Opgave 4.6. Vis, at parameterfremstillingen i Figur 16 er regulaer og en-entydig.

[HZ|
1
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\

FIGUR 17. Det rumlige omrade i Figur 16 opnas ved at vektorafbildningen r de-
formerer (u,v,w)-parameterkassen (til venstre) ind i (x,y,z)-rummet (som vist til
hgjre). Forskriften for deformationen er netop givet ved parameterfremstillingen
r(u,v,w) = (uvcos(w),uvsin(w), 3(u?—v2)), ue [3,1], ve [3,1], w € [, 2.
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4.2. Motivering af rumintegralet. Intervallerne [a,b], [c,d] og [h,1] inddeles i henholdsvis n,
m og q lige store dele. Sa har hvert u-delinterval lengden 8, = (b—a)/n, hvert v-delinterval har
leengden &, = (d —c)/m og hvert w-interval har leengden &y, = (I —h)/q. Tilsvarende bliver de-
lepunkternes koordinater i (u,v, w)-parameteromradet (som her er det retvinklede kasse-omrade
[a,b] x [c,d] x [h,k] i R3, se Figur 17):

(ulavlawl) = (a7C7 h)7
(4.5) (Ui, vj,wk) = (@4 (i—1)dy,c+(j—1)d,h+ (k—1)dw),

(b,d,l) = (a+ndy,c+mdy,h+qdy)

Med hvert af disse faste punkter (uj,Vvj,wy) som udviklingspunkt kan vi igen Taylor-udvikle
hver af de 3 koordinat-funktioner for r(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) til fgrste orden
og med tilhgrende epsilon-funktioner:

r(u,v,w) = r(uj,Vj, W)

+ 1y (Ui, vj, W) - (U —uj)
(4.6) + 1y (Ui, Vi, W) - (V—Vj)

+ 1y (Ui, Vj, W) - (W — W)

+ Pijk - & jk (U — Ui,V —Vj,W — W)
hvor u € [uj, ui+&], Vv € [vj,Vj+d],w € [wj, wj+3y]. Afstanden mellem det variable
punkt (u,v,w) og det faste punkt (uj,vj,wy) i parameteromradet betegnes med pjj og vi har
som far & (u—ui,v—vj,w—wg) — 0 for (u—uj,v—vjw—w) — (0,0,0) .

Hvert parameter-delomrade eller delkasse [u;, Ui+ 8] x [Vj, Vj+ 8] x [Wy, Wi + O] afbildes pa
det rumlige billed-omrade r(u,v,w), u € [uj, Ui+ 8],V € [vj,Vj+ &],W € [wk, Wk + 8] i billed-
rummet og dette omrade kan vi approksimere med den lineare del af udtrykket i (4.6), som fas
ved at fjerne g;;-bidraget fra hgjre side i (4.6):
rapp(u7V7W) = r(Ui,Vj,Wk)

-+ 14 (Ui, v, wi) - (U —uj)
+ 1y (Ui, Vi, Wi) - (V= vj)
+ 1l (Ui, Vi, Wi) - (W —wy)

4.7

hvor vi stadig har at u € [uj, ui+3], Vv € [Vj,Vj+&], W € [wj, wj+dw] -
Disse lineare rumlige approksimationer er parallelepipida, som udspandes af de tre tangent-
vektorer r{(ui,vj, W) -8y, I} (Ui,Vj,Wi) -8 0g Iy, (Ui, Vj, W) - Ow .

4.2.1. Volumen. Hvert enkelt af de ialt nmq approksimerende parallelepipida har et volumen.
Volumenet af det (i, j,k)’te parallepipidum er den numeriske veerdi af rumproduktet af de tre
vektorer, der udspander det pagaeldende parallelepipidum:
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Aol = |[r] (Ui, vj, Wic) - 8u), (ry (Ui, Vi, Wic) - &), (Fy (Ui, Vi, W) - Bw)]|

= Jacobir (U, vj, W) - dudyOw
Opgave 4.7. Bevis denne pastand: Volumenet af et parallelepipidum er den numeriske verdi af
rumproduktet af de tre udspaendende vektorer.

Summen af de ialt nmq volumener er en god approksimation til volumenet af hele det rumlige
omrade, saledes at vi har

(4.8)

;\_
M-

3 |l 3
[t

= =

Volapp (n,m, q) = AVolij

(4.9)

Il
M_Q

ZlJacobir(ui,vj,Wk) -0y 00w
1=

K

1)

Da ovenstaende sum er en tredobbelt venstre-sum for den kontinuerte funktion Jacobi; (u, v, w)
over parameter-kassen [a,b] x [c,d] x [h, 1] far vi i greensen, hvor n, m og q alle gar mod uendelig:

| rd b
(4.10) Volgpp(n, m,q) —>Vo|:// / Jacobiy (u,v,w)dudvdw for n,m,q — o
h Je Ja

Dette er begrundelsen for definitionen af volumenet af et parametriseret omrade i rummet som
angivet ovenfor, nemlig som rumintegralet af den konstante funktion 1.

FIGUR 18. Dette rumlige omrade er defineret ved hjelp af sakaldte
Maxwell-Cylinderkoordinater. Parameterfremstillingen for omradet er falgende:
r(u,v,w) = (14 u+ exp(u)cos(v),v + exp(u)sin(v),w),u € [-33],v €
[, w € [-1,1]. Figurerne er konstruerede med rumIntApprox-
kommandoen.

4.2.2. Masse. Hvis vi nu antager, at hvert enkelt parallelepipidum givet ved (4.7) tildeles en
konstant massetzethed som er givet ved veardien af funktionen f(x,y,z) pa stedet r(uj,vj,wg), s&
bliver massen af det (i, j, k) te parallelepipidum:
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i 11 AMij = f(x(ui),y(ui),z(u;i)) Jacobir (Ui, vj, W) - dudy Oy
(411) = f(r(u,vj,wg)) Jacobiy (uj, vj, W) - &y8ydw

Den totale masse af hele systemet af appproksimerende parallelepipida er derfor faglgende,
som ngdvendigvis er en god approksimation til massen af hele det rumlige omrade:

g m n

Mapp (N, M, q) = AM;j
app(n m q) kZlJZli; ijk

(4.12)

g m n
:kz Zl_zlf(r(ui,vj,wk))Jacobir(ui,vj,wk).e;ualg)w
le: 1=

Dette er en tre-dobbelt venstre-sum for den kontinuerte funktion f(r(u,v,w)) Jacobi (u,v,w)
over parameter-kassen [a,b] x [c,d] x [h,1]. Vi far i greensen, hvor n, m og q gar mod uendelig:

I d b
(4.13) Mapp(n,m,q)aM:/h/C /a f (r(u,v,w)) Jacobi, (u,v,w) dudvdw
for n,m,q— o

Dermed har vi motiveret definitionen af massen af et parametriseret omrade med massetethe-
den f(r(u,v,w)) og dermed ogsa den generelle Definition 4.1 af rumintegralet.
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FIGUR 19. Dette rumlige omrade er givet ved parameterfremstillingen
r(u,v,w) = (usin(v)cos(w),usin(v)sin(w),ucos(v)),ue[1,2],ve [0, 1], we
[—T1t, 1. Koordinatkurverne pa en af de afgrensende sideflader er vist til venstre

og et system af volumen-approksimerende parallellepipida er vist til hgjre. Figu-
rerne er konstruerede med rumInt-kommandoen.

Opgave 4.8. | Figur 19 betragtes fglgende parametrisering af et rumligt omrade:
r(u,v,w) = (usin(v)cos(w),usin(v)sin(w),ucos(v)), ue[1,2],ve (0,1, we [T T

Ved afbildning af det kasseformede parameteromrade forventes ialt 6 sideflader for billed-mang-
den. Vi ser pa figuren kun een af de 6 sideflader. Hvor er de andre og hvordan ser de ud?



22 INTEGRATION | FLERE VARIABLE

4.3. Omdrejningslegemer. Omdrejningslegemer er de specielle rumlige omrader, der frem-
kommer ved at dreje et plant omrade (f.eks. defineret i (x,z)-planen) omkring en akse i samme
plan (z-aksen). Jeevnfgr definitionen af omdrejningsflader i afsnit 2.3.

Det plane omrade reprasenteres ved en parameterfremstilling saledes:

(4.14) P r(uy) = (9(u,v),0,h(u,v) €R® ,uefab],veled |

hvor g(u,Vv) og h(u, V) er givne funktioner af parametrene u og v. Den flade, der fremkommer ved
at dreje G; en hel gang omkring z-aksen har derfor parameterfremstillingen:

QP r(u,v,w) = (g(u,v)cos(w), g(u,v)sin(w), h(u,v)) € RS,

(415) ue [a7 b] , Ve [Cvd] , WE [_T[aT[]

Figur 16 viser halvdelen af et omdrejningslegeme. Figur 19 viser overfladen af et omdrejnings-
legeme defineret ved brug af kuglekoordinater. Cylinder-koordinater i rummet giver tilsvarende
velkendte omdrejningslegemer som f.eks. det, der er vist i Figur 20.

V4 z z

FIGUR 20. Dette velkendte rumlige omrade er givet ved parameterfremstillingen
r(u,v,w) = (g(u,v)cos(w), g(u,v)sin(w), h(u,v)) , ue 0,3, ve[-1,3] , we
[-m, 1], hvor g(u,v) = u og h(u,v) = v. Figurerne er konstruerede med
rumIntApprox-kommandoen.

5. MASSEMIDTPUNKTER

5.1. Hvad er et massemidtpunkt? Lad L, betegne enten en parametriseret kurve K; eller flade
Fr eller et parametriseret omrade Q, i rummet med en given vagtfunktion (massetathed) f =
f(x,y,2).

Definition 5.1. Massemidtpunktet Cm af L, med massetathedsfunktion f = f(x,y,z) defineres

som det punkt i rummet, der har falgende koordinater med hensyn til et seedvanligt retvinket
{X,Yy, z}-koordinatsystem:

(5.1) em(te, )= o ([ %t [ ytau, [ 2 fdu)
M JL, L, L,
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hvor M betegner den totale masse af L, :
(5.2) M — / f dy
L

Specielt for et rumligt omrade Q;, som er givet ved en parameterfremstilling af formen (4.1),
far vi derfor fglgende udtryk for beregning af massemidtpunktets koordinater. Hvis vi betegner
koordinaterne med Cm(Q;, f) = (Cy,C,C3) har vi:

1 pl pd pb

Ci= M./h / / X(u,v,w) f(r(u,v,w)) Jacobiy (u,v,w)dudvdw
c a
1 pl pd pb

CZZM/ / / y(u,v,w) f(r(u,v,w)) Jacobi (u,v,w)dudvdw
h Jc Ja
1 fl pd sb

C3= M/ / / z(u,v,w) f(r(u,v,w)) Jacobir (u,v,w)dudvdw , hvor

h Jc Ja

Il pd b
M :/ / / f(r(u,v,w)) Jacobiy (u,v,w)dudvdw
h Jc Ja

Ved beregning af massemidtpunkter kan man ofte med fordel benytte hjeelpemidler som Maple.
Kommandoen rumCm fra Integrator2-pakken (eller tilsvarende kurveCm, planCm, fladeCm,
henholdsvis) beregner massemidtpunkter og viser deres placeringer i forhold til det aktuelt givne
vagtede objekt; se eksempelvis Figurerne 21 og 22.

(5.3)

FIGUR 21. Dette rumlige omrade er givet ved parameterfremstillingen
r(u,v,w) = (usin(v)cos(w), usin(v)sin(w), ucos(v)),u € [£,2],ve 2%, Flw e
[—T, 7]. Figurerne viser massemidtpunktet for en afskaret kuglekalot. Veegtfunk-
tionen er konstant f(x,y,z) = 1. Til hgjre ses en antydning af et system af approk-
simerende parallelepipida. De er ensfarvede fordi vaegtfunktionen her er konstant.
Figurerne er output fra rumCm-kommandoen.

Definition 5.2. Lad Q; betegne et parametriseret rumligt omrade med en given veegtfunktion
(masseteethed) f = f(x,y,z). Lad V = V(X,y,z) betegne et vektorfelt i rummet. Det totale kraft-
moment af V pd Q; omkring et punkt p (med stedvektoren r) defineres ved :

I(Qr,f,V,p):/Q f-(r—rp) xVvdy
(5.4) :
:/hl/d/bf(r(u,v,w))(r(u,v,w)—rp)xV(r(u,v,w))Jacobir(u,v,w)dudvdw_
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FIGUR 22. Det rumlige omrade med parameterfremstillingen r(u,v,w) =
(usin(v) cos(w), usin(v)sin(w), ucos(v)), u € [£,2],v € [2%, Fw € [-1 J]. Fi-
gurerne viser igen massemidtpunktet for den massive kuglekalot-afskaring. Men
vagtningen er her givet ved masseteethedsfunktionen f(x,y,z) = 1— %y, saledes
at massemidtpunktet er tydeligt forskudt i forhold til den homogene, konstante
veegtning i forrige figur. Til hgjre ses igen en antydning af et system af approksi-
merende parallelepipida. De er her farvede for at antyde den tilsvarende vegtfor-
deling. Figurerne er output fra rumCm.

Bemarkning 5.3. Kraftmomentet t er en vektor fordi integranden i (5.4) er et vektorielt kryds-
produkt. Integralet skal altsa forstas saledes, at hver enkelt af de tre koordinatfunktioner for
integranden skal integreres over det rumlige omrade.

Opgave 5.4. Antag, at f = 1 og lad V betegne en vilkarlig konstant vektor, V(x,y,z) =
(a,B,Y) . Antag yderligere, at punktet p veelges i massemidtpunktet for et givet rumligt omrade
Q. Vis, at under disse forudsatninger geelder: T = 0. Gelder dette ogsa (uafhangigt af o, B,y)
hvis f ikke er en konstant funktion? Galder det for andre punkter p end massemidtpunktet?

Opgave 5.5. Benyt resultatet i ovenstaende opgave til at forklare vaegtstangs-princippet: Betragt
en igvrigt veegtlgs og retlinet vippe med total leengde L i det sedvanlige konstante tyngdefelt.
Antag at vippen er understgttet i et omdrejningspunkt pa midten. Vi placerer sa en masse m; pa
vippen i afstanden ry til hgjre for omdrejningspunktet og en masse my i afstanden r» til venstre for
omdrejningspunktet. Sa er systemet i ligevaegt - uanset hvilken vinkel vippen danner med vandret
- hvis der geelder falgende: mir; = myro. Hvor skal masserne placeres for at opna ligevagt (hvis
muligt?) nar vippen ikke er veegtlas men har en masse-teethed givet ved en funktion f = f(u),
hvor u € [0,L] betegner afstanden fra vippens venstre endepunkt? Hvad sker der hvis vippen er
meget lang, f.eks. L = 14387 km, saledes at tyngdekraft-vektorfeltet ikke leengere kan regnes
konstant?

6. INERTIMOMENTER

6.1. Hvad er et inertimoment? Antag, at vi roterer en lille partikel med masse AM omkring
en akse £ med konstant vinkelhastighed w saledes at partiklen udfarer en cirkelbevagelse i den
plan, som star vinkelret pa ¢ og saledes at centrum for cirkelbevaegelsen ligger pa £ - se Figur
23. Sa er den kinetiske energi i beveaegelsen givet ved Eyin = %AM v2, hvor v er den konstante
fart 1 cirkelbeveaegelsen. Men denne fart er netop vinkelhastigheden gange cirklens radius, dvs.
v = wdj, hvor d, betegner afstanden fra partiklen til aksen. Heraf falger: Exin = 102 AM df =
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@

FIGUR 23. En enkelt masse-del roteres med konstant vinkelhastighed om en
akse. Energien i bevagelsen (og dermed inertimomentet af massedelen i forhold
til aksen) er proportional med kvadratet pa afstanden til aksen. Output fra rumIm-
kommandoen.

FIGUR 24. En del af en massiv kugle-skal roteres om en akse. Figuren viser
placeringer af de approksimerende parallelepipida i forhold til aksen. Inertimo-
mentet approksimeres af summen af de enkelte deles inertimomenter. Figuren og
det eksakte inertimoment af kugleskallen kan beregnes med rumIm-kommandoen.

26? Im(AM, £), hvor vi dermed har indfart betegnelsen Im(AM, £) for produktet AM d2. Starrel-
sen kaldes inertimomentet af partiklen i forhold til den givne akse og er altsa (paner faktoren %)
et udtryk for energien af partiklen nar denne roteres med enheds-vinkelhastighed omkring aksen.
For hvert enkelt parallelepipidum i en given (n,m,q)-approksimation til et givet rumligt omrade
med veegtfunktion f(x,y,z) fas massen AM;ji fra (4.11) og dermed bidraget Im(AMiji, £) til det
approksimerede inertimoment for hele det rumlige omrade. Det totale inertimoment af det rum-
lige omrade i forhold til en fast akse fas dernast pa den nu velkendte made ved at summere alle
bidragene i approksimationen og til sidst betragte graeensen n,m,q — o :

Definition 6.1. Lad Q, betegne et parametriseret rumligt omrade og lad f = f(x,y,z) veere en
(positiv) masse-tethedsfunktion. Lad endvidere £ betegne en ret linje i rummet. Inertimomentet
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af det f-vaegtede omrade Q; i forhold til aksen £ er sa givet ved:

Im(Qr, f,£) = /fdedu
(6.1)
_/// r(u,v,w)) d3(r(u,v,w)) Jacobiy (u,v,w) dudvdw

Der geelder folgende bemarkelsesvardige setning om inertimomenter.

Theorem 6.2 (Steiner’s parallelakse-s&tning). Lad Q, betegne et f-veegtet rumligt omrade med
den totale vaegt M (jvf. (5.3)), og lad £, veaere en fast valgt akse gennem punktet p. Lad dernzst
£cm betegne den akse, som er parallel med £, men som gar gennem massemidtpunktet Cm(Q;, f)
og lad D betegne afstanden mellem de to akser. Sa geelder fglgende identitet:

(6.2) Im(Qr, f,£p) = IM(Qr, f,4cm) +D*M

Opgave 6.3. Bevis (eller find, lees og forsta i litteraturen et argument for) Steiner’s parallelakse-
setning. Se i [Int2] under Int2EksF_Steiner.mws hvordan Integrator2-kommandoerne kan
benyttes til at verificere Steiner’s setning i konkrete tilfelde.

Opgave 6.4. Benyt Steiner’s s&tning til at vise fglgende: For et givet f-veaegtet rumligt omrade
Q; antager Im(Q, f,£) sin mindste verdi for en akse ¢, der gar igennem massemidtpunktet
Cm(Qy, f).

Opgave 6.5. Benyt Integrator2-pakkens kommandoer kurveIm, fladeIm, rumIm til bereg-
ning af inertimomenterne af en tynd stang, et rektangel, en cirkelskive, en cylinder, en massiv
kasse og en massiv kugleflade, henholdsvis (veelg selv dimensionerne). Vegtfunktionen f an-
tages evt. konstant; omdrejningsaksen kan vealges som en symmetriakse. Find de tilsvarende
beregninger i litteraturen og sammenlign resultaterne.

Opgave 6.6. Lad Q, betegne en homogen massiv retvinklet kasse med veegtfunktion f = 1. Vis,
at der findes et punkt p séledes at inertimomentet Im(Q,, f, £,,) antager den samme veerdi for alle
valg af akser £, gennem p. Se eksempelvis Int2EksE_Inertimomenter.mws.

7. HVORDAN BRUGES INTEGRATOR?2 ?

Integrator2.m og et omfattende eksempelmateriale i form af Maple worksheets findes pa
adressen: http://www.mat.dtu.dk/education/01005/MWS/INTEGRATOR2/

I den farste eksempel-fil Int2EksA_Kurver .mws forklares dels hvordan du henter selve pak-
ken Integrator2.m fra ovenstdende adresse og dels - via eksempler - hvordan du bruger og
aktiverer de enkelte procedurer i pakken. Den naevnte eksempel-fil er kun én ud af ialt 8 works-
heets med eksempler. | Int2EksA_Kurver.mws handler alle eksemplerne om kurver (leengder,
massemidtpunkter, inertimomenter, etc.).

7.1. Om at konstruere pakker med Maple-procedurer. Konstruktionen af Maple-procedu-
repakken Integrator2.m fremgar af den ra Maple kode for pakken, som findes i Maple-filen
Integrator2.mws. Heraf fremgar dels hvordan du kan &ndre i pakken og dels hvordan du skri-
ver dine egne procedurer og kombinerer og gemmer dem i en pakke i dit lokale Maple-bibliotek.
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Se isar de tre afsnit *Init’ (pakken defineres farst som en tom tabel), *Baser’ (procedurer kon-
strueres og defineres som elementer i pakke-tabellen) og *Saving’ (pakken gemmes i dit lokale
bibliotek).
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8. APPENDIKS: BEREGNING AF ET RUMINTEGRAL OVER EN MASSIV KASSE.

o Kassen med siderne a, b, og ¢ kan parametriseres saledes:

r:= (u,v,w)-> [u, v, wl:

> B:= [0,a,0,b,0,c]:

>

>

>

net:= [7,9,13]:

e Veagtfunktionen sattes til :
f:= (x,y,2)-> x72 + y°2 + z°2:

¢ Kommandoen ‘rumint’ bruges pa dette input med falgende resultat. (NB: "net” benyttes faktisk ikke her, idet kassen
jo ikke kan tegnes, nér siderne ikke er angivet eksplicit. Prgv selv at bruge "rumint’ kommandoen med specificerede
kantleengder.) :

rumInt(r, B, f, net);

Parameterfremstilling: r(u,v,w) = [u, v, w]

Definitionsomrdde: [0, a, 0, b, 0, c]

Net-finhed: [5, 5, 5]

Angivet funktion: f(x,y,z) = x"2+y~2+z"2

Jacobi(u,v,w):
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Jacobi(u,v,w) =1
Rum-integralet af funktionen f:
1 1 1
fdu=-a%bc+ - ab3c+ Zabc®
o (T gA e AT

/ fdy = 0.333a3bc+0.333ab® ¢ 40.333abc3
Q

Beregning af rum-integralet:

c rb ra
/fdu:///(u2+v2+W2)Jacobi(u,v,W)dudvdw
" 0Jo JO

c rb ra
/fdp:///u2+v2+w2dudvdw
. 0Jo Jo

a 1
/0u2+v2—|—wzdu:[§u:'x—»—vzu—»—wzu]uzo__a
13 2 2
[]:ga +via+wea
//u2+v2 W2dudv—/ Zad+v2a+wladv
la, .2 2 1s,,13 2
/ 3a +vea+w adv_[sa v+3v a+wavly—o.p
[]:%a3b+}ab3+w2ab
///u2+v2+wzdudvdw /fa3b+ ab3+w2abdw
3 3 13 1 31,3
7a b+ ab +w2abdw = [3a bw+ gab w+§w ablw=o.c

_1 3 3 1 3
[}_Sa bc+3ab c+3abc

1 1 1
fdu= =23 Tap3ea = 3
o, du 3a bc+3ab c—|—3abc

e Med kommandoen rumintGo’ fas resultatet direkte uden mellemregninger. (Derved kan resultatet lettere benyttes i
eventuelle efterfglgende beregninger hvori massen indgar) :

> rumIntGo(r,B,f,net);

1 1 1
4.3 L .h3 < 3
3a bc+3ab c+3abc
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